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OZET

Anahtar kelimeler: Siirekli bagimlilik, yapisal kararlilik, ¢oziimlerin nitel davranist,
gliclii sontimlii denklemler, dalga denklemi, ¢ift dispersif dalga denklemleri

Bu tezin ilk boliimiinde incelenen problemlerin ¢ézlimlerinin global, lokal ve zayif
¢cozlimlerinin varlig1 hakkinda giiniimiize kadar yapilan ¢aligmalar tarihi gelisimiyle
ele alinmistir. Ayrica siirekli bagimhilik konusu ile ilgili bir ¢cok caligmaya da yer
verilmistir.

Ikinci béliimde tez boyunca kullanilacak olan temel tanim ve esitsizlikler verilmistir.
Ucgiincii béliimde baslangi¢ ve smir degeri belli lineer olmayan séniim "damping" ve
kaynak terim igeren Klein-Gordon denkleminin ¢oziimlerinin problemin

katsayilaria olan siirekli bagimliligi konusu esas alinmstir.

Dordiincii  bolimde disipatif terim iceren c¢ift dispersif dalga denkleminin
¢ozlimlerinin problemin katsayilarina olan stirekli bagimlilig1 ¢alisiimistir.



CONTINUOUS DEPENDENCE ON COEFFICIENTS OF SOME
TYPE OF INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS

SUMMARY

Keywords: Continuous dependence, Structural stability, qualitative theory, strong
damping term, wave equation, double dispersive equations

In the first part of this thesis, the studies on the existence of global, local and weak
solutions of the problems which are examined in this thesis have been dealt with in
the historical development. In addition, studies related to the subject of continuous
dependence are placed within this part.

In the second chapter of this thesis, this chapter provides basic definitions and
inequalities that will be used throughout the thesis.

In the third chapter of this thesis, the continuous dependence of the solutions of the
initial and boundary values of the Klein-Gordon equation, which includes nonlinear
damping, and source terms, to the coefficients of the problem are taken as the base of
the study.

In the fourth chapter of this thesis, the continuous dependence of the solutions of the
double dispersive wave equation, which contains the dissipative term, to the

coefficients of the problem has been studied.

Standard energy method has been applied in the study for the examined problems.

vi



BOLUM 1. GiRiS

Kismi tiirevli denklemlerin (KTD) bizi ¢evreleyen evrenin isleyisini anlamaya
calismamizda {stiin bir rolii vardir. Neredeyse tiim bilimsel ¢alismalarin ¢ogu zaman
bir KTD vasitastyla incelenen olguyu modelledigi siklikla goriiliir. Mesela denklem
tipi olarak dinamik yani zamanla degisen bir modeli evrimsel bir KTD {iretir. Ayni
zamanda bu evrimsel KTD modeli "wave-like" yani salinim modellerin énemli bir
simifi olmaktadir. Ses veya su dalgalarin1 6ne ¢ikaran herhangi bir yapi bu smifa

girmektedir.

Dalganin zamanla kayboldugu bilinen bir gergektir. Ornegin, hareketsiz bir gole tas
atildiginda, belli bir zaman sonra atildig1 sirada ortaya ¢ikmis olan dalgalardan eser
kalmaz veya bir gitarin teline basildiginda kisa bir zaman i¢in titresim
gerceklesecektir ve sonrasinda tel duragan halini alacaktir. Dalganin zaman iginde
kaybolmasina dalganin soniimlenmesi "damping of the wave" denilmektedir.
Dalganin soniimlenmesi durumu aslinda, bir sistemdeki bir ¢esit siirtiinme sebebiyle
olusan degisim sirasinda sistemin enerjisini yavas yavas kaybettigini gosterir. Bazen
bu durum igin sistemin disipatif olmasi ya da sistemin enerji tiilketmesi seklinde

sOylenmektedir.

Bu tezde amaclanan, yukarida bahsedilen disipatif dalga durumunu modellemis
baslangi¢ degeri ve ilk siir degeri verilen denklemler i¢in ¢6z{imiin nitel davranisini
"qualitative theory" ya da bagka bir deyisle problemin yapisal kararliligini "structural

stability" arastirmak olacaktir.

Bilindigi gibi bir problem asagidaki kosullar1 sagladiginda bu probleme i1yi tanimlidir
denir.

-Problemin en az bir ¢dziimii vardir (varlik);



- Problemin ¢6ztimii tektir (teklik);

- Problemin ¢6ziimii problemin verilerine siirekli baglidir.

Problemin verileri s0ylemi; baslangi¢ ve sinir verileri, ek veriler (ters problemlerde),

denklemin katsayilari, sag tarafi vs. olarak anlagilmalidir.

Diger taraftan kotli tanimli problemlerin siirekli bagimlilik tartigsmasinda ise
problemin fiziksel anlami i¢cin matematiksel bir modelin analizinde ve tiiretilmesinde

ortaya ¢ikan tic 6nemli hata kaynagina odaklanilmistir.

- Veri olglim hatalar1 (baslangic veya sinir degerleri, denklemdeki katsayilar veya

siir operatorleri, parametreler). Bununla ilgili olarak, Hawking'in bir ¢caligmasindan

bahsedebiliriz. Hawking 1993'te insan beyninin yaklasik 10% parcaciktan
olustugunu sdylemistir bu nedenle de insan beyninin baslangi¢ kosullarina karsi ¢ok
hassas oldugu asikardir. Yani bir beyin modelinin kullanilmasiyla herhangi bir
insanin davranigin1 dngérmek oldukga zor olacaktir. Bununla ilgili bagka bir 6rnek
icin hassas ekonomi konusuna deginilebilinir. Burada parametrelerdeki ufak bir
degisiklik, borsa kaosuna, para birimi dalgalanmalarina ve diger bircok degisken
duruma yol agabilir.

- Bolgenin uzaysal geometrisini ve baslangic zaman geometrisini karakterize
etmedeki hatalar.

- Model denklemleri formule etmedeki hatalar.

Dolayisiyla bu basliklar altinda yapisal kararlilik konusu; ana denklemin ¢éziimiiniin
denklemin katsayilarina olan siirekli bagimliligi, sinir verilerine siirekli bagimliligi,
sinir kosullariin katsayilaria olan siirekli bagimliligi veya kismi tiirevli denklemin

kendisinin siirekli bagimlilig1 incelenmesi {izerine olmast mantiklidir.

Aslinda siirekli bagimlilik tartismasi, problemin katsayilarindaki ya da smnir
kosulundaki katsayilardaki ufak bir degisimin veya artisin problemin ¢dziimii i¢in
biliylik degisimlere sebep olup olmadigi hakkindadir. Eger ele alinan problemin

coziimleri parametrelere siirekli bagimli ise parametrelerde kiiciik degisiklikler



oldugunda problemin ¢oziimiinde de kiigiik degisiklikler olmasi beklenir. Boylece
problemi modellerken kullanilan materyalin 6zellikleri degisse bile yeni problemin
¢cozlimlerinin nasil olacagi tahmin edilebilir. Siirekli ortamlar mekaniginin ¢esitli
stireclerini modelleyen lineer ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler i¢in
coziimlerin baslangi¢ sinir deger problemlerine siirekli bagimlilig: ile ilgili birgok

yayin vardir [1,2,3,4,5,6,7].

Bununla birlikte yapisal kararlilik ile ilgili birgok referans, baslangi¢c verilerinde
goriilen kiiclik sapmalara gore bakilan kararlilik analizi kadar 6nemli oldugu vurgusu
ile birlikte Ames ve Straughan [8] in yazmis oldugu kitapta bulunabilir. Bu kitapta
tezin ana konusu olan katsayr incelemesine Ornek olarak 1si1l konveksiyon
probleminde baslangic verisindeki sogutma katsayisinin siirekli  bagimlilig

incelenmistir.

Bu tezin birinci boliimiinde giiclii sontimlii lineer olmayan Klein-Gordon baglangic

siir deger problemi,

u, —ohu, + fu, —cAu+mu+A|u” u=0 (x,1) e QAx[0,T7] (1.1)
u(x,0)=uy(x), u,(x,0)=u,(x) xeQ (1.2)
u=0 (x,1) € 0Q2x[0,T] (1.3)

incelenecektir. Burada «, f,0,m,A€R fiziksel katsayilardir ve sirasiyla ilk ikisi
soniim, dagilma, kiitle ve lineerligi bozan terimin katsayilari olarak adlandirilir.

Burada Qc R"(rn>3) sinirt yeterince diizglin sinirlt bolgedir. A,n boyutlu Laplace

n 2

operatdr, yani A =Z—2 ile taniml1 ikinci dereceden diferansiyel operatordiir.

i=1 x,‘

Burada n=1,2 i¢in p=o00 ve n>3 igin 1< pé% dir. Klein - Gordon denklemi

tarihsel anlamda 6nemli bir yere sahiptir. Bu denklem ilk 6nce Oskar Klein ve Walter
Gordon tarafindan 1926’da birbirlerinden bagimsiz olarak, bir elektronun goreceli

hareketini tanimlamak amaciyla 6nerildi. Fakat daha sonra, elektronun hareketi Dirac



denklemiyle daha dogru olarak tarif edildi ve bunun yerine Klein-Gordon denklemi,

spini 0 (sifir) olan pargaciklari.

(1.1) denkleminde & = =0 oldugu durumlar i¢in yani soniim terimlerinin olmadigi
baslangic smir deger problemleri bir¢ok yazar tarafindan incelenmistir
[9,10,11,12,13,14,15]. Bu tarz sonlimsiliz baslangi¢ smir deger problemlerinin
zamanda degisen lokal (yerel) ¢oziimleri i¢in literatlirde yeterince bilgi mevcuttur
[10,13,15]. Bununla birlikte, yeterince kii¢iik baslangi¢ verisi i¢cin zaman ile degisen
global c¢oziimlerin varligi da bilinmektedir [10,11,12,16]. Cezaneve [17]
caligmasinda tiim global ¢oziimlerin enerji faz1 uzayinda zaman i¢inde diizgiin sinirh

olarak kaldigini da ispatlamistir.

(1.1) denkleminin zayif soniimlii hali i¢in yani a=0,£>0 oldugunda zaman-

periyodik ¢oziimiin varhigi ve tekligi Galerkin metodu ve Leray-Schauder sabit nokta

teoremiyle Gao ve Guo tarafindan ispatlandi [18].

Bununla birlikte, Ha ve Park [19] yaptiklar1 ¢aligmada silindirik olmayan bdlgede
Faedo-Galerkin metodu kullanarak ¢6ziimiin varligini ve tekligini ispatlamiglardir.
Ayrica bu calismalarinda global c¢oziimlerin {istel bir sekilde azaldigini da

ispatlamislardir.

Polat ve Taskesen [20] ¢aligmalarinda, £ =1 iken potansiyel iyilestirme metodu ile

global ¢oziimiin varligini ispatladilar.

Giiglii soniimlii (1.1) denklemi igin yani & >0, >0 durumu igin ¢oztimler hakkinda
literatiirde daha az bilgi mevcuttur. Avrin [21] yaptig1 ¢alismada (1.1) denkleminde
énce o =0 halinde p >3 igin R’ 'te global zayif ¢6ziimiin varligini gosterdi. Sonra,

global zayif ¢ozlimlerin, her « >0 icin uygun kosullar altinda global giicli

cozlimlere yaklastigini ispatlada.



Bununla birlikte, Xu ve Ding [22] yaptiklar1 ¢alismada c¢oziimlerin global olarak
varoldugunu ve ilgili baslangic smir deger probleminin asimptotik davranigini

incelediler.

Bu tezin ikinci bolimiinde g(u,)=a|u, " u, ve f(u)=—p|ul"" uolmak iizere,

w, — At —alu, + bAu —d A, + g(u) = fu)  (x.0) € Qx[0.T] (1.4)
u(x,0)=u,(x),  u,(x,0)=u,(x) xeQcR"(1>3) (1.5)
u=~Au=0 (x,1) € Q2x[0,T] (1.6)

seklinde dordiincii mertebeden disipatif terim igeren lineer olmayan hiperbolik
denklemler i¢in konulmus baslangi¢ smir deger problemi gbz Oniine alinmistir.
Burada Q c R" yeterince diizgiin sinira sahip bir bolgeyi gosterir. g ve [ verilen
lineer olmayan fonksiyonlar ve # bilinmeyen fonksiyondur. Bazi siirekli ortamlarda
sinlizodial dalganin hiz1 frekansa baghdir. Hizin frekansla degisimi dispersiyon
olarak adlandirilir. Bu denklemde a ve b dispersif katsayilaridir. d ise enerji
yitimini ifade eden disipatif katsayisini ifade etmektedir. Bu problem genel olarak

m>2ve p>2 oldugu durumda incelenecektir.

(1.4) denklemi gibi ifade edilen bir¢cok fiziksel problem 6rnegi vardir. Bir dalga
kilavuzunda lineer olmayan dalga yayilim problemlerinde dis ortamin etkisi ve
dolayistyla dalganin yanal yiizeyleri boyunca enerji degisimi olasiligi ihmal
edilmemelidir. Dolayisiyla ele alinan dalga probleminin modellenmesi bu etkilere

gore yapilmstir.

Materyali hiperelastik olan dogrusal olmayan bir elastik ¢ubuk yiizeyi ile bir ortam

arasindaki etkilesim modeli gozoniine alindiginda u(x,7), ¢ubugun uzunlamasina

yer degistirmesini gosteren bir fonksiyon olmak iizere,



1.7
utt - uxx = 2(61/{2 + autt _buxx )xx ( )
cift dispersif denklemi (DDE) i¢in bir ¢oziimdiir [22,23]. Benzer sekilde,

(1.8)

1
u,—u,_ = 7 (cu’ +6u” +au, —bu_, +du,),
seklinde genellestirilmis kiibik dagilimli denklem de tiiretilebilmektedir (CDDE)
3
[22,23]. Dikkat edilirse, (1.4) denklemi i¢in f(u) = %uB +Eu2; gu)=0ve a.,b

ve d sirastyla ile yer degistirdiginde,

NG NG

b
,4’

NG IN

U, -u,—au, +bu)oocx _du;oct = f(u)xx (19)

3
denkleminin (1.8) denklemine doniistiigii aciktir. Eger d =0, f(u) :Euz ve a,b
ab . e . . R
sirasiyla o ile yer degistirirse (1.9) denklemi (1.7) denklemine doniisiir.
Yogunlastirilmis madde fiziginin klasik problemi icin [24]’te,
u, —u_=(cuw’ +du’ —bu_ ) +[f(W)], +[gw)],, (1.10)
denklemi incelenmistir. Burada dalga, katmanli siv1 dalgasidir.

[25]'te ise, farkli bir ortam icin dalga yayillimi, # uzunlamasina gerginligi gdsteren

fonksiyon, a,b,c>0, f,g#0 ve €<l sabitleri olmak iizere,

u, —u, =e(cu’ +au, —bu_+[gu,)],)+O0) (1.11



denklemi disipatif terim iceren ¢ift dispersif denklem olarak tanimlanmistir (DDE

with dissipation). Burada lineer olmayan elastik bir dalga kilavuzu ifadesi verilmistir.
(1.11) denkleminde O(e’)'yi ihmal edip e=1 alindiginda (1.11) denklemi, (1.9)

denkleminin 6zel bir durumu olur.

(1.4) denklemi i¢in konulmus baslangi¢ sinirdeger problemine benzer problemler i¢in

son yillarda yapilan ¢aligmalara goz atalim:

Di ve Shang [26] caligmalarinda (1.4) denkleminde g(u,)=alu, " u, ve
fW)=b|u|"” u igin,
u, —Au—BAu, +yNu—Su, +alu, "> u,=blul’’u (1.12)

denklemini Qx(0,00) bolgesinde baslangic kosulu ve homojen Dirichlet ve

Neumann smir kosullari altinda gézoniine almislar ve bu problemin global zayif

¢Oziimiiniin varligini Galerkin metodunu kullanarak gostermislerdir.

Gursky ve Samsonov [27] calismalarinda f(u)=u’,g(u,)=0 olmak iizere bir

boyutlu,

u,—c’u_ =W’ +au, +bu,) +pu_, (1.13)
denkleminin invaryant ¢dziimlerini Lie simetrileri kullanarak elde etmislerdir.
Runzang ve ark. [28] yaptiklari ¢alismada a =b =1, g(u,) =0 olmak iizere,

u, —Au—Au, +Nu+kAu, = Af(u), xeR",1>0 (1.14)

u(x,0)=uy(x), u,(x,0)=u/(x) (1.15)



probleminin zayif ¢ézliimiiniin dogrusal olmayan terime ve baslangi¢ verilerine bagh

kosullar altinda global varligini incelemislerdir.

Chen ve Wang [29] calismalarinda,

utt _uxx _uxxtt +uxxxx _auxxt = g(u)xx (116)

u(x,0)=uy(x),  u(x,0)=u/(x) (1.17)

seklinde bir boyutlu Cauchy problemi i¢in global ¢6ziimiin varligim1 ve tekligini

incelemislerdir.

Chen ve ark. [30] yaptiklari ¢alismada Q= (0,/) olmak iizere,

u, —u,—au., + buxm - duxxt = f(u)x,( (1 18)
u(0,0)=u(l,t)=0,  u_(0,0)=u_(I,t)=0, t>0 (1.19)
u(x,0) =u,(x), u,(x,0)=u(x), xeQ (1.20)

baslangi¢ sinir deger probleminin global ¢6zlimiiniin varligini incelemislerdir.

Daha o6nce yapilan ¢alismalar gostermektedir ki (1.1) ve (1.4) denklemlerinin ilgili
baslangi¢ sinir deger probleminin uygun uzaylarda ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi igin
yeterli kosullar elde edilmis ve bu kosullar altinda ¢éziimiin varlig1 ve tekligi ispat
edilmigtir. Farkli olarak bu ¢alismada (1.1)-(1.3) ve (1.4)-(1.6) problemlerinin uygun
uzaylardaki ¢oziimlerinin denklemin katsayilarina olan siirekli bagimliligi ayr

basliklar altinda incelenecektir.

Birinci boliim giris boliimiidiir ve problemlerin literatiir calismasini igermektedir.
Ikinci bolimde aym1 zamanda temel kavramlar ve kullanilacak esitsizlikler
verilmistir. Ucgiincii  bolimde gii¢lii soniimlii lineer olmayan Klein-Gordon
denkleminin ¢0ziimlerinin problemin katsayilarina olan siirekli bagimlilig

incelemesi her katsay1 i¢in ayr1 ayri verilmistir. Daha sonra tiim katsayilar ayn1 anda



ele alinip stirekli bagimlilik incelemesi yapilmistir. Dordiincii boliimde disipatif terim
iceren ¢ift dispersif dalga probleminin ¢dziimleri i¢in problemin katsayilarina olan
stirekli bagimliligi ayrintilartyla verilmistir. Ardindan bu denklem i¢in uygun

katsayilar ayn1 anda ele alinip siirekli bagimlilik incelemesi yapilmistir.

Tez calismasinin tigiincii boliimiinde elde edilmis sonuglar "Continuous dependence
of solutions to the strongly damped nonlinear Klein—Gordon Equation" isimli

makalede Turk J Math. dergisinde yaymlanmistir [31].



BOLUM 2. TANIMLAR VE TEMEL BiLGILER

Bu boliimde, tez icin gerekli olabilecek bazi tanimlar ve yardimci bilgiler verilmistir

[32,33,34,35].

2.1. Temel Tanimlar

Tanmim 2.1.1.(Normlu uzay): V', bir /' cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.

I-1:7 —R",x >l xll dontisimii Vx,y eV ve VaeF igin,
-l xI1>0; Ixll=0<x=0
-lhaxli=all xIi

Mx+pl<Uxl+1 pll (iiggen esitsizligi)

ozelliklerini saglarsa V' iizerinde bir norm adin1 alir ve bu durumda (7,1l -II) ikilisine
bir normlu uzay adi verilir, Il xIl sayisina da x €} elemaninin normu denir. Her

I xI normu, d:VxV —R" olmak iizere, d(x,y)=Il x—yll seklinde bir uzaklik

fonksiyonu oldugundan her normlu uzay ayni zamanda bir metrik uzaydir. Bununla
birlikte, bir metrik uzayin normlu uzay olmasi gerekmez. Bir normlu uzay, iizerinde

tanimlanan norm altinda vektdr uzayi belirtir.

Tamm 2.1.2.(Cauchy dizisi): (x,),(V,lIl -I) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her ¢
>0 i¢in n,m=N oldugunda Il x, —x, ll<e olacak sekilde bir N dogal sayis1 varsa

(x,) dizisine Cauchy dizisi denir.
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Tanim 2.1.3. (x,),(V,Il -) normlu uzayinda bir dizi olsun. limll x, —xll=0 olacak

n—»w

sekilde bir x € V' varsa (x,) dizisine yakinsaktir denir ve x, — x ile gosterilir.

Tamim 2.1.4. (Banach Uzay1): Bir /' normlu uzayinda her Cauchy dizisi V ’nin bir
elemanina yakinsiyor ise bu uzaya tam uzay denir. (V,ll -1) uzay1 tam ise bu uzaya

Banach uzayi denir.

Tamim 2.1.5. (i¢ Carpim): F cismi iizerinde bir V' vektor uzay: verildiginde, V' xV

uzay1 izerinde tanimhi /' degerli (.,.): V' xV — F bir fonksiyonun her x,y eV ve

a,b € C igin asagidaki 6zellikleri varsa, bu fonksiyona i¢ ¢arpim denir.

- (%, x)20;(x,x)=0<=x=0,

-(x,¥)=(»,x) (burada c,c € C’nin bir karmasik eslenegidir.),

-(ax + by, z) =a(x,z) + b(y.2)

1

F =Rhalinde (x,y)=(y,x) dir. Bir i¢ carpim ile I xll=(x,x)? tanimlanan
I-1:7” —>R fonksiyonunun norm oldugunu gormek olduk¢a kolaydir. Normu

yukarida oldugu gibi bir i¢ carpim tarafindan tanimlanan uzaya i¢ ¢arpim uzayi denir.

Tanim 2.1.6. (Hilbert uzayi): Normlu bir uzay olan bir i¢ ¢arpim uzay1 bir Banach
uzay1 ise bu uzaya Hilbert uzay:1 denir. Baska bir ifadeyle, bir i¢ ¢arpim uzayindaki
her Cauchy dizisinin bu uzayin bir 6gesine yakinsak olmasi halinde bu uzaya Hilbert

uzay1 denir.

Tamm 2.1.7. 7n-boyutlu R” ve gergel Euclid uzayinda bir nokta x=(x,,-+-,x,) ve

n
2\1/2 . . .
bu noktanin normu |x|= (Z xj) ile tanimlanir. X ve Y ’nin i¢ ¢arpimi
j=1

Xy = ij Y, seklindedir.

J=1
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Tamim 2.1.8. o =(¢, -+, «,) negatif olmayan «; ’lerin n-bilesenlisi ise @ "ya ¢oklu

n
indis denir ve x“,| & |=Z| @; | mertebeye sahip olan x{"---x;" tek terimlisi, yani
7=l

a a

x* =x/"+-x; ile tammlanr. Benzer sekilde 1<j<n igin D, =0/0x; ise, o zaman

D’ =D ---D% | & |. mertebeden bir diferansiyel operator belirtir.

Tamm 2.1.9. Q, R"de bir bolge ve p pozitif gercel say1 olsun. € bolgesinde

tanimli biitiin Slgiilebilir u fonksiyonlar sinifina J-Q|u(x) |” dx <oo kosulu altinda

17 (Q) uzayr denir. Bu uzay bir vektor uzayidir. 1<p<oo olmak flizere bu uzay
Nl = ( IQ| u(x) |”)” ? normu ile bir Banach uzayidir.

Q)

Tamim 2.1.10. 2, R" de bir bolge ve 1< p <o olmak iizere 2 bolgesinin her bir
kompakt alt kiimesinde p. kuvveti integrallenebilen biitiin dlgiilebilir fonksiyonlar

uzayma L _, (£2) uzayi denir.

p.loc

Tamm 2.1.11. L*(Q) uzay1 (u,v)= Jgu(x)@dx ic ¢arpimina gore bir Hilbert

uzayidir.

Tamm 2.1.12. —0<a<b<oo olsun. lu()ll, e L”(a,b) kosulunu saglayan (a,b)

’den V' ’ye tanimlanmus olgiilebilir # fonksiyonlar uzaymna L’ (a,b;V’) uzayi denir.

L’ (a,b;V) uzay ;

A p

([ @) I? d;) 1<p <o
bull,, =4 "

ess swllu@)ll,  p=c

normu ile bir Banach uzayidir.
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Benzer sekilde a<c<d <b olmak lzere her bir ¢,di¢in uel’(c,d;V) ise, o

zaman u € L” (a,b;V') yazilir ve p =1 i¢in u lokal integrallenebilirdir denir.

Tanim 2.1.13. u,ve L, (€2) olsun. Bir & ¢oklu-indisi verilsin. Her ¢ € C;' () i¢in

1,loc
D, >0,M, >0 esitligi saglanirsa, vel,, (€2) fonksiyonuna # fonksiyonunun
genellestirilmis tiirevi olarak da adlandirilir ve v=D"u seklinde yazilir. Eger u

fonksiyonu, klasik anlamda D“ siirekli kismi tiirevlere sahip olacak sekilde
yeterince diizgiin ise, 0 zaman D“u ayn1 zamanda u fonksiyonunun zayif kismi

tirevidir. Elbette D“u klasik anlamda olmaksizin zayif anlamda mevcut olabilir.

Tanim 2.1.14.(Sobolev Uzayi): Q,IR"’de bir bolge, m herhangi bir pozitif tam say1
ve 1<p <o olmak iizere W""(Q)={ue L’(Q): Du e [’(Q),0<| | <m} seklinde

tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir. W™”(€2) uzay1

1/
., o=C X 1Dulz )7, I<p<e,

0<|er|<m

—_— a —_—
Hul,.. o =max, ., | DUl . p=ow

tanimlanan bu normlar ile bir Banach uzayidir.

Tammm 2.1.15. Eger p=2 ise W’"’Z(Q):H’”(Q),WO’”’Z(Q):H(;”(Q) olur ve

H"(Q) uzayinda norm,

2 /2 . e
hul,, 0= (2 WDul?, | )7, ile verili.

0<lel<m

Tanim 2.1.16. H"(Q) uzayi, (u,v)Hm(Q)z z (Du,Dv) i¢ carpmmu ile bir

0<larf<m

Hilbert uzayidir, burada (u,v) = J.Qu(x)@dx olup I’(Q) uzayindaki i¢ ¢arpimdir.
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H}(Q) uzay igin i¢ carpim (u,v) =IQVqudx seklinde tanimlanir ve bu

Hy(Q)
uzaydanorm ll ull , = (I (Vu)’dx)"* olur.
Hy (@) Q ’

2.2. Kullanilan Esitsizlikler

2

b
e —Young esitsizligi . ab<ea’ + 4—, Va,b>0,e>0.
€

Cauchy — Schwarz esitsizligi. H,||U ||=(U,U)"* normu ve (-,-) i¢ carpimi ile
tanimlanmis bir Hilbert uzay1 olsun. Bu sekilde,

|@v)[<[lull.l[vl,  VuveH

gecerlidir.
. e 11 :
Holder esitsizligi . uel’(Q),vel’(Q),p=1 ve —+—=1 ise, 0o zaman
p 4
wel(Q) olup Nuvl tay S Izl vl esitsizligi  gegerlidir.  p=1

Q) 1(Q)

durumunda, g=o ve Il vl

11 ()= €SS SUP |v| alinz. p=qg=2 iken bu esitsizlige
Q

Cauchy-Schwarz esitsizligi denir.

.. o1 1
Genellestirilmis  Holder esitsizligi.  1<p,,..., p, <0 i¢in —+—+..+—=1
P P P

olsun. Boylece, J;Z b, (X)..u,, (X) | dx<H| lu, ]|, esitsizligi gegerlidir.
i=1

Sobolev esitsizligi. N >1 olmak lizere QCR" sinirli bir bolge olsun. n> p, p>1

ve ueW,” ise, o zaman ||ul|, @ <C|[ Dul| olacak sekilde C=C(n,p)

P 17(Q)
(n=p)

sabiti vardir.



15

sup |u|<C|Q|""?Il Du I, olur
Q

2n

Sobolev- Poincaré  Eyitsizligi.  p sayis1t 2<p<o (n=12) ve 2<p<

(1>3) seklinde olsun. Bu durumda C, =C,(, p) sabit sayis1 ve ue H,(Q) igin
ol <C. ' Vu IILZ(

. : olur.

Q

Kismi Integral Alma Formiilleri. QcR" (6Q e C' smirma sahip) bolgesinde
tanimli A(x)=(4,/(x), -+, 4,(x)) vektori i=1l:,n olmak  {izere
a I . .. . , 04, 0A ,
A(x) e C(Q)NC (Q) bilesenleri ile verilsin. divA(x)= a—+---+ P - fonksiyonu
X

1 n

Q (R" uzaymnda smirli bolge) bolgesinde siirekli veya €2 bolgesinde
integrallenebilir ise IgdivA(x)dx= I@QA(x)n(x)ds olup, burada n(x);Q bolgesine
gore disa yonlendirilmis O0Q sinir1 i¢in birim normal vektordiir. Bu formiil
Ostrogradsky formiilii olarak bilinmektedir. u(x)e C*(Q)NC'(Q), v(x)eC(Q) ve
Au =div(Vu) fonksiyonu Q bolgesinde integrallenebilir olsun.

vAu =v-div(Vu) = diviwWu) —VuVv, VuVv=u v +--+u v, oldugundan

0
Ostrogradsky formiiliine gore J. vAudsz. v—uds—j VuVvdx elde edilir. Burada
Q oQ an Q

0
Vu-nl| = a—ul 2o olup bu formiil Green formiilii olarak bilinmektedir.
n

Gronwall Egitsizligi ( Diferansiyel form) n(t) negatif olmayan, [0,7] araliginda
mutlak siirekli bir fonksiyon ¢(f) ve w(f) negatif olmayan [0,7] iizerinde

toplanabilir fonksiyonlar olmak tizere, 17'(t\)<@(t)n(t)+w(t) esitsizligi saglaniyorsa,

im 0<E<T icin n(<e™ ™™ (1(0)+ j;y/(s)ds) olur.



BOLUM 3. KLEIN-GORDON DENKLEMININ COZUMLERININ

SUREKLI BAGIMLILIGI
Bu bolimde,
u, —alu, + fu, —cAu+m’u+A|ul”" u=0 (x,1) e Qx[0,T7] (3.1)
u(x,0)=u,(¥), 1,(x,0)=u(x) xeQ (32)
u=0  (x,t)edQx[0,T] (3.3)

probleminin & (soniim), m (kiitle) ve A (lineerligi bozan terimin katsayisi)
katsayilarina gore siirekli bagimlilig1 incelenecektir. Ispatlarda standart enerji metodu

kullanilacaktir.
3.1. On Kestirimler

Simdi, (3.1)-(3.3) probleminin ¢éziimiine iliskin baz1 esitsizlikler elde edilsin.
Teorem 3.1. (u,,u,) € Hy(Q)x L’ (Q) igin (3.1)-(3.3) probleminin ¢dziimii olan

ue Hy(Q),

lu, ()P <DL Vu@) | <Dy |lu()) I <D (3.4)
ve

[11Vu,(x.9) [P ds<D, (3:5)
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esitsizliklerini saglar. Burada D,,D,,D,,D,>0 sabitleri problemin baslangi¢

verilerine ve parametrelerine baglidir.

ispat 3.1. (3.4)-(3.5) esitsizliklerini elde edebilmek i¢in (3.1) denklemi u, ile L’ ()

da carpilirsa

(u,,u)—oa(Au,u)+ Bu,,u)—oc(Au,u,)+m’(u,u)+ A "y dx =0 (3.6)
1 t t t t t t t O t

elde edilir. (3.6) esitliginin sol tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplandiginda
asagidaki elde edilir.

I uu,dx = 1d I, (2) 17
= 2.dt

ou

— L e — S 2
J.QutAutdx = J-mut P ds J.QVutVutdx == Vu, )l

_ 2
jg uu,dx =l u (t)l

I u, Audx =I u, a—uds—J‘ VuVu,dx = _Ld I V(o) I?
o @ " On Q 2dt

1 d

=——Nul”

‘o pt1iedr p+ldr "
dir. Yukaridaki esitlikler diizenlendiginde,

A

ut p+1
el ]

d 1 b O 2 m2 P
—|= DI+ Vu@) || +—|lu@)|] +
A NuOF +Z1Vu@ P+ )]

+a | Vu, O | +Bu,@®|F=0 3.7

elde edilir.
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1 : A N
Enerji fonksiyonu E, (1) =—||u,(t) | +— || Va(t) | +— || u(t) |> +—2— | u(e) |2}
2 2 2 p+l1

p+l

olmak ftizere, a, >0 ve (3.7) esitliginden %EM (1)<0 oldugu kolaylikla goriiliir.

Yani, enerji fonksiyonu artmayan bir fonksiyondur.

Buradan [0,f] araliginda integral alindiginda E, (#)<E,(0) olarak bulunur. Bu da

ilgili esitsizliklerinin saglandigini gosterir.
3.1.1. o Katsayisi icin siirekli bagimhihk

Bu bdliimde, (3.1)-(3.3) baslangi¢ sinir deger(bsd) probleminin ¢ katsayisina gore

stirekli bagimliligt incelenecektir. Bunu yapmak i¢in # ,

u, —ahu, + Pu, —cAu+m’u+A|ul” u=0 (x,1) e Qx[0,T7], (3.8)
u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=u/(x) xeQ), (3.9)
u=0 (x,1) € 0Q2%[0,T] (3.10)

probleminin ¢oziimii v ise, a+a=0 olmak iizere,

v, —(a+a)Av, + v, —cAv+m* v+ A |v " v=0, (3.11)
v(x,0)=u,(x), v,(x,0)=u(x) xel (3.12)
v=0 (x,7)eoQx[0,T] (3.13)

probleminin ¢éziimii olsun. Simdi, bu iki ¢6zlimiin farkint w=u—v seklinde

tanimlayalim. Boylece w,

w, —aAw, +alv, + Bw, —cAw+m*w+ A(|u |’ u=|v|"" v) =0, (3.14)
w(x,0) =0, w,(x,0)=0 xeQ), (3.15)
w=0 (x,t)edx[0,T] (3.16)
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baslangi¢ sinir deger problemini saglayacaktir.

Teorem 3.1.1. (3.14)-(3.16) probleminin ¢6ziimii olan W i¢in aw sagidaki esitsizlik

gegerlidir.

MD, (3.17)
—I\W(t)ll +—HVW(I)II +Z || w(t) |I* < g & vteloT]

burada D, >0,M, >0 problemin baslangi¢ verilerine ve parametrelerine bagl

sabitlerdir.

Ispat 3.1.1. (3.14) denkleminin w, ile L,(Q) da i¢ ¢arpimi alinirsa

(w,,w)—a(Aw,,w,)+a(Av,,w,) + B(w,,w,)—o(Aw, w)+m (w,w,)

Af Qul um v P vwde =0 G18)

olur.

(3.18) esitliginin sol tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplandiginda asagidaki elde

edilir.

I ww,dx = w, () I?

J‘ wAw,dx = J- w, o, ds —I Vw,Vw,dx =—(Vw,,Vw,) ==l Vw, () I
Q 0Q 6” Q
I w,Av,dx = I w, %ds —J. Vw Vv dx =—(Vw,,Vv,)
Q o an Q
J- w,Awdx = J. w—ds J- Vwdex————ll Vw(t) I’
2dt

[ e ==L w1
o 2 di
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seklinde yazilabilir. Yukaridaki islemler diizenlendiginde,

drl o m?
E[Enwﬁw +IVwo) I +7||w(z)||2]+a||w,(t>||2 —a(Vv,,Vw,)

IO +2] (ul” u=] v viwdx =0 G-19)

elde edilir.
1 2 (@2 2 m2 2
E ()= B [w,)l iy | V(o) || iy | w(@) ||

olmak tizere,

%Ew(t) =—a || Vw,@) |} =Bl w,O) | +a(Vv, Vw,) —zjg(| wl” u—=| v V) wdx

elde edilir. Ayrica >0 oldugundan,

2
&, @+ a | O <al 9, V) +2| [ Gt o owas| O

seklinde yazilabilir. (3.20) esitsizliginin sag tarafindaki ilk terim ig¢in sirastyla

Cauchy-Schwarz ve ¢€- Young esitsizligi € = % icin uygulanirsa,

al(Vv,Vw)|<al[Vv,@ [l Vw, (D) |

2

a
<e[[Vw, @) I V@) P

2

a a
<V, P +— Vv, IP

4 a

olur.
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Simdi, 4 | IQ( lu P u—|v | v)w,dx | integrali i¢in bir iist sinir bulalim.

_ -1, -1
I—IQ(|u|p u—|v|’ v)wtdx olsun.
Bunu yapmak i¢in, 7 ’y1, 1, =ng4 7 ww, dx ve I, =IQ(|u |7 —|v|”")thdx
olmak iizere / =1, +1, seklinde iki parga halinde yazalim.

| ww, | terimi igin sirastyla, Cauchy-Schwarz ve genellestirilmis Holder esitsizligi

kullanilirsa,
L[ Ve, [ a7 il e @) 1,0 @) w00 (321

oldugu goriiliir.

Bununla beraber, (3.21) esitsizliginin sag tarafindaki terimlere Sobolev esitsizligi

uygulanirsa,

|1 1< d, | Vu@) |77 Vw@) [l w, () |
esitsizligi elde edilir.

Ayrica (3.4) yardimiyla C, =d!"'d,D,

p-1
2 olmak iizere,

|1 [<C I Vw@) [l w, @ (3.22)
oldugu goriiliir.
Son olarak (3.22) esitsizligine €-Young esitsizligi € = A ile uygulandiginda,

1 3.23
114G VWO P+ O F (3.23)

bulunur.
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Simdi, [, icin bir iist smir bulmaya calisalim. Oncelikle, ara deger teoremi
2 y g

f(x)=x“ fonksiyonu i¢gin [0,00) araliginda uygulandiginda 0 <& <1 olmak iizere,
L=(p=D[_(01ul+1=0)[v])">(u|—|v|vwdx

elde edilir.
Burada, Cauchy-Schwarz ve || u|l—|v || <|u—v| iiggen esitsizlikleri kullanilirsa,

Izé(p—l)fg(e lu | +(1=60) [ v])? | w]| v w, | dx (3.24)

olarak bulunur.

Simdi, (3.24) i¢in genellestirilmis Holder esitsizligi uygulanirsa ve

)y o1 (3.25)
h(e) =[], (01u|+1-0)|v])*"?dx]
olmak tizere,
| 1, | <(p=DA@) [ V(D) [[ell w(2) [lglf w, () (3.26)

olacaktir. (3.25) de bir kestirim elde etmek i¢in (a+b)"<2”(a” +b") esitsizligini

iki kez uygulamak gerekir. Buradan, k, = max {6,1-6} olmak iizere,

1
h(t)<[26(”‘2’ J‘ (96<p—2> |u|6(p—2) +(1- 9)6@—2) |v|6“"2))dx]g
Q

1
<2 w53 +1-0 2 v 53 I

1
<22k )52+ IO 12 )
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Ayrica, Sobolev esitsizligi (3.27) i¢in uygulandiginda d; Sobolev sabiti olmak iizere,

-2 . -2 yp-2 -2 -2 (3.28)
(<2220 k22 d2 || Vu@) |72+ V() |72

olarak bulunur.

(3.4) yardimiyla A(¢) igin st sinir,

= (3.29)
sup h(t)<A, = 2725k 2d? D,

120
seklinde elde edilir.

Simdi (3.29)’u, (3.26)'da yerine koyarsak,

[ |<(p =D A, [[VO [l W) [l w, (D | (3.30)

1
olur. Daha sonra Sobolev esitsizligi ve (3.4) yardimiyla C, =(p—1)4,d;D? olmak

lizere,

|1, [ <G, [V @) [l w, @) | (3.31)
esitsizligi elde edilir.

€-Young esitsizligi e = A alarak (3.31)’de uygulandiginda,

ILIAC VWO + [ w O (332

elde edilir.
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Dolayisiyla, (3.22) ve (3.32) toplandiginda,

L[ [l u= v vyw, | dx

SEARIEA

1 (3.33)
<G [|[Vw(@) | *57 [, (@) [

bulunur.
Boylelikle, (3.20) yeniden diizenlendiginde,

d a a’
ZEW(UHI | Vw, (0) | <Z|| Vw,(t) | +;|| W, ()| +ACS || V(D) |I°

] ) 334
+ W] G349

2
m
olur. Esitsizligin sagina EY | w(t)|I” pozitif terimi eklendiginde,

d a’ 1 m?
—tEw(tK; Vv, (1) [P +AC | V() |1 3 w0 +7|l w(?) |

sekline doniistir.

Buradan M, = max {1, AC3,%} olmak tiizere,

2

d
= E ()<ME (1)+ 4 | Vv,(t)||* diferansiyel esitsizligi elde edilir.
(94

(3.4) kestirimi kullanildiginda bu diferansiyel esitsizlik,
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D, (3.35)

E,(O<

seklinde tiim ¢ < (0,7] icin gegerli olmaktadir. Ustteki teorem gosteriyor ki @ — 0
olurken ||[w(?)||>0 ve ||Vw(t)|[—> 0 olur. Boylece (3.1)-(3.3) baslangi¢ simnir deger

probleminin ¢6ziimii & katsayisina stirekli bagimlidir.

3.1.2. [ Katsayisi i¢in siirekli bagimhhk

Bu boliimde, (3.1)-(3.3) probleminin ¢Oziiminiin £ katsayisina gore siirekli
bagimlilig: ispatlanacaktir. %, (3.1)-(3.3) probleminin ¢6ziimii, v de f+b>0

olmak tizere,

v, —aAv, +(B+b), —cAv+m’v+ A |v " v=0(x,t) e Qx[0,T],
v(x,0)=u,(x), v,(x,0)=u(x) xel
v=0(x,1) € dQx[0,T]

baslangi¢ sinir deger probleminin ¢ziimii olsun.

Dolayistyla, w=u—v olmak lizere,

w, —aAw, + fw, —bv, —cAw+m’*w+ A(u " u—| v v)=0 (:36)
w(x,0)=0, w(x,00=0 xeQ, (3.37)
w=0 (3.38)

bsd probleminin ¢6ziimii olacaktir.
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Teorem 3.1.2. (3.36)-(3.38) probleminin ¢6ziimleri,

1 o m* "' Dt
5|| w,(0) P +EH () | +7|| w(t) | <le2 vt e[0,T],

esitsizligini saglar. Burada D, >0,M,>0 problemin baslangi¢ verilerine ve

parametrelerine bagli sabitlerdir.

Ispat 3.1.2. (2.44) denklemi w, ile L,(Q2) da carpilirsa,

(w,, w,)—a(Aw,, w,)+a(Av,,w,) + B(w,,w,) — o (Aw,w,) +m* (w,w,)

+ jﬂ (ul” u=|v]"" VIwdx=0

elde edilir. Teorem 3.1.1. in ispatinda yapilan benzer islemler yardimiyla,

drl o m’
LS @ P+ 219w 1P+l Vo @) IF =bw) + 11w o)

+ jﬂ(y u | u=|v " Vwdr =0

elde edilir.

1 2
Burada, (1) == || (0| +§ IV |1 +’"7 Iw(®)|F olmak iizere,

%Ew(t)+a 1V, (@) I +B1 w1 <B | w) | +2 | [ (a7 u=|v ] vywex | (3-39)

olarak yazilabilir.

(3.39) esitsizliginin sag tarafindaki ilk terim i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi

kullanildiginda,
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2
b|(vt,w,)|<%ll b ()1 %u w (D) I

olur. A | IQ (ul” u—|v"! v)wtdx| terimi i¢in (3.33)’de bulunan st sinir
kullanilirsa,

d 2 2 b2 2 1 2
SO+ a | Vw O +A1 w01 < T 01 421w o))

1
+AC, | Vw(®) P 5w @) [§

2
m
esitsizligi elde edilmis olur. (3.4) yardimiyla ve esitsizligin sagma pozitif > I wll?

terimi eklendiginde,

d b*
—F tg_
dt o0 2

D+ % i, ()12 +AC, || V(t) IP +% lw @)F +m72 () 12
elde edilir.

Boylelikle,

M, = max {1,%,1@} ve (3.4) yardimyla,

d D
—E (O<—=b*+M,E (¢
dt w() 2 2 w()

olur. Cikan diferansiyel esitsizlik ¢oziildiigiinde,

Mot
Ew(t)geTD‘tbz v e[0,7]
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oldugu goriiliir. Bu da istenilen sonugtur.

3.1.3 o Katsayisi icin siirekli bagimhhk

Bu bolimde (3.1)-(3.3) probleminin bir ¢6zliimiiniin o katsayisina gore siirekli

bagimlilik incelemesi yapilacaktir.

U, (3.1)-(3.3) probleminin ¢ézlimii, v ise o +.s >0 olmak lizere,

v, —aAv, + v, — (o +$)Av+m’v+ A | v P v=0(x,t) e Qx[0,T],
v(x,0)=u,(x), v,(x,0)=u(x) xe
v=0 (x,1) € 0Q%[0,T]

bsd probleminin ¢oziimii olsun. Dolayisiyla, w=u —v olmak iizere,

w, —aAw, + Bw, —cAw+sAv+m*w+ A(u " u=|v|"" v)=0, (3.40)
w(x,0)=0, w(x,00=0 xeQ, (3.41)
w=0 (x,1) € 0Q2x[0,T] (3.42)

probleminin ¢6zliimii olacaktir.

Teorem 3.1.3 (3.40)-(3.42) probleminin ¢ozlimleri,

1 , O , m’ , "Dyt ,
5||Wt(f)|| +5||Vw(f)|| +7||W(t)|| <TS Vi e[0,T],

esitsizligini saglar. Burada D, >0,M, >0 baslangi¢ verilere ve parametrelere bagl

sabitlerdir.

Ispat 3.1.3. (3.40) denklemi w, ile L,(Q) da garpilirsa,
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(w,,w)—a(Aw,,w,) + B(w,w,)—c(Aw,w,)+s(w,,Av) +m*(w,w,)

+1J.Q (ul”" u=| v viwdx=0

elde edilir. Teorem 3.1.1. in ispatindaki benzer islemler yardimiyla,

L 1w +Z 19w+ 1w Pl a0 @ F +B1 w0

—s(Vv,Vw,)+ A jQ(| wl” u=|v " viwdx =0

elde edilir.

1 2
Buradan, (1) = || (1) P +% V() |I* + ’”7 | w(£)|]* olmak iizere,

%Ew(t)+a 19w, () [ +B 1w W <s | (Vw, V) [+2 | [ (a7 u= v ] vywde | 3.43)

olur. (3.43) esitsizliginin sag tarafindaki ilk terim i¢in €- Young esitsizligi e=a /4

icin kullanildiginda,

2

S| (V, Vi) | < 1 V(o) 112 +%|| Vi, (1) I
(94

olur.
A | IQ (ul”" u=|v " vIwdx | terimi i¢in (3.33)’da bulunan st sinir kullanilirsa,

2

%Ew(t)ﬂx IV, @) P +B81w ) I <1 V@) I +%|| Vi, () I?
[94
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1
+AC; [ V() | 5w @) [§

2
m
esitsizligi elde edilmis olur. «,f >0 ve esitsizligin sagina pozitif 7" w(t) I?

terimi eklendiginde,

2 2
L g OV 12 + 21V ()12 +4C, | V@) [+ =1 () I
dt a 2 2

olur.

Boylelikle M, = max {1,%,,103} ve (3.4) yardimiyla,

D
%Ew (<=2 + M,E (¢) elde edilir. Bu diferansiyel esitsizlik ¢oziildiigiinde
a
Mt
DLt
EO<E—2s  vVie[0,T]

oldugu goriiliir. Bu da istenilen sonugtur.

3.1.4. m Katsayisi i¢in siirekli bagimhhik

Bu bolimde, (3.1)-(3.3) probleminin ¢oziimiiniin m katsayisina gore siirekli

bagimlilig: ispatlanacaktir. #, (3.1)-(3.3) probleminin ¢oziimii, v’de x>0 olmak

lizere,

v, —aAv, + v, —oAv+(m* + v+ A v v=0(x,t) e Qx[0,T],
v(x,0)=u,(x), v,(x,0)=u(x) xel,
v=0  (x,0)€0Qx[0,T]

bsd probleminin ¢éziimii olsun. Bdylece, w=u —v olmak iizere,
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w, —aAw, + fw, —cAw+m*w— v+ A(u " u—|v["" v)=0 (3.44)
w(x,0)=0, w,(x,0)0=0 xeQ, (3.45)
w=0 (3.406)

bsd probleminin ¢6ziimii olur.

Teorem 3.1.4. (3.44)-(3.46) probleminin ¢éztiimii,

MZID
¢ 2 vt e[0,7]

1 2, 0 2 m’ 2
—w®| +=|Vw@)I|]" +— | w(@) || <
2H (Ol 2H 0|l 5 | w(@) ||

esitsizligini saglar. Burada D, >0 ve M, >0 parametrelere ve baslangic kosullara

bagli sabitlerdir.

Ispat 3.1.4. Ispat icin 6ncelikle (3.44) denkleminin L*(Q2)’da w, ile i¢ ¢arpimini

alalim. Boylece,

(th’Wt)_a(AWt’Wt)+ﬂ(Wt’Wz)_G(AW’ Wt)+m2(W’ W),‘)_IL[(V’ Wt)

+A(|u |”_I u—|v|"’_I v,w,)=0.

Teorem 3.1.1. in ispatindaki benzer islemler yardimiyla,
1 2 (@2 2 m2 2
E0=3 [w, (@] iy V() ] Y [ w(®) ]

olmak tizere,

d _ _
CE O+ al|VOIF +A1wOIF <ael o) +4] [ Qup ™ u= v vw]
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esitsizligi elde edilir. Son esitsizligin sag tarafindaki ilk terim i¢in Cauchy-Schwarz

esitsizligi uygulanirsa, (3.4) yardimiyla,

/JI(VﬂVt)Ié%ZIIV(f)II2 +%ll w, ()| <%2D3 +%ll w, (O

oldugu goriliir. AH‘Q (ul” u—|v" v)w,dx| terimi i¢in ise (3.33)’da bulunan iist

siir kullanildiginda,

d 2 1
EEW(t)w I Vw, ()| +B1 w,@)| <%D3 +5H w, ()| +AC; | Vw(D) |

1 5 m* 5
+—I|w(t +— || w(t
2|| (Ol 5 [ w(®) ||

oldugu goriiliir.
o . d D, , . .
Buradan M, =max I,E,ZQ olmak iizere EEW(t)<7,u +M,E (t) diferansiyel

esitsizligi ortaya ¢ikar. Bu son esitsizlik ¢oziildiigiinde V7 €[0,77] igin,

M.
e’ Dt

U

E, (<

olur. Dolayisiyla m katsayist igin siirekli bagimlilik sonucu gdsterilmis olur.

3.1.5. A Katsayisi icin siirekli bagimhihk

Bu bolimde (3.1)-(3.3) probleminin ¢oziimiiniin A katsayisina gore siirekli

bagimlilik incelemesi yapilacaktir.

U, (3.1)-(3.3) probleminin ¢oziimii, v ise A+ L >0 olmak lizere,

v, —aAv, + v, —cAv+m’v+(A+ L) [v|"" v=0(x,t) e Qx[0,T],
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v(x,0)=u,(x), v,(x,0)=u(x) xel
v=0

bsd probleminin ¢6ziimii olsun. Dolayisiyla, w=u —volmak iizere,

w, —adw, + fw, —cAw+m*w+ A(u |’ u=|v|" v)=L|v|"" v=0, (3.47)
w(x,0)=0, w(x,00=0 xeQ, (3.48)
w=0 (3.49)

probleminin ¢6zliimii olacaktir.

Teorem 3.1.5. (3.47)-(3.49) probleminin ¢6ziimii,

1 , O , m’ , "Dt ,
EHWz(t)H +5||VW(f)|| +7||W(t)|| < 5 L, Vie(0,T]

esitsizligini saglar. Burada, M, >0 ve D, >0 baslangi¢ verilere ve parametrelere

bagli sabitlerdir.

Ispat 3.1.5. Teoremin ispat1 icin dnce (3.47) denklemini L°(Q) uzayinda w, ile

carpalim.

(w,, w,)—a(Aw,,w,)+ B(w,,w,) = (Aw,w,) +m* (w,w) + A u " u—|v["" v,w)

—L(|v["" v,w)=0.

Teorem 3.1.1."In ispatindaki benzer islemler yardimiyla,

d 1 , O 2 m2 2 2 2
E[EHWt(t)H S IO I+l D)l [+alvw® I +B1w @

+1J-Q(|u P u—| v v)wtdx+L(|v|p7' v,wt)=0
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elde edilir.

1 o m’
E,@0)==[lw,@ += VW@ | +— [ w(®) |
2 2 2

olmak tizere,

d _ _
SEO+al| Vw0 81w O <A| [ (ul umlv o]

+L | IQh) P~ yw,dx | (3.50)
olur. Simdi, J‘Q v|”7'|vw, | dx integrali igin bir {ist stnir bulalim.
Cauchy-Schwarz ve Holder esitsizlikleri sirastyla uygulandiginda,
[ v e[ 7w, | e 12, w ) | dx
esitsizligi elde edilir.
Daha sonra, Sobolev esitsizligi uygulandiginda d, Sobolev sabiti olmak iizere,
IQTVI’HIVWt | dx<dy || V(@) [I”]| w, (1) ]

L
olur. Bununla birlikte, Cauchy ve €-Young esitsizlikleri € = 3 i¢cin uygulandiginda,

L 1
p-1 = 12p 2p - 2
Jo VT | e g I V@ 7+ 1w )]

1
elde edilir. (3.4) yardimiyla B, = EDZP d;” igin,
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1
p-1 . 2
o1 v e LBy + w0 |
olur.

ﬂu|J'Q(|u|’"1 u—|v"! V)Wtdx| terimi i¢in ise (3.33)’de gosterilen st sinir

kullanildiginda ve (3.50), (3.51) ile diizenlendiginde,

d 1
= BO+alVw @) P +A 1w O P <AC, | V()P Sl (@) I +L°B,

1 , m 5
+—lwI|  +— N w)l
2|| (Dl 5 (1)

C
olacaktir. Buradan M, = max {1, =1+ C3} olmak tizere,
o

d CD?
EEW(fKMsEW(’)"'Tsz diferansiyel esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik

¢oziildigiinde V¢ €(0,7] igin,

E ()<l CDit
w 2

gegerli oldugu kolaylikla goriiliir. Burada L artisinin L —0 oldugunda ¢6ziime

bliyiik bir etkisi olmadigi agiktir.
3.1.6. Tiim katsayilar icin ayni anda siirekli bagimhhk

Bundan 6nceki kisimlarda ¢oziimiin her bir parametreye gore siirekli bagimlilig ayri
ayr1 ispatlanmistir. Bu boliimde ise ¢dzlimiin biitiin parametrelere ayn1 anda stirekli
bagimlt olup olmadigr incelenecektir. Yani biitlin parametreler ayni anda
degistiginde, ¢oziimde de nasil bir degisikligin meydana geldigi arastirilacaktir.

U fonksiyonu,

u, —oAu, + fu, —o Au+miu+ A |ul” u=0
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u(,0) =1y (1), 1,(x,0) =11, (x)
u=0

probleminin ¢6ziimii, v ise

v, — AV, + By, — o, Av+mv+ A, v v=0
V(X, 0) = VO (.X), vz (X, O) = vl (x)
v=0

probleminin ¢6ziimii olsun.

w=u—v olmak lizere yeni problem asagidaki sekildedir.

w, —a,Au, +a,Av, + Bu, — B,v, —o,Au+o,Av (3.52)

tmiu—myv+ A ul” u—-A v v=0,

w(x,0)=0 w,(x,0)=0, (3.53)
w = 0. (3.54)
Simdi,

a=a,-a, P=pB-p,, 0=0,-0,, m:mlz_mzz, A=4—=4
degerleri ele alinsin. Bu degerler ile (3.52) yeniden diizenlendiginde,

w, —a,Aw, —aAv, + Bw, + Bv, — 5, Aw— GAV + m] w+ mv

+4(u " u=|v" v+ A v[P =0,  (3.55)

w(x,0)=0 w,(x,0)=0, (3.56)
w=0 (3.57)

olur.
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Teorem 3.1.6. (3.55)-(3.57) probleminin ¢éziimleri Teorem 3.2.1'in kosullar altinda

problemin katsayilaria siirekli bagimlidir.

Ispat 3.1.6. (3.55), w, ile L,(QQ) uzayinda garpildiginda,

2
%[% OLE +%u vw() II? +’”—21|| w() 12 ]+ e, 1 Y, () 17 +8, 1w, (1) I

+a(Vw,,Vv)+ B(w,,v,)+o(Vv,Vw,) + m(w,,v) + 4 (w,,|u |p’1 u—|v |"’1 V)

+A(w,|vIP v)=0

(3.58) icin diizenleme yapildiginda,
1 2 GI 2 m12 2
E@)==lw@®l"+=21Vw) -+ w)l
2 2 2
olmak tlizere,

% E @) +a I Vw12 +8 1w, ) I° <a | (Vw,,Vv)|+B]|(w,,V

t

) [+ [ (Vv, V)]

| (W, ) [+ 4 [ (W |7 u=[v 77 0) [+ 2] (w,, v 7 v)| (3.59)

seklinde olur. Simdi (3.4)-(3.5) kestirimleri yardimiyla (3.59) i¢in st sinir elde

edilsin. €-Young esitsizliginde € = % alarak,

2 2
a|(Vw, V)| g% IV, (1) II? +£“— IVv, (1) I? <% IV, (1) I” +;—D4

I3
« Q

olur. Cauchy- Schwarz esitsizligi yardimiyla,
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Ly oz +Zon o < B
Llw,v)<=lw@®I" +—1lv.@O)I° <=l w,)II° +=—D,
2 2 2 2
olur. €-Young esitsizligi yardimiyla € = % icin,
o’ a o’ a
o | (Vv,Vw) | <=— I Vv@) I’ + 221 Vi () I <—— D, + =1l Vi, (1) I’
2a, 2 2, 2

olur. Cauchy-Schwarz yardimuiyla,
m’ 1 m’ 1
m|(w )| <—lv@) I +=Ilw @ 1I*<—D, +=lw ()
O[S V@17 + 1w, () 5 D+l @)

dir.

Teorem 3.1.5.in ispatindaki islemler yardimiyla,

A1 On v vy | <42 %dé” I V() 177 % o (1) I12 <22 %dé”Dz” % o, (1)1

1
dir. Ayrica, A |(w,|u " u=|[v|"" v)|<AC || V(@) | +5H w,(t)|I> oldugu Teorem

3.1.1. de ispatland1. Dolayisiyla (3.59) i¢in yeniden diizenleme yapildiginda,

d a a’ 1 Vs o’
—EW)+a, IVwOI*< 201 Vw O I +=—D,+—l w()I* +=D, +—D
dt l() 1 t() 2 t() 2 4 2 z() 2 1 2 2

a a,

2
2 OF +2-D, +% ()17 +4° %dng;

2
+ %n w ()17 +4C, | V(D) | +%|| ol +%u w(t) 12
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olur. Boylelikle, M~ = max{l, 2,%, AlC3} olmak tizere,

. D P D?
iEl(t)gM EN+a’ &+ﬁ2 &+02 Doy By 4Dy
dt 2a, 2 20, 2 2
diferansiyel esitsizligi elde edilir.
D D D D d;’ DY
Bu diferansiyel esitsizlik 4=a’ —*+ " L +0> —2+m* =+ 1> 12

2, 2 20, 2 2

olmak tiizere ¢ozildiigiinde ,
E (1)< Ate™"

elde edilir. Bu da gosteriyor ki her katsay1 ayni anda sifira yaklastiginda w ¢oziimii

de V1 €[0,T] i¢in sifira yaklasacaktir.



BOLUM 4. DISIPATIF VE CIFT DISPERSIF TERIM ICEREN
DALGA DENKLEMININ COZUMLERININ
SUREKLI BAGIMLILIGI

Bu boliimde,

u, —Au—alu, +bAu—dAu, +a u, " u, +Blul"u=0 (x,t)eQx[0,T] (41
u(x,0) =u,(x), u,(x,0) =u,(x) xeQ) (4.2)
u=~Au=0 (x,1) e 0Qx[0,T] (4.3)

probleminin ¢éziimiiniin a (dispersif), d (soniim), & (s6niim), S (lineerligi bozan
terimin katsayis1) pozitif katsayilarina gore siirekli bagimlilik incelemesi ayr1 ayri
gosterilecektir. Ayn1 zamanda denklemin bu katsayilarin tiimiine ayni anda siirekli

bagimli oldugu da ispatlanacaktir. Burada, m>2,p>2 oldugu durum

incelenecektir. Ispatlarda ilk bolimde oldugu gibi standart enerji metodu

kullanilacaktir.

4.1. On Kestirimler

Teorem 4.1. (u,,u,) € (Hz(Q) NH, (Q)) x H}(Q) olmak iizere (4.1)-(4.3) baslangic

smir deger probleminin ¢oziimil asagidaki esitsizlikleri saglar.
lu, )P <A, Vu@ | <4, [ Au@) | <4, || Vi () [| <4,

Burada 4, 4,, 4, problemin baslangi¢ verilerine ve parametrelerine bagli sabitlerdir.
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Ispat 4.1. ispat i¢in 6ncelikle (4.1) denkleminin u, ile L[} (Q) uzaymda i¢ ¢arpimimi
alalim.

(u,,u,)—(Au,u,)—a(Au, ,u)+b(Au,u,)—d(Au,,u,)+ aJ.Q e, |7 wu,dx

B[ 7 wdx=0  (43)
(4.5) esitliginin sag tarafindaki integraller alindiginda,

1d
uu, dx———ll Hl?
[ S hu®
B ou _1d 5
J-Q u, Audx = LQ u, ads - IQ VuVu,dx = S I Vu()ll
_[Q u,Au,dx = J.aQ u, %ds —J-Q Vu Vu,dx = —%% I Vu, () I?
5 OAu 5
I u,Au:_[ u, ——ds— J- Vu,VAudx = I AuAudx———ll Au(t) ll
Q oQ a 2 d

B Ou, B 2
L} u,Au,dx = IaQ u, . ds — J.Q VuVudx=—1l Vu,(2)
[, [, 1772 dx =l ()1

1
j |u|p_2uutdx=—ijl |u|pdx——illull
Q p dt’e pdt
Yukaridaki islemler diizenlendiginde,
E(t)——||u(t)|| +—||Vu(t)|| +—IIAM(t)II +—IIVM Gl§ +ﬁ|lu(t)||”

olmak tizere,

iE (O +d || Vu,O) |’ +a||u, @)

o =0 dir. d ve a pozitif oldugundan,

m
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<5 @9

olur.
[0,¢/] araliginda (4.6) integre edildiginde E (1)<E, (0) oldugu goriiliir. Bu sayede

istenen tim On kestirimler elde edilir.

Teorem 4.2. Varsayalim ki, u, € L’(Q) ve u, € H*(Q) " H,(Q) olsun. Bu sayede,
(4.1)-(4.3) problemi i¢in

IVu, ()| <4,,  Vte[0,T] (4.7)

kestirimi gecerlidir. Burada A4, baslangic verilere ve denklemin parametrelerine

bagli bir pozitif sabit degerdir.

Ispat 4.2. Bu kestirimi bulabilmek i¢in 6nce (4.1) denkleminin ¢’ye gore bir kez

tirevi alinir.

u,, —Au, —dAu, +bA°u, —ahu,, +a(m=1)|u, " u, + B(p-D|ul/7u =0 (48)

(4.8) esitligi u, ile L’(Q) uzayinda carpilirsa,

(u,,,u,)—(Au,,u,)—d(Au,,u,)+ b(Azut su,)—a(Au,,,u,

72

sa(m=0)| " widx+B(p=D)|_pu|"” wu,dx =0 (4.9)

elde edilir. (4.9) esitligindeki integraller alinirsa,

J. u,u,dx = 1d I, () II?
Q 2dt

J. u,Au,dx = 14 I Vau, () I
Q 2dt
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J;) u,Au,dx =~ Vu, () I

2 oo 1d 2
J.Q u,Au,dx = e I Au, (2) |l
IQ u,Au,,dx = —%% I Ve, (t) I?

elde edilir. Yukaridaki islemler (4.9) i¢in diizenlendiginde,

1 1
E, = llu, 0 311V, +§|| Au (1) + 51 Vo, 1) olmalk izere,

d . _
— B, O+ d |V, ) +am=D] b, 1" widv+ f(p=D) ™ up,dx =0

olacaktir.

Taraf tarafa mutlak deger alinirsa,

& E, 0+ |V, <atn=1] [ o 1" i +po-0] [ waas] 4

esitsizligi elde edilir.

Dolayisiyla esitsizligin sag tarafindaki terimler icin st sinir elde edilerek Poincaré

esitsizligi yardimiyla,

a(m=1)[_p,I"?|u, [ dx<a(m=1)| Q| max|u, " | , [ dx

m-2

<a(m-12E,(0) > |u, @) |

<G I Vu, 0|

m-2

olarak bulunur. Burada C, =2Ca(m—-1)|Q|E (0) * dir.
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Simdi de Poincar¢ esitsizligi ve aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi yardimiyla,

¢, - e-hciol4

p-2
2

olmak iizere,

Bp=D e, |, | dx< fCp=1)] Q[ max "N (1) W, (1)
<B(p=DC| V@) ", (1) I, ()|

<CLIVu, @)+ Vu, () F]
olarak bulunur. (4.10) diizenlendiginde,

d
B O+d|[Vu, () P <G, Vi, ) I +C, 1 Va0 IP + 1 Ve, (01 ]

elde edilir. Ayn1 zamanda d > 0 oldugundan,

d
= B OSG IV () P +(C+C) [ Vu, (0P

1 d
olur. Bu sayede M, = max {5 ,C,, % ,C + CZ} olmak tizere 7 E, (D<M\E, (¢)

elde edilir.

Buradan E, (1)<e'"E, (0) bulunur Boylece,

E (0
© .,

2
Vi, (0 <=

olur. Istenen esitsizlik | Vu, (¢) ||’ <4,,  V¢€[0,T] igin elde edilir.
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4.1.1. a Katsayisi icin siirekli bagimhhik

Bu béliimde (4.1)-(4.3) bsd probleminin ¢oziimiiniin a katsayisina gore siirekli

bagimlilig1 incelenecektir. Bunun i¢in # fonksiyonu,

u, —Au—alu, +bAu—dAu, +a|u, " u,+Blul > u=0 (4.11)
u(x,0) =u,(x), u,(x,0) =u,(x) xeQ (4.12)
u=~Au=0 (x,1) e 0Qx[0,T] (4.13)

probleminin ¢6ziimii, v ise a+a >0 olmak iizere,

v, —Av—aAv, +bAv—dAv, +a|v, " v, + BIv]"Fv=0 (x,0) e Qx[0,T]
W50 =10, e =u(x)  xeQ
v=Av=0  (x,¢)e0Qx[0,T]

probleminin ¢éziimii olsun. w=u —v olmak iizere yeni problem,

w, —Aw—alAw, —aAv, + bA*w—dAw, +a((u, |" > u,~|v, "> V)

+B(ul” u=|vP>v)=0 (4.14)

w(x,0) =0, w,(x,0)=0 xeQ (4.15)
w=Aw=0  (x,1)€dQx[0,T] (4.16)
seklindedir.

Teorem 4.1.1. Problem (4.14)-(4.16) i¢cin w ¢Ozlimil,
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M.
e ZtA4 ~2
—da

1 » 1 ,» b 2, a 2
—w @ +=| VW@ ||" +=|| Aw(®) || +=|| Vw.(t) || <
2|| (Dl 2” Ol 2|| |l 2H (Ol

esitsizligini saglar. Burada 4, >0,M, >0 problemin baslangic verilerine ve

denklemin parametrelerine bagl sabitlerdir.
ispat 4.1.1. (4.14) denklemini w, ile L’(Q)’da ¢arptigimizda,

(W, w,)—(w,, Aw) —a(w,, Aw, ) —a(w,, Av, ) + b(w,, A*w) —d(w,, Aw,)

vaf ("7 u=|v, "2 vwdx+ B[ (ul? u=| v viwde =0

olur.

Buradan Teorem 4.1."in iglemlerine benzer hesaplamalarla integraller alindiginda

drl 1 b a
LS @I+ ZIvw@ I+ aw) P+ 21V @) IF ]+ [ Vw0
—-a(Vv, ,Vw

VW) +a [ (a7 =, "7 v, wdx

+ﬂ_[Q(| wlPu=|v P vwde=0 (417
elde edilir.
E (t)= % RG] +% | Vw(®) |I* +§ | Aw(t) | +% | Vw, () || olmak iizere (4.17)
esitliginin mutlak degeri alindiginda

d m— m— ~
BV O +af | (u ]y 7w wde< | 8V, V)|

Bl u=| v vjwdx|
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|m—2

esitsizligi elde edilir. Simdi I( lu, "7 u,— v, vt)wtdx>0 oldugunu gosterelim.

n
Qo "2 =1, "2 v )w, =3 ("7, = [, 17 v, w,
i=0

2l B 1 -
:Z[_Wf "~ (u, =V, +u,)w, +5|ut " u,w,
i=0
1 _ 1 _
_Elvz |m ’ VW, +E | Vi |m ’ (ut[ -V, Y, )wt,-]
N 1 m-2 m-2
=2 LS 2y 1 mm,
i=0
1 m-2 m-25y, 2 2 ]
+E(|ut‘ _|Vt‘ )(ut,._vt‘.)

n
1 i _
= ZEG T e A e YA
i=0

+%(I u " = v ) | =1y D, [+, D)
dir. Dolayisiyla,
(o, "2 = v, "), | =] v, D20 (4.18)
oldugunu gostermek yeterlidir.

f(x)=x“ fonksiyonu [0,00) araliginda monoton artan oldugundan (4.18) gecerlidir.

Boylelikle (4.17) esitligi yeniden diizenlendiginde

d

— B, (01 a(Vv,, V) |+ | [LQup u=|v = vywdx | oldugu goriliir.

Simdi, esitsizligin sag tarafi i¢in iist sinir elde edilsin.
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1
kmuw%hhwﬂﬂm»ﬁéQHVMﬂW+EEHMUW%M@MB3$ﬂa

ispatlanmugti.

la(Vv

.» VW,) | igin ise Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

- a|vv, O IVw,® I}
la(Vv, (1), Vw, (1)) | < 5 + t2
elde edilir.

Sonug olarak, esitsizligin sag tarafina g | Aw(t) ||* pozitif terimi eklendiginde

~2 2 2
4 g < TIVROL 1V 0]
t

1 b
+BC || V() | 51w I 5 l1am) P
elde edilir. Boylelikle,

1
M, = max {%,E,ﬂQ} olmak iizere ve (4.4)’den

d a4
—E (Hg—
7 (0

+M,E (t) seklinde diferansiyel esitsizlik yazilabilir.

Mt
e A, ., . . -
a” sirekli bagimlilik

Gronwall esitsizligi sayesinde arzu edilen E, (¢)<

sonucu elde edilir. Goriiyoruz ki, @ — 0 oldugunda ¢6ziim de sifira yaklasir.

4.1.2. d Katsayisi icin siirekli bagimhilik

Bu boliimde (4.1)-(4.3) bsd probleminin ¢dziimiiniin ¢ Kkatsayisina gore siirekli

bagimlilig1 incelenecektir. Bunun i¢in



49

u, —Au—alu, +bANu—dAu, +a|u, " u,+Blul > u=0 (4.19)
u(x,0) =u,(x), u,(x,0) =u,(x) xeQ) (4.20)
u=~Au=0 (x,1) € 0Qx[0,T7] (4.21)

probleminin ¢oziimii, v ise d +d >0 olmak iizere,

v, —Av—aAv, +bA>v—(d +d)Av, +a |v, "2 v, + B|v|" P v=0
v(x,0) =u,(x), V,(x,0) =u,(x) xeQ)
v=Av=0 (x,1) € 0Q2x[0,T7]

dir.

Boylelikle, w=u —v asagidaki problemi saglar.

w, —Aw—alAw, + bA*w—dAw, —dAv, + a(ju, " u,—|v, [" 2 v,)
+B(ul u—|vPPv)=0 (4.22)

w=Aw=0 (x,t) e 0Qx[0,T],T > 0. (4.24)

Teorem 4.1.2. Eger u ve v, sirastyla (4.19)-(4.21) ve (4.22)-(4.24) problemlerinin

coziimleri ise W igin,

M At

6?2

—|[w.@) || +=||Vw@)||” +=|| Aw@) ||” +=]|| VWw.(O) || <
2|| (]| 2|| Ol 2|| Ol 2|| (@) ]

esitsizligi gecerlidir. Burada M,ve A, problemin baslangi¢ verilerine bagl pozitif

sabitlerdir.

Ispat 4.1.2. (4.22), w, ile Q iizerinde carpildiginda,
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(W, w,) = (W, Aw) = a(w,, Aw, ) +b(w,, A’w) = d (w,, Aw,) —d (w,, Av,)

callu, " =1y " v w)+ Bl (u P u=[v )P vwdx =0

olur. Teorem 4.1.” in ispatindaki benzer hesaplamalarla,

di[zn ()| +—||VW(r>|| +—||Aw(r)|| +—||VW(r>|| 2+d || Vw (o) P

~d(Vv, V) alu, " u= v, 1" vw) + B (7 = v vwdx =0

elde edilir. Bununla birlikte, (u, "2 u~|v,["?v,w)=0 oldugu (3.33)de

gosterilmistir. Ayrica, d >0 oldugundan,

B0,V [+ [l u v o]
yazilabilir.
¢ 2
ALt um v g w0 g @330

gosterilmistir. Esitsizligin sag tarafindaki ilk terim igin,

-~ Vv IF [|Vw @) P
3| (v, V)| <4 Zv’()” ol W’Z()H yazilabilir. Boylelikle, (4.4) kullanilarak

b
ve 5 Il Aw(¢) I terimi eklenerek,

+ BC, | V() P +”W(t)H || Aw(o) I

72 2
4 e ZIV@F 1V @]
dt 2

esitsizligi elde edilir. Buradan M = max{1/2,a/2, fC,} olmak iizere,
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72
g <A
dt

+M,E, (1) diferansiyel esitsizlik yazilabilir. Gronwall esitsizliginden

Mt
At~
E, (z)g% d’, Vt€[0,T7] elde edilir. Bu da istenilen sonugtur.

4.1.3. « Katsaysi icin siirekli bagimhhk

Bu boliimde (4.1)-(4.3) probleminin ¢oziimiiniin & katsayisi i¢in siirekli bagimlilig

incelenecektir.

u b

u, —Au—ahu, +bAu—dAu, +a|u, |" > u +plul”>u=0 (4.25)
u(x,0) =u,(x), u,(x,0) =u,(x) xeQ) (4.26)
u=~Au=0 (x,1) € 0Qx[0,T7] (4.27)

probleminin ¢éziimii olsun. Vv ise,

v, —Av—alAv, +bA*v—dAv, +(a+a@)|v,[" v, + B|v[" P v=0
V0=, vE0)=u)  xeQ
v=Av=0 (x,1) € 0Qx[0,T7]

probleminin ¢éziimii olsun.

Bu iki problemin farki w=u —v olmak iizere,

v

-2
"

w, —Aw—aAw, + bA*w—dAw, +a(Ju, [" 7 u,—|v,|" 7 v)—a|v,
+B(ul? u=|vP?v)=0 (4.28)
w(x,0)=0, w,(x,0)=0 xeQ) (4.29)
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w=Aw=0  (x,1)€dQx[0,T] (4.30)
problemini saglar.

Teorem 4.1.3. Problem (4.28)-(4.30)’un bir ¢6ziimii w olsun. Dolayistyla w, M,
ve A, problemin baslangic verilerine ve parametrelerine bagl pozitif sabitler olmak

lizere,

1 1 b a eM4tAm—1C .
EH w, ()| 3 VW) | +5|| Aw(D) | +§|| Vw, () | <—=—2a’

esitsizligini saglar.
ispat 4.1.3. Denklem (4.28)’i w, ile L’(Q)da carptigimizda,

(w,w)—(w,Aw)—a(w,Aw, ) +b(w,,A*w)—d(w,,Aw)
t 73 t t 1t t t t

—a[ o, I v e, "7 = |, v w)+ B (a7 um v vwdy =0
elde edilir. Yani,

1 1 b a
E,==[wO += VWO [ += | Aw@) [P += [ Vw,(0) |
2 2 2 2 olmak iizere,

d m— m— ~ m—
—EO+d Vw0 P +au " u=]v, " vow)<] af b, 172 v

AL Qup? um v x| 43D

dir.

\ﬂf (" u=|v[" viwdx| <BC, || V(e P O ()” oldugu (3.33)° de

gosterilmistir. Ayrica (Ju, "> u,~|v, "> v,,w,)=0 oldugu Teorem 4.1.1°de elde

>t
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edilmistir. Esitsizligin sag tarafindaki ilk terim i¢in bir lst smur elde edilirse;

2n—
2<m<
n_

ve C bir Sobolev sabiti olmak {izere,

|0?IQ v, "7 vtwtdxl g&j.gh/l " w,dx

<éllw, v, 15,

1 a’ .
< Iw O+ ClI Vv @)™
2 2
esitsizligi saglanir.

b
(4.31) yeniden diizenlenirse ve 5|| Aw(t) | pozitif terimi esitsizligin sag tarafina

eklenirse

d

L £ IO +—C||Vv<z)|r“m D4 C, |V P + 28O0 ()” 2l awto)

olacaktir.

Dolayisiyla, M, =max {1,1/2, BC,} olmak iizere,

d a -
EEW(t)éMA‘Ew(t)+7CA3'”l diferansiyel esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla

istenilen sonug,

Myt mflc

Ew(t)< eTS dz

bulunur. Yani, a — 0 oldugunda V7 €[0,7] i¢in w— 0 olacaktir.
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4.1.4. F Katsayisi icin siirekli bagimhhk

Bu béliimde (4.1)-(4.3) probleminin ¢oziimiiniin £ katsayisina siirekli bagimlilig

incelenecektir.

U fonksiyonu,

u, —Au—ahu, +bANu—dAu, +a|u, " u,+ flul”> u=0 (4.32)
u(x,0) =u,(x), u,(x,0) =u,(x) xeQ (4.33)
u=~Au=0 (x,0) e Q2x[0,T],T >0 (4.34)

probleminin ¢dziimii olsun. Vv ise,

v, —Av—alAv, +bA*v—dAv, +a|v, " v, +(B+P) v 2v=0
v(x,0) =u,(x), v,(x,0) =u,(x) xeQ
v=Av=0  (x,¢)e0Qx[0,T]

probleminin ¢dziimii olsun.

Dolayisiyla W=U—V

w, —Aw—alAw, +bANw—dAw, +a(u, " u,~|v, "2 v)+ B(ul’? u=|v["? v)
—BlvIFPv=0 (435

w(x,0) =0, w(x,0)=0 xeQ (4.36)

w=Aw=0  (x,1)edQx[0,T],T>0 (4.37)

probleminin ¢éziimii olur.

(4.35), w, ile L’(Q)’da carpildiginda
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w,w,)—(w, Aw)—a(w,,Awn)er(wt,Azw)—d(wt,Aw,)JrJAQ(]u]"’_2 u—|v|P_2v)wtdx

B 1 vwdx=0
dir. Teorem 4.1.'deki benzer islemlerle hesap yapildiginda,
E,0=3Iw@F + 1V P+ a0+ V0|

olmak tlizere

%Ew(t)g | jQ(| P2 u—|v P vywdx |+ J.in 172 yw,dx | esitsizligi elde edilir,

Esitsizligin sag tarafi i¢in bir iist sinir,

<4

| B e [<B 1w OO 5, <5

w0 +f C, || V(o) P

olarak bulunur. Bununla birlikte,

{ 2
|,BIQ(| w72 u—|v |7 vywdx |<BC, | V(o) P + | W’;)” oldugu (3.33)’de
gosterilmisti. Dolayisiyla,

L B0 InOIF 2L, [T o+, vno) ) + “W(”” 21 Aw(0)

B

d
olur. M, =max {1, SC;} olmak iizere EE (H<MLE, (l)+ C, A" clde edilir.

Buradan da
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MO AT (438)

E, (1)< B

bulunur. Boylelikle asagidaki teorem gegerlidir.

Teorem 4.1.4. Teorem 4.1.'in kosullar1 saglandiginda, (4.35)-(4.37) probleminin

¢oziimii S katsayisina siirekli bagimhidir. Bununla birlikte, (4.38) esitsizligi

gecerlidir.

4.1.5. Tim parametrelere ayn1 anda bagimhhk

Bundan 6nceki kisimlarda ¢oziimiin her bir parametreye gore siirekli bagimlilig ayri
ayr1 ispatlandi. Bu boliimde ise ¢6ziimiin biitiin parametrelere ayni zamanda stirekli
bagimli olup olmadigi incelenecektir. Yani biitlin parametreler ayni anda

degistiginde ¢oziimde nasil bir degisikligin meydana geldigi arastirilacaktir.

U fonksiyonu,

u, —Au—aAu, +bANu—dAu, +o, |u "7 u + B ul’>u=0 (4.39)
u(x,0) =u,(x), u,(x,0) =u,(x) (4.40)
u=~Au=0 (4.41)

baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimii olsun.

v de ayni baglangi¢ sinir kosullari altinda olmak iizere,

v, —Av—a,Av, +bA*v—d,Av, +a, | v, " v, + B, [v]" T v=0
v(x,0) =1y (x), v, (x,0) =1, (x)
v=Av=0

probleminin ¢6ziimii olsun.
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w=u-v,a=a,—a,,d=d, —d,,a=0,—a,,f=0 -5,

olmak {izere yeni problem,

Wi — Aw — alAth - aAvtt +bA W - dlAWt - dAvt +a (| u, |m72 u,— | Y, |M72 Vz)

+a v, |""2 v, + B (u |p’2 u—| v|”’2 v)+ | v|"’2 y=0 (4.42)
w(x,0)=0, w(x,00=0 xeQcR (4.43)
w=Aw=0 (x,1) € 0Qx[0,T] (4.44)
dir.

Teorem 4.1.5. (4.42)-(4.44) probleminin bir ¢oziimii w olsun. Boylece w, (4.4)-

(4.7) kosullar1 altinda denklemin a, b, ¢, f katsayilarina siirekli bagimlidir.

Ispat 4.1.5. (4.42) denklemi w, ile carpildiginda ve Teorem 4.1’deki benzer

islemlerle

drl 1 a b
E[EH w, (1) | +5||VW(1)||2 +EIII Vw,(0) P +5|| Aw(t) ||2] +a(Vw,,Vv,)+d, || Vw,@) |

+d(Vw,,Vv)+a,(|u, |’""2 u—|v, |’""2 v,w)+a(v, |’”_2 v, w)+ B (u |‘”_2 u—|v |p_2 v, W,)
+B(v["? v,w,) =0

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

drl 1 a b
E[EH w, ()| +§|I vw(t) P +31||VW,(1)||2 +E||AW(1)|I2]+d1 | Vw,(0) [

+a,(|u, |'"_2 u—|v, |’"_2 v, WIS |a(Vw,, Vv )| +|d(Vw,,Vv)| +|a(]v, \m_z v,w)|

Al u= v vow) [+ BUv [ v,w) | (4.45)

olur.
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Simdi esitsizligin sag tarafi i¢in iist smirlar elde etmek i¢in Cauchy-Schwarz

esitsizligi yardimiyla,

@[V, I, [IVw @I

a(Vw,,Vv,)| <
[a(Vw,,Vv,)| 5 5

Cauchy-Schwarz esitsizligi yardimiyla

| VvOIF , IVwOIF

d(Vw,,Vv)| <
[d(Vw,,Vv,)| 5 5

P 2n-2
€-Young ve Sobolev esitsizligi yardimiyla m, p< "

olmak iizere,

[, 2 v w) | <[, 1772 |, llw, | dx
<y, )12 w0l

2(m=1)

<d 1 Vv, () 17w ()

m—1

<ad™ A7 + 1w @)’
4o

elde edilir. Benzer sekilde,

p-1

(v v | <pdra? +$ I, ()12

dir.

Ayrica, .[Q (e, "2 w,— v, " v, )w,dx=0 oldugu Teorem 4.1.1. de ispat edilmistir.

1
I(Iul”_zu—IVI”‘zv,Wt)|<C3|lVW(t)II2Jrﬁllwt(t)ll2 oldugu da  (3.33)’de

1

gosterilmigti. Dolayisiyla,
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Ext) =<0 12 + 209w 12 + 40 v 17 20 w2
2 2 2 2

olmak iizere (4.45) diizenlendiginde ve buldugumuz kestirimler yardimiyla

%Ew(r)stEwa)w

oldugu goriiliir. Burada M, =max{1/2,1,8C;,a,/2,1+d,} ve

2 2 m—1 p-1
a d e L o
B = 5 A, + > A +a’d) A2 + fRdI A dir. Bu diferansiyel esitsizlik
Mt
coziildiigiinde E,()<Bte olacaktir.

Bu da gosteriyor ki V¢e€[0,7] i¢in tim katsayilar ayni anda

a—>0,d >0,a—>0,—->0 oldugunda w—0 olacaktir.



BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde enerji metodu kullanilarak dogrusal olmayan Klein-Gordon denkleminin
tiim katsayilarma olan siirekli bagimligi, ¢ift dispersif disipatif terim igeren dalga
denkleminin ise a, d, o ve [ katsayilarma olan siirekli bagimlig: ispatlanmistir.
Bununla birlikte her iki problemin ¢ozlimlerinin tiim katsayilara ayni anda stirekli

bagimlilig1 da ispatlanmustir.

Cift dispersif terimli dalga denkleminin b dispersif katsayisi i¢in siirekli bagimlilik
sonucu enerji metodu ile bulunamamigtir. Ciinkii I Aw,(¢)II> kestirimi kullanilan

metot yardimi ile elde edilememistir. Problemin katsayilarina olan siirekli bagimlilik
konusu bir ¢ok lineer olmayan kismi tiirevli denklemler i¢in enerji metodu ile uygun

uzaylarda incelenebilinir.
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