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ÖZET 

 

 

Anahtar kelimeler: Sürekli bağımlılık, yapısal kararlılık, çözümlerin nitel davranışı, 
güçlü sönümlü denklemler, dalga denklemi, çift dispersif dalga denklemleri 
 

Bu tezin ilk bölümünde incelenen problemlerin çözümlerinin global, lokal ve zayıf 
çözümlerinin varlığı hakkında günümüze kadar yapılan çalışmalar tarihi gelişimiyle 
ele alınmıştır. Ayrıca sürekli bağımlılık konusu ile ilgili bir çok çalışmaya da yer 
verilmiştir.  
 

İkinci bölümde tez boyunca kullanılacak olan temel tanım ve eşitsizlikler verilmiştir.  
 

Üçüncü bölümde başlangıç ve sınır değeri belli lineer olmayan sönüm "damping" ve 
kaynak terim içeren Klein-Gordon denkleminin çözümlerinin problemin 
katsayılarına olan sürekli bağımlılığı konusu esas alınmıştır. 
 

Dördüncü bölümde disipatif terim içeren çift dispersif dalga denkleminin 
çözümlerinin problemin katsayılarına olan sürekli bağımlılığı çalışılmıştır. 
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CONTINUOUS DEPENDENCE ON COEFFICIENTS OF SOME 

TYPE OF INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS 
 

SUMMARY 

 

Keywords: Continuous dependence, Structural stability, qualitative theory, strong 

damping term, wave equation, double dispersive equations 

 

In the first part of this thesis, the studies on the existence of global, local and weak 

solutions of the problems which are examined in this thesis have been dealt with in 

the historical development. In addition, studies related to the subject of continuous 

dependence are placed within this part. 

 

In the second chapter of this thesis, this chapter provides basic definitions and 

inequalities that will be used throughout the thesis.  

 

In the third chapter of this thesis, the continuous dependence of the solutions of the 

initial and boundary values of the Klein-Gordon equation, which includes  nonlinear 

damping, and source terms, to the coefficients of the problem are taken as the base of 

the study. 

 

In the fourth chapter of this thesis, the continuous dependence of the solutions of the 

double dispersive wave equation, which contains the dissipative term, to the 

coefficients of the problem has been studied. 

 

Standard energy method has been applied in the study for the examined problems. 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

 

Kısm� türevl� denklemler�n (KTD) b�z� çevreleyen evren�n �şley�ş�n� anlamaya 

çalışmamızda üstün b�r rolü vardır. Neredeyse tüm b�l�msel çalışmaların çoğu zaman 

b�r KTD vasıtasıyla �ncelenen olguyu modelled�ğ� sıklıkla görülür. Mesela denklem 

t�p� olarak d�nam�k yan� zamanla değ�şen b�r model� evr�msel b�r KTD üret�r. Aynı 

zamanda bu evr�msel KTD model� "wave-l�ke" yan� salınım modeller�n öneml� b�r 

sınıfı olmaktadır. Ses veya su dalgalarını öne çıkaran herhang� b�r yapı bu sınıfa 

g�rmekted�r. 

 

Dalganın zamanla kaybolduğu b�l�nen b�r gerçekt�r. Örneğ�n, harekets�z b�r göle taş 

atıldığında, bell� b�r zaman sonra atıldığı sırada ortaya çıkmış olan dalgalardan eser 

kalmaz veya b�r g�tarın tel�ne basıldığında kısa b�r zaman �ç�n t�treş�m 

gerçekleşecekt�r ve sonrasında tel durağan hal�n� alacaktır. Dalganın zaman �ç�nde 

kaybolmasına dalganın sönümlenmes� "damp�ng of the wave" den�lmekted�r. 

Dalganın sönümlenmes� durumu aslında, b�r s�stemdek� b�r çeş�t sürtünme sebeb�yle 

oluşan değ�ş�m sırasında s�stem�n enerj�s�n� yavaş yavaş kaybett�ğ�n� göster�r. Bazen 

bu durum �ç�n s�stem�n d�s�pat�f olması ya da s�stem�n enerj� tüketmes� şekl�nde 

söylenmekted�r. 

 

Bu tezde amaçlanan, yukarıda bahsed�len d�s�pat�f dalga durumunu modellem�ş 

başlangıç değer� ve �lk sınır değer� ver�len denklemler �ç�n çözümün n�tel davranışını 

"qual�tat�ve theory" ya da başka b�r dey�şle problem�n yapısal kararlılığını "structural 

stab�l�ty" araştırmak olacaktır.  

 

B�l�nd�ğ� g�b� b�r problem aşağıdak� koşulları sağladığında bu probleme �y� tanımlıdır 

den�r. 

 -Problem�n en az b�r çözümü vardır (varlık);  
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-  Problem!n çözümü tekt!r (tekl!k);  

-  Problem!n çözümü problem!n ver!ler!ne sürekl! bağlıdır.  

 

Problem!n ver!ler! söylem!; başlangıç ve sınır ver!ler!, ek ver!ler (ters problemlerde), 

denklem!n katsayıları, sağ tarafı vs. olarak anlaşılmalıdır. 

 

D!ğer taraftan kötü tanımlı problemler!n sürekl! bağımlılık tartışmasında !se 

problem!n f!z!ksel anlamı !ç!n matemat!ksel b!r model!n anal!z!nde ve türet!lmes!nde 

ortaya çıkan üç öneml! hata kaynağına odaklanılmıştır. 

 

- Ver! ölçüm hataları (başlangıç veya sınır değerler!, denklemdek! katsayılar veya 

sınır operatörler!, parametreler). Bununla !lg!l! olarak, Hawk!ng'!n b!r çalışmasından 

bahsedeb!l!r!z. Hawk!ng 1993'te !nsan beyn!n!n yaklaşık 
2610  parçacıktan 

oluştuğunu söylem!şt!r bu nedenle de !nsan beyn!n!n başlangıç koşullarına karşı çok 

hassas olduğu aş!kardır. Yan! b!r bey!n model!n!n kullanılmasıyla herhang! b!r 

!nsanın davranışını öngörmek oldukça zor olacaktır. Bununla !lg!l! başka b!r örnek 

!ç!n hassas ekonom! konusuna değ!n!leb!l!n!r. Burada parametrelerdek! ufak b!r 

değ!ş!kl!k, borsa kaosuna, para b!r!m! dalgalanmalarına ve d!ğer b!rçok değ!şken 

duruma yol açab!l!r.  

- Bölgen!n uzaysal geometr!s!n! ve başlangıç zaman geometr!s!n! karakter!ze 

etmedek! hatalar. 

-   Model denklemler! formüle etmedek! hatalar. 

 

Dolayısıyla bu başlıklar altında yapısal kararlılık konusu; ana denklem!n çözümünün 

denklem!n katsayılarına olan sürekl! bağımlılığı, sınır ver!ler!ne sürekl! bağımlılığı, 

sınır koşullarının katsayılarına olan sürekl! bağımlılığı veya kısm! türevl! denklem!n 

kend!s!n!n sürekl! bağımlılığı !ncelenmes! üzer!ne olması mantıklıdır. 

 

Aslında sürekl! bağımlılık tartışması,  problem!n katsayılarındak! ya da sınır 

koşulundak! katsayılardak! ufak b!r değ!ş!m!n veya artışın problem!n çözümü !ç!n 

büyük değ!ş!mlere sebep olup olmadığı hakkındadır. Eğer ele alınan problem!n 

çözümler! parametrelere sürekl! bağımlı !se parametrelerde küçük değ!ş!kl!kler 
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olduğunda problem�n çözümünde de küçük değ�ş�kl�kler olması beklen�r. Böylece 

problem� modellerken kullanılan materyal�n özell�kler� değ�şse b�le yen� problem�n 

çözümler�n�n nasıl olacağı tahm�n ed�leb�l�r. Sürekl� ortamlar mekan�ğ�n�n çeş�tl� 

süreçler�n� modelleyen l�neer ve l�neer olmayan kısm� d�ferans�yel denklemler �ç�n 

çözümler�n başlangıç sınır değer problemler�ne sürekl� bağımlılığı �le �lg�l� b�rçok 

yayın vardır [1,2,3,4,5,6,7]. 

 

Bununla b�rl�kte yapısal kararlılık �le �lg�l� b�rçok referans, başlangıç ver�ler�nde 

görülen küçük sapmalara göre bakılan kararlılık anal�z� kadar öneml� olduğu vurgusu 

�le b�rl�kte Ames ve Straughan [8] ın yazmış olduğu k�tapta bulunab�l�r. Bu k�tapta 

tez�n ana konusu olan katsayı �ncelemes�ne örnek olarak ısıl konveks�yon 

problem�nde başlangıç ver�s�ndek� soğutma katsayısının sürekl� bağımlılığı 

�ncelenm�şt�r.  

 

Bu tez�n b�r�nc� bölümünde güçlü sönümlü l�neer olmayan Kle�n-Gordon başlangıç 

sınır değer problem�, 

 

2 1| | 0 ( , ) [0, ]p

tt t tu u u u m u u u x t Ta b s l -- D + - D + + = ÎW´
 

                     (1.1) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x u x u x u x x= = ÎW
 

                     (1.2) 

0 ( , ) [0, ]u x t T= Î¶W´  

 

                     (1.3) 

�ncelenecekt�r. Burada  , , , ,ma b s lÎ   f�z�ksel katsayılardır ve sırasıyla �lk �k�s� 

sönüm, dağılma, kütle ve l�neerl�ğ� bozan ter�m�n katsayıları olarak adlandırılır.   

Burada  ( 3)n nWÌ (n 3)   sınırı yeter�nce düzgün sınırlı bölged�r. ,nD  boyutlu Laplace 

operatör, yan� 
2

2
1

n

i ix=

¶
D =

¶å  !le tanımlı !k!nc! dereceden d!ferans!yel operatördür. 

Burada 1,2n =  !ç!n p =¥  ve 3n 3n  !ç!n 1
2

n
p

n
<

- 2

n
p

n -
 dır. Kle!n - Gordon denklem! 

tar!hsel anlamda öneml! b!r yere sah!pt!r. Bu denklem !lk önce Oskar Kle!n ve Walter 

Gordon tarafından 1926’da b!rb!rler!nden bağımsız olarak, b!r elektronun görecel! 

hareket!n! tanımlamak amacıyla öner!ld!. Fakat daha sonra, elektronun hareket! D!rac 
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denklem�yle daha doğru olarak tar�f ed�ld� ve bunun yer�ne Kle�n-Gordon denklem�, 

sp�n� 0 (sıfır) olan parçacıkları. 

 

(1.1) denklem�nde 0a b= =  olduğu durumlar �ç�n yan� sönüm ter�mler�n�n olmadığı 

başlangıç sınır değer problemler� b�rçok yazar tarafından �ncelenm�şt�r 

[9,10,11,12,13,14,15]. Bu tarz sönümsüz başlangıç sınır değer problemler�n�n 

zamanda değ�şen lokal (yerel) çözümler� �ç�n l�teratürde yeter�nce b�lg� mevcuttur 

[10,13,15]. Bununla b�rl�kte, yeter�nce küçük başlangıç ver�s� �ç�n zaman �le değ�şen 

global çözümler�n varlığı da b�l�nmekted�r [10,11,12,16]. Cezaneve [17] 

çalışmasında tüm global çözümler�n enerj� fazı uzayında zaman �ç�nde düzgün sınırlı 

olarak kaldığını da �spatlamıştır. 

  

(1.1) denklem�n�n zayıf sönümlü hal� �ç�n yan� 0, 0a b= >  olduğunda zaman-

per�yod�k çözümün varlığı ve tekl�ğ� Galerk�n metodu ve Leray-Schauder sab�t nokta 

teorem�yle Gao ve Guo tarafından �spatlandı [18].  

 

Bununla b�rl�kte, Ha ve Park [19] yaptıkları çalışmada s�l�nd�r�k olmayan bölgede 

Faedo-Galerk�n metodu kullanarak çözümün varlığını ve tekl�ğ�n� �spatlamışlardır. 

Ayrıca bu çalışmalarında global çözümler�n üstel b�r şek�lde azaldığını da 

�spatlamışlardır.  

 

Polat ve Taşkesen [20] çalışmalarında, 1b =  �ken potans�yel �y�leşt�rme metodu �le 

global çözümün varlığını �spatladılar. 

 

Güçlü sönümlü (1.1) denklem� �ç�n yan� 0, 0a b> >  durumu �ç�n çözümler hakkında 

l�teratürde daha az b�lg� mevcuttur. Avr�n [21] yaptığı çalışmada (1.1) denklem�nde 

önce 0a =  hal�nde 3p >  !ç!n 
33
'te global zayıf çözümün varlığını gösterd!. Sonra, 

global zayıf çözümler!n, her 0a >  !ç!n uygun koşullar altında global güçlü 

çözümlere yaklaştığını !spatladı.  
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Bununla b�rl�kte, Xu ve D�ng [22] yaptıkları çalışmada çözümler�n global olarak 

varolduğunu ve �lg�l� başlangıç sınır değer problem�n�n as�mptot�k davranışını 

�nceled�ler. 

 

Bu tez�n �k�nc� bölümünde 
2( ) | |mt t tg u u ua -=  ve 

2( ) | |pf u u ub -= - olmak üzere,  

 

 
                        (1.4) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ) ( 3)n

tu x u x u x u x x n= = ÎW Ì (n ( 3)
 

                        (1.5) 

0 ( , ) [0, ]u u x t T= D º Î¶W´                          (1.6) 

  

şekl�nde dördüncü mertebeden d�s�pat�f ter!m !çeren l!neer olmayan h!perbol!k 

denklemler !ç!n konulmuş başlangıç sınır değer problem! göz önüne alınmıştır. 

Burada 
nWÌ n
 yeter!nce düzgün sınıra sah!p b!r bölgey! göster!r. g  ve f  ver!len 

l!neer olmayan fonks!yonlar ve u  b!l!nmeyen fonks!yondur. Bazı sürekl! ortamlarda 

s!nüzod!al dalganın hızı frekansa bağlıdır. Hızın frekansla değ!ş!m! d!spers!yon 

olarak adlandırılır. Bu denklemde a  ve b  d!spers!f katsayılarıdır. d  !se enerj! 

y!t!m!n! !fade eden d!s!pat!f katsayısını !fade etmekted!r. Bu problem genel olarak 

2m > ve 2p >  olduğu durumda !ncelenecekt!r. 

  

(1.4) denklem! g!b! !fade ed!len b!rçok f!z!ksel problem örneğ! vardır. B!r dalga 

kılavuzunda l!neer olmayan dalga yayılım problemler!nde dış ortamın etk!s! ve 

dolayısıyla dalganın yanal yüzeyler! boyunca enerj! değ!ş!m! olasılığı !hmal 

ed!lmemel!d!r. Dolayısıyla ele alınan dalga problem!n!n modellenmes! bu etk!lere 

göre yapılmıştır. 

  

Materyal! h!perelast!k olan doğrusal olmayan b!r elast!k çubuk yüzey! !le b!r ortam 

arasındak! etk!leş!m model! gözönüne alındığında ( ), ,u x t  çubuğun uzunlamasına 

yer değ!şt!rmes!n! gösteren b!r fonks!yon olmak üzere, 
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(6 )

4
tt xx tt xx xxu u u au bu- = + -

 

 

                                                          (1.7) 

ç!ft d!spers!f denklem! (DDE) !ç!n b!r çözümdür [22,23]. Benzer şek!lde, 

 

3 21
( 6 )

4
tt xx tt xx t xxu u cu u au bu du- = + + - +

 

 

                                                         (1.8) 

 

şekl!nde genelleşt!r!lm!ş küb!k dağılımlı denklem de türet!leb!lmekted!r (CDDE) 

[22,23]. D!kkat ed!l!rse, (1.4) denklem! !ç!n  
3 23

( ) ; ( ) 0
4 2

t

c
f u u u g u= + =  ve a , b  

ve d  sırasıyla , ,
4 4 4

a b d
 !le yer değ!şt!rd!ğ!nde, 

 

( )tt xx xtt xxxx xxt xxu u au bu du f u- - + - =
 

 

(1.9) 

denklem!n!n (1.8) denklem!ne dönüştüğü açıktır. Eğer 0d º , 
23

( )
2

f u u=  ve ,a b  

sırasıyla ,
4 4

a b
 !le yer değ!şt!r!rse (1.9) denklem! (1.7) denklem!ne dönüşür. 

 

Yoğunlaştırılmış madde f!z!ğ!n!n klas!k problem! !ç!n [24]’te, 

 

3 2( ) [ ( )] [ ( )]tt xx xx xx xt xxtu u cu du bu f u g u- = + - + +  

 

(1.10) 

denklem   ncelenm şt r. Burada dalga, katmanlı sıvı dalgasıdır. 

 

[25]'te  se, farklı b r ortam  ç n dalga yayılımı, u  uzunlamasına gerg nl g  gösteren 

fonks yon, , , 0a b c > , , 0f g ¹  ve 11 sab tler  olmak üzere, 

 

2 2( [ ( )] ( ))tt xx tt xx t xxu u cu au bu g u O- = + - + +2 2( )2 22 2

x tt xx t xxcu au bu g u O( 2 22 22 22 22 2

x tt xx t xx( [ ( )]( [ ( )]( [ ( )]( [ ( )]( [ ( )]( [ ( )]2 22 22 22 22 22 2

x tt( [ ( )]( [ ( )]( [ ( )]( [  

 

(1.11

) 
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denklem� d�s�pat�f ter�m �çeren ç�ft d�spers�f denklem olarak tanımlanmıştır (DDE 

w�th d�ss�pat�on). Burada l�neer olmayan elast�k b�r dalga kılavuzu �fades� ver�lm�şt�r.  

(1.11) denklem�nde 
2( )O 2( )2

'y� �hmal ed�p 1=1=  alındığında (1.11) denklem�, (1.9) 

denklem�n�n özel b�r durumu olur. 

  

(1.4) denklem� �ç�n konulmuş başlangıç sınırdeğer problem�ne benzer problemler �ç�n 

son yıllarda yapılan çalışmalara göz atalım: 

  

D� ve Shang [26] çalışmalarında (1.4) denklem�nde 
2( ) | |mt t tg u a u u-=  ve 

2( ) | |pf u b u u-=  �ç�n, 

 

2 2 2| | | |m p

tt t tt t tu u u u u a u u b u ub g d - --D - D + D - + =
 

(1.12) 

 

denklem n  (0, )W´ ¥  bölges nde başlangıç koşulu ve homojen D r chlet ve 

Neumann sınır koşulları altında gözönüne almışlar ve bu problem n global zayıf 

çözümünün varlığını Galerk n metodunu kullanarak gösterm şlerd r. 

  

Gursky ve Samsonov [27] çalışmalarında 
2( ) , ( ) 0tf u u g u= =  olmak üzere b r 

boyutlu, 

 

2 2( )tt xx xx tt xx xxtu c u u au bu um- = + + +
 

 

  (1.13) 

denklem n n  nvaryant çözümler n  L e s metr ler  kullanarak elde etm şlerd r. 

  

Runzang ve ark. [28] yaptıkları çalışmada ( )1,  0ta b g u= = =  olmak üzere, 

 

2 ( ), , 0n

tt tt tu u u u k u f u x t-D -D + D + D = D Î >, 0n ,,,,
 

(1.14) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x u x u x u x= =
 

(1.15) 
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problem�n�n zayıf çözümünün doğrusal olmayan ter�me ve başlangıç ver�ler�ne bağlı 

koşullar altında global varlığını �ncelem�şlerd�r. 

  

Chen ve Wang [29] çalışmalarında,  

 

( )tt xx xxtt xxxx xxt xxu u u u u g ua- - + - =
 

(1.16) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x u x u x u x= =
 

(1.17) 

 

şekl�nde b�r boyutlu Cauchy problem� �ç�n global çözümün varlığını ve tekl�ğ�n� 

�ncelem�şlerd�r. 

  

Chen ve ark. [30] yaptıkları çalışmada (0, )lW=  olmak üzere,  

 

( )tt xx xxtt xxxx xxt xx
u u au bu du f u- - + - =

 
(1.18) 

(0, ) ( , ) 0, (0, ) ( , ) 0, 0xx xxu t u l t u t u l t t= = = = ³  (1.19) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ),tu x u x u x u x x= = ÎW
 

(1.20) 

 

başlangıç sınır değer problem�n�n global çözümünün varlığını �ncelem�şlerd�r. 

  

Daha önce yapılan çalışmalar göstermekted�r k� (1.1) ve (1.4) denklemler�n�n �lg�l� 

başlangıç sınır değer problem�n�n uygun uzaylarda çözümünün varlığı ve tekl�ğ� �ç�n 

yeterl� koşullar elde ed�lm�ş ve bu koşullar altında çözümün varlığı ve tekl�ğ� �spat 

ed�lm�şt�r. Farklı olarak bu çalışmada (1.1)-(1.3) ve (1.4)-(1.6) problemler�n�n uygun 

uzaylardak� çözümler�n�n denklem�n katsayılarına olan sürekl� bağımlılığı ayrı 

başlıklar altında �ncelenecekt�r. 

 

B�r�nc� bölüm g�r�ş bölümüdür ve problemler�n l�teratür çalışmasını �çermekted�r. 

İk�nc� bölümde aynı zamanda temel kavramlar ve kullanılacak eş�ts�zl�kler 

ver�lm�şt�r. Üçüncü bölümde güçlü sönümlü l�neer olmayan Kle�n-Gordon 

denklem�n�n çözümler�n�n problem�n katsayılarına olan sürekl� bağımlılığı 

�ncelemes� her katsayı �ç�n ayrı ayrı ver�lm�şt�r. Daha sonra tüm katsayılar aynı anda 
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ele alınıp sürekl� bağımlılık �ncelemes� yapılmıştır. Dördüncü bölümde d�s�pat�f ter�m 

�çeren ç�ft d�spers�f dalga problem�n�n çözümler� �ç�n problem�n katsayılarına olan 

sürekl� bağımlılığı ayrıntılarıyla ver�lm�şt�r. Ardından bu denklem �ç�n uygun 

katsayılar aynı anda ele alınıp sürekl� bağımlılık �ncelemes� yapılmıştır.  

  

Tez çalışmasının üçüncü bölümünde elde ed�lm�ş sonuçlar "Cont�nuous dependence 

of solut�ons to the strongly damped nonl�near Kle�n–Gordon Equat�on" �s�ml� 

makalede Turk J Math. derg�s�nde yayınlanmıştır [31]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 2.  TANIMLAR VE TEMEL BİLGİLER 

 

 

Bu bölümde, tez için gerekli olabilecek bazı tanımlar ve yardımcı bilgiler verilmiştir 

[32,33,34,35]. 

 

2.1. Temel Tanımlar 

 

Tanım 2.1.1.(Normlu uzay): V , bir F  cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.  

 

: ,nV x x× ® ®,n x x,n xx,n
ǁ ǁ ǁ ǁ  dönüşümü ,x y V" Î  ve a F" Î  için,  

- 0; 0 0x x x= Û =0;0;x x0;0;ǁ ǁ ǁ ǁ  

- | |ax a x=ǁ ǁ ǁ ǁ  

- x y x y+ +x +xxǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ  (üçgen eşitsizliği) 

 

özelliklerini sağlarsa V  üzerinde bir norm adını alır ve bu durumda ( , )V ×ǁ ǁ  ikilisine 

bir normlu uzay adı verilir, xǁ ǁ  sayısına da x VÎ  elemanının normu denir. Her 

xǁ ǁ  normu, : nd V V´ ® n
 olmak üzere, ( , )d x y x y= -ǁ ǁ  şeklinde bir uzaklık 

fonksiyonu olduğundan her normlu uzay aynı zamanda bir metrik uzaydır. Bununla 

birlikte, bir metrik uzayın normlu uzay olması gerekmez. Bir normlu uzay, üzerinde 

tanımlanan norm altında vektör uzayı belirtir. 

 

Tanım 2.1.2.(Cauchy dizisi): ( ), ( , )nx V ×ǁ ǁ  normlu uzayında bir dizi olsun. Her 

>0 için ,n m Nm N  olduğunda n mx x- <ǁ ǁ  olacak şekilde bir N doğal sayısı varsa 

( )nx  dizisine Cauchy dizisi denir. 

 



11 

 

 

 

Tanım 2.1.3. ( ), ( , )nx V ×ǁ ǁ  normlu uzayında bir dizi olsun. lim 0n
n

x x
®¥

- =ǁ ǁ  olacak 

şek"lde b"r x VÎ  varsa ( )nx  d"z"s"ne yakınsaktır den"r ve nx x®  "le göster"l"r. 

 

Tanım 2.1.4. (Banach Uzayı): B!r V  normlu uzayında her Cauchy d!z!s! V ’n!n b!r 

elemanına yakınsıyor !se bu uzaya tam uzay den!r.  ( , )V ×ǁ ǁ  uzayı tam !se bu uzaya 

Banach uzayı den!r.  

 

Tanım 2.1.5. (İç Çarpım): F c�sm� üzer�nde b�r V  vektör uzayı ver�ld�ğ�nde, V V´  

uzayı üzer�nde tanımlı F  değerl� (.,.) :V V F´ ®  b�r fonks�yonun her ,x y VÎ  ve 

,a b CÎ  �ç�n aşağıdak� özell�kler� varsa, bu fonks�yona �ç çarpım den�r. 

 

- ( , ) 0;( , ) 0 0x x x x x= Û =) 0;( , )) 0;( , )) 0;( , ) , 

- ( , ) ( , )x y y x=  (burada ,c cÎ ’n�n b�r karmaşık eşleneğ�d�r.), 

- ( ) ( ) ( )  ,      ,    ,ax by z a x z b y z+ = +  

 

F = hal�nde ( ) ( ), ,x y y x=  d�r. B�r �ç çarpım �le 

1

2( , )x x x=ǁ ǁ  tanımlanan 

:V× ®ǁ ǁ  fonks�yonunun norm olduğunu görmek oldukça kolaydır. Normu 

yukarıda olduğu g�b� b�r �ç çarpım tarafından tanımlanan uzaya �ç çarpım uzayı den�r. 

 

Tanım 2.1.6. (H"lbert uzayı): Normlu b�r uzay olan b�r �ç çarpım uzayı b�r Banach 

uzayı �se bu uzaya H�lbert uzayı den"r. Başka b"r "fadeyle, b"r "ç çarpım uzayındak" 

her Cauchy d"z"s"n"n bu uzayın b"r öğes"ne yakınsak olması hal"nde bu uzaya H"lbert 

uzayı den"r. 

 

Tanım 2.1.7. n -boyutlu 
nn

 ve gerçel Eucl"d uzayında b"r nokta 1( , , )nx x x= , )n,  ve 

bu noktanın normu 
2 1/2

1

| | ( )
n

j

j

x x
=

= å  "le tanımlanır. x  ve y ’n"n "ç çarpımı 

1

.
n

j j

j

x y x y
=

=å  şekl"nded"r. 
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Tanım 2.1.8. 1( , , )na a a= , )n,,  negat�f olmayan ja ’ler�n n-b�leşenl�s� �se a ’ya çoklu 

�nd�s den�r ve 
1

|,| | |
n

j

j

xa a a
=

=å  mertebeye sah�p olan 1

1
n

nx x
aa n

nx
a

 tek ter�ml�s�, yan� 

1

1
n

nx x x
aaa = n

nx
a

 �le tanımlanır. Benzer şek�lde 1 j n1 j n  �ç�n /j jD x= ¶ ¶  �se, o zaman 

1

1 ,| | .nj

nD D D
aa a= ,|n

nD
a

 mertebeden b�r d�ferans�yel operatör bel�rt�r.  

 

Tanım 2.1.9. W , 
nn

’de b�r bölge ve p  poz�t�f gerçel sayı olsun.  W  bölges�nde 

tanımlı bütün ölçüleb�l�r u fonks�yonlar sınıfına | ( ) |pu x dx
W

< ¥ò  koşulu altında 

( )pL W  uzayı den�r. Bu uzay b�r vektör uzayıdır. 1 p ¥1 p ¥  olmak üzere bu uzay 

1/

( )
| ( ) |( )p

p p

L
u u x

W W
= òǁ ǁ  normu �le b�r Banach uzayıdır.  

 

Tanım 2.1.10. W , 
nn

’de b�r bölge ve 1 p£ <¥  olmak üzere W  bölges�n�n her b�r 

kompakt alt kümes�nde .p  kuvvet� �ntegralleneb�len bütün ölçüleb�l�r fonks�yonlar 

uzayına , ( )p locL W  uzayı den�r. 

 

Tanım 2.1.11. 
2 ( )L W  uzayı  ( , ) ( ) ( )u v u x v x dx

W
= ò  �ç çarpımına göre b�r H�lbert 

uzayıdır. 

 

Tanım 2.1.12. a b-¥ < <¥a bb¥ < <¥a ba b  olsun. (.) ( , )p

Vu L a bÎǁ ǁ  koşulunu sağlayan ( ),a b

’den V ’ye tanımlanmış ölçüleb�l�r u  fonks�yonlar uzayına ( , ; )pL a b V  uzayı den�r. 

( , ; )pL a b V  uzayı ; 

( )
1/

( , ; )

( , )

( ) 1

sup || ( )||
p

p
b

p

V
a

L a b V

t a b V

u t dt p
u

ess pu t
Î

ì
< ¥ï

= í
ï = ¥
î

ò ǁ ǁ

ǁ ǁ

p1 < ¥
 

 

normu �le b�r Banach uzayıdır.  
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Benzer şek�lde a c d b< < <  olmak üzere her b�r ,c d �ç�n ( , ; )pu L c d VÎ  �se, o 

zaman ( , ; )pu L a b VÎ  yazılır ve 1p =  �ç�n u  lokal �ntegralleneb�l�rd�r den�r.  

 

Tanım 2.1.13. 1,, ( )locu v LÎ W  olsun. B!r a çoklu-!nd!s! ver!ls!n. Her 0 ( )Cj ¥Î W  !ç!n 

1 20, 0D M> >   eş!tl!ğ! sağlanırsa,  1, ( )locv LÎ W  fonks!yonuna u  fonks!yonunun 

genelleşt!r!lm!ş türev! olarak da adlandırılır ve v D ua=  şekl!nde yazılır. Eğer u  

fonks!yonu, klas!k anlamda Da
 sürekl! kısm! türevlere sah!p olacak şek!lde 

yeter!nce düzgün !se, o zaman D ua  aynı zamanda u  fonks!yonunun zayıf kısm! 

türev!d!r. Elbette D ua  klas!k anlamda olmaksızın zayıf anlamda mevcut olab!l!r. 

 

Tanım 2.1.14.(Sobolev Uzayı): , nW n
’de b!r bölge, m  herhang! b!r poz!t!f tam sayı 

ve 1 p <¥1 p <¥  olmak üzere 
, ( ) { ( ) : ( ),0 | | }m p p pW u L D u L ma aW = Î W Î W 0 | | }0 | | }0 | | } şekl!nde 

tanımlanan uzaya Sobolev uzayı den!r. 
, ( )m pW W  uzayı 

 

,

1/

( ) ( )
0 | |

, 1 ,( )m p p

p p

W L
m

u D u pa

a
W W
= < ¥å( ) (

0 | |
( ) (

m0 | |0 | |
( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (

1 ,p11111ǁ ǁ ǁ ǁ  

, 0 | |( ) ( )
max ,m mW L

u D u pa
a¥ ¥W W

= = ¥
( ) (( ) (0 | |( ) (( ) (0 | |( ) (( ) (0 | |0 | |0 | |0 | |( ) (0 | |( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (0 | |( ) (0 | |0 | |0 | |( ) (( ) (( ) (( ) (0 | |0 | |0 | |0 | |0 | |0 | |( ) (0 | |( ) (( ) (( ) (( ) (0 | |0 | |( ) (( ) (0 | |0 | |0 | |0 | | D0 | |0 | |ǁ ǁ ǁ ǁ  

 

tanımlanan bu normlar "le b"r Banach uzayıdır. 

 

Tanım 2.1.15. Eğer 2p =  "se 
,2 ,2

0 0( ) ( ), ( ) ( )m m m mW H W HW = W W = W  olur ve 

( )mH W  uzayında norm, 

 

2

2 1/2

( ) ( )
0 | |

,( )mH L
m

u D ua

a
W W
= å( ) (

0 | | m0 | |0 | |
( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (

ǁ ǁ ǁ ǁ  "le ver"l"r. 

 

Tanım 2.1.16. ( )mH W  uzayı, 
( )

0 | |

( , ) ( , )mH
m

u v D u D va a

a
W
= å

0 | | m0 | |0 | |

å  "ç çarpımı "le b"r 

H"lbert uzayıdır, burada ( , ) ( ) ( )u v u x v x dx
W

= ò  olup 
2 ( )L W  uzayındak" "ç çarpımdır. 
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1

0 ( )H W  uzayı "ç"n "ç çarpım 1
0 ( )

( , )
H

u v u vdx
W W
= Ñ Ñò  şekl"nde tanımlanır ve bu 

uzayda norm 1
0

2 1/2

( )
( )( )

H
u u dx

W W
= Ñòǁ ǁ  olur. 

 

2.2. Kullanılan Eşitsizlikler 

 

Young-Young-  eşitsizliği .        

2
2 , , 0, 0.

4

b
ab a a b+ " > >

2

4

b
b , 0, 0.b, ,, , 0,0,, ,, ,, ,

2
2

4

b
a2 bb

44
,,,,,,

4
 

 

Cauchy Schwarz-  eşitsizliği .  
1/2,|| || ( , )H U U U=  normu ve ( , )× ×  !ç çarpımı !le 

tanımlanmış b!r H!lbert uzayı olsun. Bu şek!lde, 

 

| ( , ) | || || . || ||, ,u v u v u v H" Î|| || . |||| || |||| || . |||| || . ||   

 

geçerl d r. 

 

Hölder  eşitsizliği .     ( ), ( ), 1p qu L v L pÎ W Î W 1p  ve 
1 1

1
p q
+ =   se, o zaman 

1( )uv LÎ W  olup 1 ( ) ( ) ( )p qL L L
uv u v

W W W( ) (
u

( ) (( ) (p q( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (
ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ  eş"ts"zl"ğ" geçerl"d"r. 1p =  

durumunda, q =¥  ve 
( )

sup | |qL
v ess v

W
W

=ǁ ǁ  alırız. 2p q= =  "ken bu eş"ts"zl"ğe 

Cauchy-Schwarz eş"ts"zl"ğ" den"r. 

 

Genelleştirilmiş  Hölder  eşitsizliği .  11 ,..., mp p ¥11 ,..., mp p1,...,,...1 ¥  "ç"n 
1 2

1 1 1
... 1

mp p p
+ + + =  

olsun. Böylece, 1

1

| ( )... ( ) | | | ||
i

m

m i p

i

u x u x dx u
W

=
Õò

1

||
m

m i p| | ||| | ||
i

| || || || |Õm i pm i p  eş"ts"zl"ğ" geçerl"d"r. 

 

Sobolev  eşitsizliği .  1N >  olmak üzere 
nWÌ n
 sınırlı b"r bölge olsun. , 1n p p> 1p  

ve 
1,

0

pu WÎ  "se, o zaman 
( )

( ) ( )
|| || || || p

np

n p

L L
u C Du

-

W W
|| ||||||   olacak şek"lde  ( ),C C n p=  

sab"t" vardır.  
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1/ 1/

( )
sup | | | | p

n p

L
u C Du-

W
W

W| | |1/ 1| | |1/ 11/ 11/ 1| | || | n p1/ 11/ 11/ 11/ 1
ǁ ǁ  olur. 

Sobolev - Poincaré  Eşitsizliği .  p  sayısı 2 p <¥2 p <¥  ( )1, 2n =  ve 
2

2
2

n
p

n -
2

2
2

n
p

n -
 

( 3)n 3)  şekl#nde olsun. Bu durumda * *( , )C C p= W  sab#t sayısı ve 
1

0 ( )u HÎ W  #ç#n 

2*( ) ( )pL L
u C u

W W
Ñ

( ) (( ) (
C u*( ) (( ) (*( ) (( ) (*( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (*( ) (( ) (*( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (

ǁ ǁ ǁ ǁ  olur. 

 

Kısmi İntegral  Alma  Formülleri .   
nWÌ n
 

1( C¶WÎ  sınırına sah#p) bölges#nde 

tanımlı 1( ) ( ( ), , ( ))nA x A x A x= , ( ))n, ((  vektörü 1, ,i n= ,n,  olmak üzere 

1( ) ( ) ( )iA x C CÎ W Ç W  b!leşenler! !le ver!ls!n. 1

1

( ) n

n

AA
divA x

x x

¶¶
= + +
¶ ¶

nA

x

¶AA
+
¶xx

 fonks!yonu 

W  (
nn

 uzayında sınırlı bölge) bölges!nde sürekl! veya W  bölges!nde 

!ntegralleneb!l!r !se ( ) ( ) ( )divA x dx A x n x ds
W ¶W

=ò ò  olup, burada ( );n x W  bölges!ne 

göre dışa yönlend!r!lm!ş ¶W  sınırı !ç!n b!r!m normal vektördür. Bu formül 

Ostrogradsky formülü olarak b!l!nmekted!r. 
2 1( ) ( ) ( )u x C CÎ W Ç W , 

1( ) ( )v x CÎ W  ve 

( )u div uD = Ñ  fonks!yonu W  bölges!nde !ntegralleneb!l!r olsun. 

( ) ( )v u v div u div v u u vD = × Ñ = Ñ -Ñ Ñ , 
1 1 n nx x x xu v u v u vÑ Ñ = + +

n nx x x xn nn n
u vx x x xx x x x+x x xx x xx x x  olduğundan 

Ostrogradsky formülüne göre 
u

v udx v ds u vdx
nW ¶W W

¶
D = - Ñ Ñ

¶ò ò ò  elde ed!l!r. Burada 

u
u n

n
¶W ¶W

¶
Ñ × =

¶
    olup bu formül Green formülü olarak b!l!nmekted!r. 

 

Gronwall  Eşitsizliği  ( Diferansiyel  )form  ( )th  negat!f olmayan, [ ]0,T  aralığında 

mutlak sürekl! b!r fonks!yon ( )tf  ve ( )ty  negat!f olmayan [ ]0,T  üzer!nde 

toplanab!l!r fonks!yonlar olmak üzere, '( ) ( ) ( ) ( )t t t th f h y+f h) ( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( )  eş!ts!zl!ğ! sağlanıyorsa, 

tüm 0 t T0 t T  !ç!n 0
( )

0
( ) ( (0) ( ) )

t
ts ds

t e s ds
f

h h yò + ò
( )

t

s ds( )( )( )

(0
( )f ( )

) h) () ((0ò00  olur. 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 3. KLEIN-GORDON DENKLEMİNİN ÇÖZÜMLERİNİN 

SÜREKLİ BAĞIMLILIĞI  

 

 

Bu bölümde, 

 

2 1| | 0 ( , ) [0, ]p

tt t tu u u u m u u u x t Ta b s l -- D + - D + + = ÎW´
 

(3.1) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x u x u x u x x= = ÎW
 

(3.2) 

0 ( , ) [0, ]u x t T= Î¶W´  
(3.3) 

  

problem n n a (sönüm), m (kütle) ve l (l neerl ğ  bozan ter m n katsayısı) 

katsayılarına göre sürekl  bağımlılığı  ncelenecekt r. İspatlarda standart enerj  metodu 

kullanılacaktır. 

 

3.1. Ön Kest!r!mler 

 

Ş md ,  (3.1)-(3.3) problem n n çözümüne  l şk n bazı eş ts zl kler elde ed ls n. 

 

Teorem 3.1. 1 2

0 1 0( , ) ( ) ( )u u H LÎ W ´ W   ç n (3.1)-(3.3) problem n n çözümü olan 

 

1

0 ( )u HÎ W , 

 

2 2 2

1 2 3|| ( ) || , || ( ) || , || ( ) ||tu t D u t D u t DÑ2 2 2

1 2 3

2 2 22 2 2

1 2 31 2 3D2 2 2

1 2 31 2 3, || ( ) || , || ( ) ||2 2 22 2 22 2 2

1 2 31 2 31 2 31 2 31 2 3

2 2 22 2 2

1 2 31 2 3  
(3.4) 

  

ve  

 

2

4
0
| | ( , ) ||

t

su x s ds DÑò 4s D4
 

(3.5) 
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eş�ts�zl�kler�n� sağlar. Burada 1 2 3 4, , , 0D D D D >  sab�tler� problem�n başlangıç 

ver�ler�ne ve parametreler�ne bağlıdır.  

 

İspat 3.1. (3.4)-(3.5) eş"ts"zl"kler"n" elde edeb"lmek "ç"n (3.1) denklem" tu  "le 
2 ( )L W  

da çarpılırsa  

 

2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) | | 0p

tt t t t t t t t tu u u u u u u u m u u u uu dxa b s l -

W
- D + - D + + =ò  

(3.6) 

 

elde ed"l"r. (3.6) eş"tl"ğ"n"n sol tarafındak" "ntegraller ayrı ayrı hesaplandığında 

aşağıdak" elde ed"l"r. 

 

21
( )

2
t tt t

d
u u dx u t

dtW
=ò ǁ ǁ  

2( )t
t t t t t t

u
u u dx u ds u u dx u t

nW ¶W W

¶
D = - Ñ Ñ = - Ñ

¶ò ò ò ǁ ǁ  

2( )t t tu u dx u t
W

=ò ǁ ǁ  

21
( )

2
t t t

u d
u udx u ds u u dx u t

n dtW ¶W W

¶
D = - Ñ Ñ = - Ñ

¶ò ò ò ǁ ǁ  

1 1 1

1

1 1
| | | |

1 1

p p p

t p

d d
u uu u dx u

p dt p dt

- + +
+W W

= =
+ +ò ò ǁ ǁ  

 

dır. Yukarıdak" eş"tl"kler düzenlend"ğ"nde, 

 

2
2 2 2 1

1

1
|| ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 1
[ ]p

t p

d m
u t u t u t u t

dt p

s l +
++ Ñ + +

+
 

2 2|| ( ) || || ( ) || 0t tu t u ta b+ Ñ + =
 

(3.7) 

  

elde ed"l"r. 
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Enerj� fonks�yonu 
2

2 2 2 1

1

1
( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 1

p

u t p

m
E t u t u t u t u t

p

s l +
+= + Ñ + +

+
 

olmak üzere, , 0a b 0b  ve (3.7) eş�tl�ğ�nden ( ) 0u

d
E t

dt
) 0  olduğu kolaylıkla görülür. 

Yan�, enerj� fonks�yonu artmayan b�r fonks�yondur. 

 

Buradan [0, ]t  aralığında �ntegral alındığında ( ) (0)u uE t E) (0)u u))))))  olarak bulunur. Bu da 

�lg�l� eş�ts�zl�kler�n�n sağlandığını göster�r. 

 

3.1.1. a  Katsayısı için sürekli bağımlılık 

 

Bu bölümde, (3.1)-(3.3) başlangıç sınır değer(bsd) problem$n$n a  katsayısına göre 

sürekl$ bağımlılığı $ncelenecekt$r. Bunu yapmak $ç$n u , 

 

2 1| | 0 ( , ) [0, ],p

tt t tu u u u m u u u x t Ta b s l -- D + - D + + = ÎW´
 

(3.8) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ) ,tu x u x u x u x x= = ÎW
 

(3.9) 

0 ( , ) [0, ]u x t T= Î¶W´  
(3.10) 

  

problem$n$n çözümü v  $se,  0aa + 0a  olmak üzere, 

 

2 1( ) | | 0,p

tt t tv a v v v m v v va b s l -- + D + - D + + =
 

(3.11) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ) ,tv x u x v x u x x= = ÎW
 

(3.12) 

0 ( , ) [0, ]v x t T= Î¶W´  
(3.13) 

 

problem$n$n çözümü olsun. Ş$md$, bu $k$ çözümün farkını w u v= -  şekl$nde 

tanımlayalım. Böylece w , 

 

2 1 1(| | | | ) 0,p p

tt t t tw w a v w w m w u u v va b s l - -- D + D + - D + + - =
 

(3.14) 

( ,0) 0, ( ,0) 0 ,tw x w x x= = ÎW
 

(3.15) 

0 ( , ) [0, ]w x t T= Î¶W´  
(3.16) 
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başlangıç sınır değer problem$n$ sağlayacaktır. 

 

Teorem 3.1.1. (3.14)-(3.16) problem$n$n çözümü olan w  !ç!n a w  şağıdak! eş!ts!zl!k 

geçerl!d!r. 

 

12
2 2 2 241

|| ( ) || || ( ) || || ( ) || [0, ].
2 2 2 4

M t

t

e Dm
w t w t w t a t T

s
l

+ Ñ + " Î
4

e D1M t1

l
4

 

               (3.17) 

 

burada 4 10, 0D M> >  problem!n başlangıç ver!ler!ne ve parametreler!ne bağlı 

sab!tlerd!r.  

 

İspat 3.1.1. (3.14) denklem!n!n tw  !le 2( )L W ’da !ç çarpımı alınırsa  

 

2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )tt t t t t t t t t tw w w w a v w w w w w m w wa b s- D + D + - D +  

                                                                    

1 1(| | | | ) 0p p

tu u v v w dxl - -

W
+ - =ò  

(3.18)  

                                                     

olur.  

 

(3.18) eş!tl!ğ!n!n sol tarafındak! !ntegraller ayrı ayrı hesaplandığında aşağıdak! elde 

ed!l!r. 

 

21
( )

2
t tt t

d
w w dx w t

dtW
=ò ǁ ǁ  

2( , ) ( )t
t t t t t t t t

w
w w dx w ds w w dx w w w t

nW ¶W W

¶
D = - Ñ Ñ = - Ñ Ñ = - Ñ

¶ò ò ò ǁ ǁ  

( , )t
t t t t t t t

v
w v dx w ds w v dx w v

nW ¶W W

¶
D = - Ñ Ñ = - Ñ Ñ

¶ò ò ò  

21
( )

2
t t t

w d
w wdx w ds w wdx w t

n dtW ¶W W

¶
D = - Ñ Ñ = - Ñ

¶ò ò ò ǁ ǁ  

21
( )

2
t

d
ww dx w t

dtW
=ò ǁ ǁ  
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şekl nde yazılab l r. Yukarıdak   şlemler düzenlend ğ nde,  

 

2
2 2 2 21

|| ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) || ( , )
2 2 2

[ ]t t t t

d m
w t w t w t w t a v w

dt

s
a+ Ñ + + Ñ - Ñ Ñ  

                                                  +
2 1 1|| ( ) || (| | | | ) 0p p

t tw t u u v v w dxb l - -

W
+ - =ò  (3.19) 

 

elde ed l r. 

 

2
2 2 21

( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) ||
2 2 2

w t

m
E t w t w t w t

s
= + Ñ +   

 

olmak üzere, 

 

2 2 1 1( ) || ( ) || || ( ) || ( , ) | | | |( )p p

w t t t t t

d
E t w t w t a v w u u v v w dx

dt
a b l - -

W
= - Ñ - + Ñ Ñ - -ò  

 

elde ed l r. Ayrıca 0b >  olduğundan, 

 

2 1 1( ) || ( ) || | ( , ) | (| | | | )| |p p

w t t t t

d
E t w t a v w u u v v w dx

dt
a l - -

W
+ Ñ Ñ Ñ + -òw t t| ( ,| ( ,2 1 12 1 12 1 12 1 1| ( ,| ( ,| ( ,| ( ,| (| (2 1 12 1 12 1 12 1 1| ( ,| ( ,| ( ,| ( ,

 

(3.20) 

  

şekl nde yazılab l r. (3.20) eş ts zl ğ n n sağ tarafındak   lk ter m  ç n sırasıyla 

Cauchy-Schwarz ve - Young eş"ts"zl"ğ" 
4

a
=

4

a
=  "ç"n uygulanırsa, 

 

| ( , ) | || ( ) |||| ( ) ||t t t ta v w a v t w tÑ Ñ Ñ Ñt t t|| (|| (|| (|| (|| (|| (|| (|| (|| ((|| (|| (|| (|| (  

                       

2
2 2|| ( ) || || ( ) ||

4
t t

a
w t v tÑ + Ñ)t t)))))))|| (t t((((((((((( ( ) |t t|||| ((||||||||||  

                       

2
2 2|| ( ) || || ( ) ||

4
t t

a
w t v t

a
a

Ñ + Ñ||
4

t t

a
 

 

olur. 
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Ş�md�, 1 1| | | || ( ) |p p

tu u v v w dxl - -

W
-ò  �ntegral� �ç�n b�r üst sınır bulalım.  

1 1| | | |( )p p

tI u u v v w dx- -

W
= -ò  olsun.  

 

Bunu yapmak �ç�n, I ’yı , 
1

1 | |p

tI u ww dx-

W
= ò  ve 1 1

2 | | | |( )p p

tI u v vw dx- -

W
= -ò  

olmak üzere 1 2I I I= +  şekl�nde �k� parça hal�nde yazalım.  

 

| |tww  ter�m� �ç�n sırasıyla, Cauchy-Schwarz ve genelleşt�r�lm�ş Hölder eş�ts�zl�ğ� 

kullanılırsa, 

 

1 1 1

1 3( 1) 6| | | | | | | | | || | || ( ) || || ( ) || || ( ) ||p p p

t t p tI u ww dx u w w dx u t w t w t- - -
-W Wò ò1 1 1

1 3(1 3(

1 1 11 1 1

t t p1 3( 1) 61 3(1 3( 1) 61 3( 1) 61 3(d d1 1 1| | | | | | | || | || ( ) || || ( )| | | | || | || ( ) || || ( )1 1 1

1 3( 1) 61 3( 1) 61 3( 1) 6

1 1 11 1 11 1 1| | | || | || ( ) ||| | | || | || ( ) ||| | | || | || ( ) ||1 1 11 1 11 1 11 1 1

1 3( 1) 61 3( 1) 61 3(1 3( 1) 6

1 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11 1 1

W Wt t pt t p1 3(1 3(1 3(1 3(ò ò1 1 11 1 1

1 3(1 3(1 3(1 3(1 3(

p p p1 1 11 1 1

1 3(1 3(1 3(1 3(| | | || | | || | | |1 3(1 3(1 3(1 3(

p p p1 1 11 1 11 1 1| ||| ||1 1 11 1 11 1 11 1 1

1 3(1 3(1 3(1 3(1 3(

1 1 11 1 11 1 11 1 1

W WW W1 3(1 3(1 3(1 3(1 3(t t pt t pt t p1 3(1 3(1 3(1 3(1 3(1 3(1 3(1 3(
 

(3.21) 

  

olduğu görülür. 

 

Bununla beraber, (3.21) eş#ts#zl#ğ#n#n sağ tarafındak# ter#mlere Sobolev eş#ts#zl#ğ# 

uygulanırsa, 

 

1 1

1 1 2| | || ( ) || || ( ) |||| ( ) ||p p

tI d d u t w t w t- -Ñ Ñ1 1

1 1 2 ||1 1 2

p p1 1d ||||1 1 21 1 2

p p1 11 1||1 11 11 11 11 11 1
  

 

eş#ts#zl#ğ# elde ed#l#r. 

Ayrıca (3.4) yardımıyla 

1

1 2
1 1 2 2

p

pC d d D
-

-=  olmak üzere, 

 

1 1| | || ( ) |||| ( ) ||tI C w t w tÑ1 1 || (1 1 || (||1 11 1  
(3.22) 

 

olduğu görülür. 

 

Son olarak (3.22) eş#ts#zl#ğ#ne -Young eş#ts#zl#ğ# l= l=  #le uygulandığında, 

  

2 2 2

1 1

1
| | || ( ) || || ( ) ||

4
tI C w t w tl

l
Ñ +1 1 ||1 1

2 2 22 2 22 2 2||||2 2 22 2 2

1 11 11 11 1

2 2 22 2 2

 

  (3.23) 

 

bulunur. 
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Ş�md�, 2I  �ç�n b�r üst sınır bulmaya çalışalım. Öncel�kle, ara değer teorem� 

( )f x xa=  fonks�yonu �ç�n [0, )¥  aralığında uygulandığında 0 1q< <  olmak üzere, 

 

2

2 ( 1) | | (1 ) | | (| | | |)( )p

tI p u v u v vw dxq q -

W
= - + - -ò  

 

elde ed�l�r. 

 

Burada, Cauchy-Schwarz ve | | | | | || |u v u v- -| |||||  üçgen eş"ts"zl"kler" kullanılırsa, 

 
2

2 ( 1) | | (1 ) | | | || || |( )p

tI p u v w v w dxq q -

W
- + -ò2 ( )p2 ( 1)( 1

W
1)1)òòW  

(3.24) 

  

olarak bulunur. 

 

Ş"md", (3.24)  "ç"n genelleşt"r"lm"ş Hölder eş"ts"zl"ğ" uygulanırsa ve 

 

1

6( 2) 6( ) | | (1 ) | |[ ( ) ]ph t u v dxq q -

W
= + -ò  

(3.25) 

  

olmak üzere, 

 

2 6 6| | ( 1) ( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) ||tI p h t v t w t w t-2 6 62 6 62 6 6( 1) (( 1) (2 6 62 6 62 6 6  

 

(3.26) 

olacaktır. (3.25) de b"r kest"r"m elde etmek "ç"n ( ) 2 ( )p p p pa b a b+ +2 (p p p2 (2 (2 (2 (2 (2 (2 (2 (2 (2 (  eş"ts"zl"ğ"n"  

"k" kez uygulamak gerek"r. Buradan, { }0 max ,1k q q= -  olmak üzere, 

 

1

6( 2) 6( 2) 6( 2) 6( 2) 6( 2) 6( ) 2 | | (1 ) | |[ ( ) ]p p p p ph t u v dxq q- - - - -

W
+ -ò( ) [2 |2 |[ 6( 2) 6(6( 2) 6(6( 2( ) [ 6( 22 |2 |6( 26( 2) 6(6( 22 |2 |6( 2) 6(6( 26( 2) 6(6( 2) 6(ò2 |2 |2 |2 |2 |2 |) 6() 6() 6() 6() 6() 6() 6() 6() 6() 6() 6() 6(  

      

1

2 6( 2) 6( 2) 6( 2) 6( 2) 6
6( 2) 6( 2)2 || ( ) || (1 ) || ( ) ||[ ]p p p p p

p pu t v tq q- - - - -
- -+ -2 6(2 [2 6(2 6(p p p2 6(2 6(2 6(2 6(2 6(2 6(2 6(2 6(2 6(2 6(2 6(2 6(2 6(2 6(

 

       

1

2 2 2 26
0 6( 2) 6( 2)2 2 || ( ) || || ( ) || .[ ]p p p p

p pk u t v t- - - -
- -+

1

2 2 22 2 2

0 6(2 26
0 6(

2 2 2p p p2 2 22 2 22 2 22 2 222 2 22 2 262 2 22 2 2

0 6(

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2
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Ayrıca, Sobolev eş�ts�zl�ğ� (3.27) �ç�n uygulandığında 3d  Sobolev sab�t� olmak üzere, 

 

1

2 2 2 2 26
0 3( ) 2 2 || ( ) || || ( ) ||[ ]p p p p ph t k d u t v t- - - - -Ñ + Ñ0 3) 2 2 0 3

1

2 2 22 2 22 2 2p p p2 2 22 2 2) 2 2) 2 26
0 3

2 2 22 2 2p p p2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2222 2 22 2 262 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

 

(3.28) 

  

olarak bulunur. 

 

(3.4) yardımıyla ( )h t  �ç�n üst sınır, 

 
1 2

1 2 26 2
0 0 3 2

0

sup ( ) : 2 2
p

p p p

t

h t A k d D
-

- - -

³
=0 0 3) 0 0 30 0 3

p p pA) : 2) :0 0 30 0 30 0 3

p p p

 

(3.29) 

 

  

şekl�nde elde ed�l�r. 

 

Ş�md� (3.29)’u , (3.26)'da yer�ne koyarsak, 

 

2 0 6 6| | ( 1) || ( ) || || ( ) || || ( ) ||tI p A v t w t w t-2 0 6( 1)2 0 62 0 6( 1)( 1)2 0 62 0 62 0 6  
(3.30) 

olur. Daha sonra Sobolev eş�ts�zl�ğ� ve (3.4) yardımıyla 

1

2 2
0 0 2 2( 1)C p A d D= -  olmak 

üzere,  

 

2 0| | || ( ) |||| ( ) ||tI C w t w tÑ2 0 || (2 0 || (|| (2 02 0  
(3.31) 

 

eş�ts�zl�ğ� elde ed�l�r. 

 

-Young eş�ts�zl�ğ� l= l=  alarak (3.31)’de uygulandığında, 

 

2 2 2

2 0

1
| | || ( ) || || ( ) ||

4
tI C w t w tl

l
Ñ +2 0 ||2 0

2 2 22 2 22 2 2||||2 2 22 2 2

2 02 02 02 0

2 2 22 2 2

 

                                                        (3.32) 

 

  

elde ed�l�r. 
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Dolayısıyla, (3.22) ve (3.32) toplandığında, 

 

1 1| | (| | | | )| |p p

tI u u v v w dx- -

W
-ò |(| |(||(| |(|(| |

WòòW  

     1 2| | | |I I+1 2| | |1 21 2| || |1 21 21 21 21 2  

      

2 2

3

1
|| ( ) || || ( ) ||

2
tC w t w t

l
Ñ +3 || (C3 || (((

 

(3.33) 

 

bulunur. 

 

Böylel"kle, (3.20) yen"den düzenlend"ğ"nde, 

 

2
2 2 2 2

3( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||
4

w t t t

d a
E t w t w t v t C w t

dt

a
a l

a
+ Ñ Ñ + Ñ + Ñ

4
w t t||||

4

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2||2 2 22 2 22 2 22 2 2||||||||2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2
 

 

                                                                                           
21

|| ( ) ||
2

tw t+  

 

(3.34) 

olur. Eş"ts"zl"ğ"n sağına 

2
2|| ( ) ||

2

m
w t  poz"t"f ter"m" eklend"ğ"nde, 

 
2 2

2 2 2 2

3

1
( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2
w t t

d a m
E t v t C w t w t w t

dt
l

a
Ñ + Ñ + +w t t) ||

a2 2

) ||) ||) ||) ||
a

 

 

şekl"ne dönüşür. 

 

Buradan 1 3max 1, ,
2

M C
s

lì ü= í ý
î þ

 olmak üzere, 

 

2
2

1( ) ( ) || ( ) ||w w t

d a
E t M E t v t

dt a
+ Ñw w t1) ( )) ( )1) ( )) ( )) ( )1) ( )) ( )) ( )1) ( )) ( )  d"ferans"yel eş"ts"zl"ğ" elde ed"l"r. 

 

(3.4) kest"r"m" kullanıldığında bu d"ferans"yel eş"ts"zl"k,   
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1

24( )
M t

w

e D
E t a

a
4)

e D1

4

M t1

a4)
e D4

a  

 

(3.35) 

şekl!nde tüm (0, ]t TÎ  !ç!n geçerl! olmaktadır. Üsttek! teorem göster!yor k! 0a®  

olurken || ( ) || 0w t ®  ve || ( ) || 0w tÑ ®  olur. Böylece (3.1)-(3.3) başlangıç sınır değer 

problem!n!n çözümü a katsayısına sürekl� bağımlıdır. 

 

3.1.2. b  Katsayısı "ç"n sürekl" bağımlılık 

 

Bu bölümde, (3.1)-(3.3) problem�n�n çözümünün b  katsayısına göre sürekl� 

bağımlılığı �spatlanacaktır. u , (3.1)-(3.3)  problem�n�n çözümü, v  de 0bb + >  

olmak üzere, 

 

2 1( ) | | 0 ( , ) [0, ],p

tt t tv v b v v m v v v x t Ta b s l -- D + + - D + + = ÎW´  

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ) ,tv x u x v x u x x= = ÎW  

0 ( , ) [0, ]v x t T= Î¶W´  

 

başlangıç sınır değer problem�n�n çözümü olsun. 

 

Dolayısıyla, w u v= -  olmak üzere, 

 

2 1 1(| | | | ) 0p p

tt t t tw w w bv w m w u u v va b s l - -- D + - - D + + - =  (3.36) 

( ,0) 0, ( ,0) 0 ,tw x w x x= = ÎW
 

(3.37) 

0w =  (3.38) 

 

 

bsd problem�n�n çözümü olacaktır. 
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Teorem 3.1.2. (3.36)-(3.38) problem!n!n çözümler!, 

 

22
2 2 2 211

|| ( ) || || ( ) || || ( ) || [0, ],
2 2 2 2

M t

t

e D tm
w t w t w t b t T

s
+ Ñ + " Î

2

e D t2M t2

1  

 

eş!ts!zl!ğ!n! sağlar. Burada 1 20, 0D M> >  problem!n başlangıç ver!ler!ne ve 

parametreler!ne bağlı sab!tlerd!r. 

 

İspat 3.1.2. (2.44) denklem!  tw  !le 2( )L W ’da çarpılırsa, 

 

2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )tt t t t t t t t t tw w w w a v w w w w w m w wa b s- D + D + - D +  

                                                                      
1 1(| | | | ) 0p p

tu u v v w dxl - -

W
+ - =ò  

 

  

elde ed!l!r. Teorem 3.1.1. !n !spatında yapılan benzer !şlemler yardımıyla,  

 

2
2 2 2 2 21

|| ( ) || || ( ) || || || || ( ) || ( , ) || ( ) ||
2 2 2

[ ]t t t t t

d m
w t w t w w t b v w w t

dt

s
a b+ Ñ + + Ñ - +  

                                                                   
1 1(| | | | ) 0p p

tu u v v w dxl - -

W
+ - =ò  

 

elde ed!l!r.  

 

Burada, 

2
2 2 21

( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) ||
2 2 2

w t

m
E t w t w t w t

s
= + Ñ +  olmak üzere, 

2 2 1 1( ) || ( ) || ( ) | ( , ) | (| | | | )| |p p

w t t t t t

d
E t w t w t b v w u u v v w dx

dt
a b l - -

W
+ Ñ + + -òt t tt t t| ( , ), )2 2 12 2 12 2 12 2 12 2 12 2 1| ( , )| ( , )| ( , )| ( , )2 2 12 2 12 2 1| ( , )| ( , )| ( , )ǁ ǁ

 

(3.39) 

 

olarak yazılab!l!r. 

 

(3.39) eş!ts!zl!ğ!n!n sağ tarafındak! !lk ter!m !ç!n Cauchy-Schwarz eş!ts!zl!ğ! 

kullanıldığında, 
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2
2 21

| ( , ) | ( ) ( )
2 2

t t t t

b
b v w v t w t+

2
t t t (

22
((

2b
((ǁ ǁ ǁ ǁ   

 

olur. 1 1(| | | | )| |p p

tu u v v w dxl - -

W
-ò   ter!m! !ç!n (3.33)’de bulunan üst sınır 

kullanılırsa,  

 

2
2 2 2 21

( ) || ( ) || ( ) ( ) ( )
2

 
2

w t t t t

d b
E t w t w t v t w t

dt
a b+ Ñ + +

2
2 2 22 2 2

2
t t(

2

b2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2(((2 2 22 2 22 2 2(((2 2 22 2 2
ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ  

                                                                               

  2 2

3

1
|| ( ) || || ( ) ||

2
tC w t w tl+ Ñ +                         

 

 

 

 

eş!ts!zl!ğ! elde ed!lm!ş olur. (3.4) yardımıyla ve eş!ts!zl!ğ!n sağına poz!t!f  

2
2

2

m
wǁ ǁ  

ter!m! eklend!ğ!nde,  

 

2 2
2 2 2 2

1 3

1 1
( ) ( ) || ( ) || || ( ) || ( )

2 2 2 2
w t t

d b m
E t D w t C w t w t w t

dt
l+ + Ñ + +

2 2
w t t) 1 3

2 2
1 31 3

b2 2

))) 1 3) 1 3))) 1 31 31 31 3ǁ ǁ ǁ ǁ  

 

elde ed!l!r.  

 

Böylel!kle,  

 

2 3max 1, ,
2

M C
s

lì ü= í ý
î þ

 ve (3.4) yardımıyla, 

21
2( ) ( )

2
w w

Dd
E t b M E t

dt
+

2

21
w w)

2

D1)) 21)) 1           

 

olur. Çıkan d!ferans!yel eş!ts!zl!k çözüldüğünde,  

 

2

21( ) [0, ]
2

M t

w

e D t
E t b t T" Î)

2

e D t2

1

M t2

) 11  
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olduğu görülür. Bu da "sten"len sonuçtur. 

 

3.1.3 s  Katsayısı için sürekli bağımlılık 

 

Bu bölümde (3.1)-(3.3) probleminin bir çözümünün s  katsayısına göre sürekli 

bağımlılık incelemesi yapılacaktır. 

 

u , (3.1)-(3.3)  probleminin çözümü, v  ise 0ss + >  olmak üzere, 

 

2 1( ) | | 0 ( , ) [0, ],p

tt t tv v v s v m v v v x t Ta b s l -- D + - + D + + = ÎW´
 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ) ,tv x u x v x u x x= = ÎW
 

0 ( , ) [0, ]v x t T= Î¶W´  

 

bsd  probleminin çözümü olsun. Dolayısıyla, w u v= - olmak üzere, 

 

2 1 1(| | | | ) 0,p p

tt t tw w w w s v m w u u v va b s l - -- D + - D + D + + - =
 

(3.40) 

( ,0) 0, ( ,0) 0 ,tw x w x x= = ÎW
 

(3.41) 

0 ( , ) [0, ]w x t T= Î¶W´  
(3.42) 

 

probleminin çözümü olacaktır. 

 

Teorem 3.1.3  (3.40)-(3.42) probleminin çözümleri,  

 

32
2 2 2 221

|| ( ) || || ( ) || || ( ) || [0, ],
2 2 2 2

M t

t

e D tm
w t w t w t s t T

s
+ Ñ + " Î

2

e D t3M t3

2

 

 

eşitsizliğini sağlar. Burada 2 30, 0D M> >  başlangıç verilere ve parametrelere bağlı 

sabitlerdir. 

 

İspat 3.1.3. (3.40) denklemi tw  ile 2( )L W ’da çarpılırsa,  
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2  ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )tt t t t t t t t tw w w w w w w w s w v m w wa b s- D + - D + D +
 

                                                         
1 1(| | | | ) 0p p

tu u v v w dxl - -

W
+ - =ò  

 

elde edilir. Teorem 3.1.1. in ispatındaki benzer işlemler yardımıyla, 

 

2
2 2 2 2 21

|| ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||
2 2 2

[ ]t t t

d m
w t w t w t w t w t

dt

s
a b+ Ñ + + Ñ +

 

                                                    
1 1( , ) (| | | | ) 0p p

t ts v w u u v v w dxl - -

W
- Ñ Ñ + - =ò   

                                                               

elde edilir.  

 

Buradan, 
2

2 2 21
( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2
w t

m
E t w t w t w t

s
= + Ñ +  olmak üzere, 

 

2 2 1 1( ) || ( ) || ( ) | ( , ) | (| | | | )| |p p

w t t t t

d
E t w t w t s v w u u v v w dx

dt
a b l - -

W
+ Ñ + Ñ Ñ + -ò| ( , )2 2 12 2 12 2 12 2 1| ( , )| ( , )| ( , )| ( , )| ( , )2 2 12 2 12 2 12 2 1| ( , )| ( , )| ( , )ǁ ǁ

 

3.43) 

 

olur. (3.43) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ilk terim için - Young eşitsizliği / 4a= / 4a=

için kullanıldığında,  

 

2
2 2| ( , ) | ( ) ( )

4
t t

s
s v w v t w t

a
a

Ñ Ñ Ñ + Ñt t(
a

2

(
s

(((((ǁ ǁ ǁ ǁ

  

 

olur.  

 

1 1(| | | | )| |p p

tu u v v w dxl - -

W
-ò  terimi için (3.33)’da bulunan üst sınır kullanılırsa, 

 

2
2 2 2 2( ) || ( ) || ( ) ( ) ( )

4
w t t t

d s
E t w t w t v t w t

dt

a
a b

a
+ Ñ + Ñ + Ñ(

2
2 2 22 2 2s2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

a
(((2 2 22 2 22 2 22 2 2(((2 2 22 2 2

ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ
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2 2

3

1
|| ( ) || || ( ) ||

2
tC w t w tl+ Ñ +    

eşitsizliği elde edilmiş olur. , 0a b >  ve eşitsizliğin sağına pozitif  

2
2( )

2

m
w tǁ ǁ  

terimi eklendiğinde,  

 

2 2
2 2 2 2

3

1
( ) ( ) ( ) || ( ) || ( )

2 2
w t

d s m
E t v t w t C w t w t

dt
l

a
Ñ + Ñ + Ñ +w t) (

s2 2

) ()))) ()
a

((((((((ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

  

 

 

olur.  

 

Böylelikle 3 3max 1, ,
2

M C
s

lì ü= í ý
î þ

 ve (3.4) yardımıyla,  

22
3( ) ( )w w

Dd
E t s M E t

dt a
+w w) 22 22)

D22)) 22) 2

a
elde edilir. Bu diferansiyel eşitsizlik çözüldüğünde  

3

22( ) [0, ]
2

M t

w

e D t
E t s t T" Î)

2
)

e D t3

22

M t3

) 22

 

 

olduğu görülür. Bu da istenilen sonuçtur. 

 

3.1.4. m  Katsayısı için sürekli bağımlılık 

 

Bu bölümde, (3.1)-(3.3) probleminin çözümünün m katsayısına göre sürekli 

bağımlılığı ispatlanacaktır. u , (3.1)-(3.3)  probleminin çözümü, v ’de 0m >  olmak 

üzere, 

 

2 1( ) | | 0 ( , ) [0, ],p

tt t tv v v v m v v v x t Ta b s m l -- D + - D + + + = ÎW´
 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ) ,tv x u x v x u x x= = ÎW
 

0 ( , ) [0, ]v x t T= Î¶W´  

 

bsd probleminin çözümü olsun. Böylece, w u v= -  olmak üzere, 
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2 1 1(| | | | ) 0p p

tt t tw w w w m w v u u v va b s m l - -- D + - D + - + - =
 

(3.44) 

( ,0) 0, ( ,0) 0 ,tw x w x x= = ÎW
 

(3.45) 

0w =  (3.46) 

  

bsd probleminin çözümü olur.  

 

Teorem 3.1.4.  (3.44)-(3.46) probleminin çözümü,  

 

22
2 2 2 231

|| ( ) || || ( ) || || ( ) || , [0, ]
2 2 2 2

M t

t

e D tm
w t w t w t t T

s
m+ Ñ + " Î

2

e D t2M t2

m3
 

 

eşitsizliğini sağlar. Burada 3 0D >  ve 2 0M >  parametrelere ve başlangıç koşullara 

bağlı sabitlerdir. 

 

İspat 3.1.4.   İspat için öncelikle (3.44) denkleminin 
2 ( )L W ’da tw  ile iç çarpımını 

alalım. Böylece,  

 

2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )tt t t t t t t t tw w w w w w w w m w w v wa b s m- D + - D + -
 

                                                                                 
1 1(| | | | , ) 0.p p

tu u v v wl - -+ - =  

 

Teorem 3.1.1. in ispatındaki benzer işlemler yardımıyla, 

 

2
2 2 21

( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) ||
2 2 2

w t

m
E t w t w t w t

s
= + Ñ +

 

 

 olmak üzere, 

2 2 1 1( ) || ( ) || || || | ( , ) | (| | | | )( ) | |p p

w t t t t

d
tE t w t w v w u u v v w dx

dt
a b m l - -

W
+ Ñ + + -òt tt t| ( , )| ( , )| (2 2 12 2 12 2 12 2 1| ( , )| ( , )| (| ( , )| ( , )| (2 2 12 2 12 2 12 2 1| ( , )| ( , )| ( , )| (  
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eşitsizliği elde edilir. Son eşitsizliğin sağ tarafındaki ilk terim için Cauchy-Schwarz 

eşitsizliği uygulanırsa, (3.4) yardımıyla,  

2 2
2 2 2

3

1 1
| ( , ) | || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 2
t t tv w v t w t D w t

m m
m + +

2 2
2 2 212 22 2
2 2 22 2 2|| ( ) || || ( ) || || ( ) ||2 2 22 2 22 2 22 2 2

2 2 2 2
t t t|| ( ) || || ( ) || |||| || ( ) || ||3

2 2 2 22
3|| ( ) || || ( ) |||| ( ) || || ( ) |||| || ( ) 3|| ( ) || || ( ) || || (|| ( ) || || ( ) || || (2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2|| ( ) || || ( ) || |||| || ( ) || |||| ( ) || || ( ) || ||3

m 2 2
2 2 212 22 22 2
2 2 22 2 22 2 2|| ( ) |||| 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2|| ( ) |||| ( ) |||| 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2|| ( ) |||| ( ) |||| ( ) ||2 2 22 2 22 2 2

3|| ( ) |||| ( )|| ( ) |||| ( ) || 3|| ( ) |||| ( ) ||( ) ||2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

 

 

olduğu görülür. 1 1(| | | | )| |p p

tu u v v w dxl - -

W
-ò  terimi için ise (3.33)’da bulunan üst 

sınır kullanıldığında, 

 

2
2 2 2 2

3 3

1
( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2
w t t t

d
E t w t w t D w t C w t

dt

m
a b l+ Ñ + + + Ñ

22
3 3

2
2 2 2m 2
2 2 22 2 2

3 3
2

3 33 3

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

3 33 33 33 3

2 2 22 2 2

 

                                                                                      

2
2 21

|| ( ) || || ( ) ||
2 2

t

m
w t w t+ +  

 

olduğu görülür. 

Buradan 2 3max 1, ,
2

M C
s

lì ü= í ý
î þ

 olmak üzere 23
2( ) ( )

2
w w

Dd
E t M E t

dt
m +23) 23

2
w w)

2

D33) 23) 3
w ww w

2
 diferansiyel 

eşitsizliği ortaya çıkar. Bu son eşitsizlik çözüldüğünde [0, ]t T" Î  için, 

 

2

23( )
2

M t

w

e D t
E t m3)

2

e D t2

3

M t2

m
 

 

olur. Dolayısıyla m  katsayısı için sürekli bağımlılık sonucu gösterilmiş olur. 

 

3.1.5. l  Katsayısı için sürekli bağımlılık 

 

Bu bölümde (3.1)-(3.3) probleminin çözümünün l  katsayısına göre sürekli 

bağımlılık incelemesi yapılacaktır. 

 

u , (3.1)-(3.3) probleminin çözümü, v  ise 0Ll + >  olmak üzere,  

 

2 1( ) | | 0 ( , ) [0, ],p

tt t tv v v v m v L v v x t Ta b s l -- D + - D + + + = ÎW´
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0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ) ,tv x u x v x u x x= = ÎW
 

0v =  

bsd probleminin çözümü olsun. Dolayısıyla,  w u v= - olmak üzere, 

 

2 1 1 1(| | | | ) | | 0,p p p

tt t tw w w w m w u u v v L v va b s l - - -- D + - D + + - - =
 

(3.47) 

( ,0) 0, ( ,0) 0 ,tw x w x x= = ÎW
 

(3.48) 

0w =  (3.49) 

 

probleminin çözümü olacaktır. 

 

Teorem 3.1.5.  (3.47)-(3.49) probleminin çözümü,  

 

32
2 2 2 221

|| ( ) || || ( ) || || ( ) || , (0, ]
2 2 2 2

M t p

t

e D tm
w t w t w t L t T

s
+ Ñ + " Î

2

e D t3M t3 p

2

 

 

eşitsizliğini sağlar. Burada, 3 0M >  ve 2 0D >  başlangıç verilere ve parametrelere 

bağlı sabitlerdir.  

 

İspat 3.1.5.  Teoremin ispatı için önce (3.47) denklemini 
2 ( )L W  uzayında tw  ile 

çarpalım. 

 

2 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (| | | | , )p p

tt t t t t t t t tw w w w w w w w m w w u u v v wa b s l - -- D + - D + + -
 

                                                                                          
1(| | , ) 0.p

tL v v w-- =  

 

Teorem 3.1.1.'in ispatındaki benzer işlemler yardımıyla, 

 

2
2 2 2 2 21

|| ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||
2 2 2

[ ]t t t

d m
w t w t w t w t w t

dt

s
a b+ Ñ + + Ñ +

       

 

 
1 1 1| | | | | | , 0( ) ( )p p p

t tu u v v w dx L v v wl - - -

W
+ - + =ò  
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elde edilir. 

2
2 2 21

( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) ||
2 2 2

w t

m
E t w t w t w t

s
= + Ñ +

  

 

olmak üzere, 

 

2 2 1 1( ) || ( ) || || ( ) || (| | | | )| |p p

w t t t

d
E t w t w t u u v v w dx

dt
a b l - -

W
+ Ñ + -ò2 2 1|2 2 12 2 1(||2 2 12 2 12 2 12 2 12 2 12 2 12 2 12 2 12 2 12 2 12 2 1

W
(|(|(|2 2 12 2 12 2 1(|(|2 2 12 2 12 2 12 2 12 2 1òW

2 2 12 2 12 2 12 2 12 2 12 2 12 2 12 2 1

 

                                                                                     

1| || |p

tL v vw dx-

W
+ ò   

(3.50) 

 

olur. Şimdi, 1| | | |p

tv vw dx-

Wò  integrali için bir üst sınır bulalım. 

 

Cauchy-Schwarz ve Hölder eşitsizlikleri sırasıyla uygulandığında, 

 

1 1

2| | | | | | | || | || ( ) || || ( ) ||p p p

t t p tv vw dx v v w dx v t w t dx- -

W Wò ò1 1 ( )p p p1 11 1

t t p t2| | | || | || ( ) || ||| | || | || ( ) || ||2| | | || | || ( ) || || ( )| | | || | || ( ) || || ( )2

p p pp p p1 11 1| | | || | || ( ) |||1 11 11 11 1| | | || | || ( ) || ||| | || | || ( ) || ||| | | || | || ( ) || ||2

1 11 11 11 1

W Wt t pt t pò1 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 1

W WW Wt t pt t pt t p
 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

Daha sonra, Sobolev eşitsizliği uygulandığında 0d  Sobolev sabiti olmak üzere, 

 

1

0| | | | || ( ) || || ( ) ||p p p

t tv vw dx d v t w t-

W
Ñò p p p

t t0 || (0 || (|| (0

p p pp p p|| (|| (|| (0
 

 

olur. Bununla birlikte, Cauchy ve -Young eşitsizlikleri 
2

L
=

2

L
=  için uygulandığında, 

1 2 2 2

0

1
| | | | || ( ) || || ( ) ||

2 2

p p p

t t

L
v vw dx d v t w t

L

-

W
Ñ +ò 1 2 2

2

1 2 21 2 21 2 2

t t||0
2

0 ||0

L1 2 21 2 21 2 21 2 2||0

1 2 21 2 21 2 2|||||1 2 21 2 21 2 21 2 2|||0

1 2 21 2 21 2 21 2 21 2 21 2 2

 

 

elde edilir. (3.4) yardımıyla 
2

0 2 0

1

2

p pB D d=  için, 
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1 2

0

1
| | | | || ( ) ||

2

p

t tv vw dx LB w t
L

-

W
+ò 2

t t00
2

1 211 21 21 21 21 21 21 2

0

1 21 2

0
L

t t

1 21 2

 

 olur. 

 
1 1(| | | | )| |p p

tu u v v w dxl - -

W
-ò  terimi için ise (3.33)’de gösterilen üst sınır 

kullanıldığında ve (3.50), (3.51) ile düzenlendiğinde, 

 

2 2 2 2 2

3 0

1
( ) || ( ) || || ( ) || | ( ) || || ( ) ||

2
w t t t

d
E t w t w t C w t w t L B

dt
a b l+ Ñ + Ñ + +2 2 22 2 22 2 2

3 03 03 0

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2|||2 2 22 2 22 2 22 2 2

3 03 03 03 03 03 03 03 0

2 2 22 2 22 2 2

 

                                                                           

2
2 21

|| ( ) || ( )
2 2

t

m
w t w t+ + ǁ ǁ  

 

olacaktır. Buradan 3
3 3max 1, ,1

C
M C

s
ì ü= +í ý
î þ

 olmak üzere, 

22
3( ) ( )

2

p

w w

CDd
E t M E t L

dt
+( )w w3)) 3) ( )) ( )) ( )3)) 3  diferansiyel eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik 

çözüldüğünde (0, ]t T" Î  için, 

  

3

22( )
2

M t p

w

e CD t
E t L)

2
)

e CD3

2

M t3 p

2)
e CD2

 

 

geçerli olduğu kolaylıkla görülür. Burada L  artışının 0L®  olduğunda çözüme 

büyük bir etkisi olmadığı açıktır. 

 

3.1.6. Tüm katsayılar için  aynı anda sürekli bağımlılık 

 

Bundan önceki kısımlarda çözümün her bir parametreye göre sürekli bağımlılığı ayrı 

ayrı ispatlanmıştır. Bu bölümde ise çözümün bütün parametrelere aynı anda sürekli 

bağımlı olup olmadığı incelenecektir. Yani bütün parametreler aynı anda 

değiştiğinde, çözümde de nasıl bir değişikliğin meydana geldiği araştırılacaktır. 

u  fonksiyonu, 

2 1

1 1 1 1 1 | | 0p

tt t tu u u u m u u ua b s l -- D + - D + + =
 



36 

 

 

 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x u x u x u x= =
 

0u =  

probleminin çözümü, v  ise  

 

2 1

2 2 2 2 2 | | 0p

tt t tv v v v m v v va b s l -- D + - D + + =
 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tv x v x v x v x= =
 

0v =  

 

probleminin çözümü olsun. 

 

w u v= -  olmak üzere yeni problem aşağıdaki şekildedir. 

 

1 2 1 2 1 2tt t t t tw u v u v u va a b b s s- D + D + - - D + D
 

                                                   
2 2 1 1

1 2 1 2| | | | 0,p pm u m v u u v vl l- -+ - + - =  

(3.52) 

( ,0) 0 ( ,0) 0,tw x w x= =
 

(3.53) 

  0.w =  (3.54) 

 

Şimdi,  

 

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , ,m m ma a a b b b s s s l l l= - = - = - = - = -  

 

değerleri ele alınsın. Bu değerler ile (3.52) yeniden düzenlendiğinde, 

 

2

1 1 1 1tt t t t tw w v w v w v m w mva a b b s s- D - D + + - D - D + +
 

                                                           
1 1 1

1(| | | | ) | | 0,p p p vu u v v vl l- - -+ - + =  (3.55) 

 

( ,0) 0 ( ,0) 0,tw x w x= =
 

(3.56) 

  0w =  (3.57) 

  

olur. 
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Teorem 3.1.6.  (3.55)-(3.57) probleminin çözümleri Teorem 3.2.1'in koşulları altında 

problemin katsayılarına sürekli bağımlıdır. 

 

İspat 3.1.6.  (3.55), tw  ile 2( )L W  uzayında çarpıldığında, 

 

2
2 2 2 2 21 1

1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
[ ]t t t

md
w t w t w t w t w t

dt

s
a b+ Ñ + + Ñ +ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

 

1 1

1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,| | | | )p p

t t t t t t tw v w v v w m w v w u u v va b s l - -+ Ñ Ñ + + Ñ Ñ + + -
 

                                                                                     
1( ,| | ) 0p

tw v vl -+ =  

 

(3.58) için düzenleme yapıldığında,  

 

2
2 2 21 1

1

1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
t

m
E t w t w t w t

s
= + Ñ +ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

  

 

 olmak üzere, 

 

2 2

1 1 1( ) ( ) ( ) | ( , ) | | ( , ) | | ( , ) | t t t t t t t

d
E t w t w t w v w v v w

dt
a b a b s+ Ñ + Ñ Ñ + + Ñ Ñt t tt t t| ( ,| ( ,| (| (| ( ,| ( ,| (| (| ( ,| ( ,| (| ( ,| ( ,| ( ,| ( ,| (| (ǁ ǁ ǁ ǁ

 

1 1 1

1| ( , ) | | ( ,| | | | ) | | ( ,| | ) |p p p

t t tm w v w u u v v w v vl l- - -+ + - +
 

(3.59) 

 

şeklinde olur. Şimdi (3.4)-(3.5) kestirimleri yardımıyla (3.59) için üst sınır elde 

edilsin. -Young eşitsizliğinde 1

2

a
= 1

2

a
=   alarak, 

 

2 2
2 2 21 1

4

1 1

| ( , ) | ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

t t t t tw v w t v t w t D
a aa a

a
a a

Ñ Ñ Ñ + Ñ Ñ +
1 1

( )
2 2 2 2

( )t t t ( ) ( )( ) ( )
2 2 22 2 2

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2 2

D
a 2 22 2

2 2 21 12 2 21 11 12 2 21 11 12 2 2 a2 22 2
2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2a2 22 2
2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

a1 11 12 2 22 1 11 1

+( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) (2 2 22 2 22 2 22 2 21 11 11 11 12 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 11 11 12 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2
ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

 

 

olur. Cauchy- Schwarz eşitsizliği yardımıyla, 
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2 2
2 2 2

1

1 1
| ( , ) | ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
t t t t tw v w t v t w t D

b b
b + +

2 2

1( )
2 2 2 2

( )t t t ( ) ( )
2 2 22 2 2

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 2 2 211 2 2 2 D1( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 211 2 2 2( ) ( )( (

b2 22 2
2 2 212 22 2
2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2( ) ( )( ) ( )2 2 22 2 2( )(2 2 2( ) ( ))2 2 22 2 22 2 22 2 2

ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

 

 

olur. -Young eşitsizliği yardımıyla 1

2

a
= 1

2

a
=  için, 

 

2 2
2 2 21 1

2

1 1

| ( , ) | ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

t t tv w v t w t D w t
a as s

s
a a

Ñ Ñ Ñ + Ñ + Ñ
2 2

2 2 22 2 22 2 2( ) ( ) ( )2 2 22 2 22 2 22 2 2

2 2 2 21 1

t t t( ) ( )( ) 2
2 2 2 22

2( ) ( )( ) ( )( ) 2 ((2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2a2 22 2
2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2s 2 2
2 2 2( ) 2 2 2( ) 2 2 2a2 22 22 2
2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

2 2 22 2 21 11 11 1

( ) ( )( )( ) ( ) 2( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 22 2 21 11 11 11 12 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

2( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) 2

2 2 22 2 22 2 2( )( ) 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2
ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

 

 

olur. Cauchy-Schwarz yardımıyla,  

 

2 2
2 2 2

3

1 1
| ( , ) | ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
t t t

m m
m w v v t w t D w t+ +

2 2
2 2 21 12 22 2
2 2 22 2 2( ) ( ) ( )2 2 22 2 22 2 22 2 2

2 2 2 2
t t t( ) ( ) 3

2 2 2 22
3( ) ( )( ) ( )( ) 3

m 2 2 212 2 22 2 22 2 2( ) 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2( ) ( ) (( ) ( ) (2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2( ) ( )( )( ) ( ) 3( ) 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2( )( )( )2 2 22 2 22 2 22 2 2

3( )( )( )( ) 3ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

   

 

dır. 

 

Teorem 3.1.5.in ispatındaki işlemler yardımıyla, 

 

1 2 2 2 2 2 2 2

0 0 2

1 1 1 1
| ( ,| | ) | ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

p p p p p

t t tw v v d v t w t d D w tl l l- Ñ + +1 2 2 2 21 1 1 11 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2 2 2 2( )2 22 2

2 2 2 2

1 2 21 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2 21 2 2 2 2 2 2 2

t t t( ) ( )0 0 20 0 20 0 2
2 2 2 22

0 0 20 0 20 0 2( ) ( )( ) ( )0 0 20 0 20 0 20 0 2

2 22 22 2( )( )2 22 22 22 22 21 2 21 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2 21 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2 21 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2( ) ( )( ) ( )0 0 20 0 2

1 2 21 2 21 2 21 2 2 2 2 21 2 2 2 2 22 2 21 2 2 2 2 21 2 2 2 2 2

0 0 20 0 20 0 20 0 20 0 2

2 22 2

0 0 20 0 2

2 22 2 2 2 22 2 2 2 22 2 2 2 22 2 2 2 22 22 2

0 0 20 0 20 0 20 0 20 0 2( ) ( )( ) ( )( )( )0 0 20 0 20 0 20 0 20 0 2( ) ( )( )( ) ( )( )( ) 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

0 0 20 0 20 0 20 0 20 0 20 0 2ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

 

 

dır. Ayrıca, 1 1 2 2

1 1 3

1
| ( ,| | | | ) | || ( ) || || ( ) ||

2

p p

t tw u u v v C w t w tl l- -- Ñ +1 1 21 1 21 1 2

t t1 1 3 ||1 1 3

1 1 21 1 21 1 21 1 21 1 21 1 21 1 2||||||1 1 21 1 21 1 21 1 2

1 1 31 1 3 ||||1 1 31 1 3

1 1 21 1 2

1 1 31 1 31 1 31 1 3  olduğu Teorem 

3.1.1. de ispatlandı. Dolayısıyla (3.59) için yeniden düzenleme yapıldığında, 

 

 

2 2 2
2 2 21

1 1 4 1 2

1 1

1
( ) ( ) ( ) (

2
 )

2 2 2 2
t t t

d
E t w t w t D w t D D

dt

a a b s
a

a a
+ Ñ Ñ + + + +

2
t t t1 1 41 1 4

2
1 1 41 1 41 1 41 1 4

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2a2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

1 1 41 1 4

2 2 22 2 22 2 212 2 22 2 2

1 1 41 1 41 1 41 1 41 1 41 1 4

2 2 22 2 2
ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

 

                                          

2
2 2 2 21

3 0 2

1 1
( ) ( )

2 2 2 2

p p

t t

m
w t D w t d D

a
l+ Ñ + + +ǁ ǁ ǁ ǁ  

                                           + 

2
2 2 2 21

1 3

1 1
( ) || ( ) || || ( ) || ( )

2 2 2
t t

m
w t C w t w t w tl+ Ñ + +ǁ ǁ ǁ ǁ  
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olur. Böylelikle, 
* 1

1 3max 1,2, ,
2

M C
s

lì ü= í ý
î þ

 olmak üzere, 

 

2
* 2 2 2 2 23 0 24 1 2

1 1

1 1

( ) ( )
2 2 2 2 2

p pD d DD D Dd
E t M E t m

dt
a b s l

a s
+ + + + +1 1( )1 1

* 2 2) * 2 2* 2 2* 2 2) ( )) ( )* 2 2* 2 2* 2 2

1 11 11 1

 

 

diferansiyel eşitsizliği elde edilir. 

 

Bu diferansiyel eşitsizlik 
2

2 2 2 2 23 0 24 1 2

1 12 2 2 2 2

p pD d DD D D
A ma b s l

a s
= + + + +   

olmak üzere çözüldüğünde , 

 

*

1( ) M tE t Ate
*

) M t*

Ate)
 

 

elde edilir. Bu da gösteriyor ki her katsayı aynı anda sıfıra yaklaştığında w  çözümü 

de [0, ]t T" Î  için sıfıra yaklaşacaktır. 



 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 4. DİSİPATİF VE ÇİFT DİSPERSİF TERİM İÇEREN 
DALGA DENKLEMİNİN ÇÖZÜMLERİNİN 
SÜREKLİ BAĞIMLILIĞI 

 

 

 

Bu bölümde, 

 

2 2 2| | | | 0 ( , ) [0, ]m p

tt tt t t tu u a u b u d u u u u u x t Ta b- --D - D + D - D + + = ÎW´  (4.1) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x u x u x u x x= = ÎW
 

(4.2) 

0 ( , ) [0, ]u u x t T= D º Î¶W´  (4.3) 

  

problem n n çözümünün a (d spers f), d (sönüm), a (sönüm), b  (l neerl ğ  bozan 

ter m n katsayısı) poz t f katsayılarına göre sürekl  bağımlılık  ncelemes  ayrı ayrı 

göster lecekt r. Aynı zamanda denklem n bu katsayıların tümüne aynı anda sürekl  

bağımlı olduğu da  spatlanacaktır. Burada, 2, 2m p> >  olduğu durum 

 ncelenecekt r. İspatlarda  lk bölümde olduğu g b  standart enerj  metodu 

kullanılacaktır. 

 

4.1. Ön Kest�r�mler  

 

Teorem 4.1.  ( )2 1 1

0 1 0 0( , ) ( ) ( ) ( )u u H H HÎ W Ç W ´ W  olmak üzere (4.1)-(4.3) başlangıç 

sınır değer problem n n çözümü aşağıdak  eş ts zl kler  sağlar. 

 

2

1|| ( ) || ,tu t A1,111   
2

1|| ( ) || ,u t AÑ 1,111  
2

2|| ( ) || ,u t AD 2 ,2   3|| ( ) || .tu t AÑ 3.333  

 

Burada 1 2 3, ,A A A  problem n başlangıç ver ler ne ve parametreler ne bağlı sab tlerd r. 
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İspat 4.1. İspat "ç"n öncel"kle (4.1) denklem"n"n tu  !le 
2 ( )L W  uzayında !ç çarpımını 

alalım. 

2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) | |mtt t t tt t t t t t t tu u u u a u u b u u d u u u u u dxa -

W
- D - D + D - D + ò  

                                                                                   

2| | 0p

tu uu dxb -

W
+ =ò              

(4.5) 

 

(4.5) eş!tl!ğ!n!n sağ tarafındak! !ntegraller alındığında, 

 

21
( )

2
t tt t

d
u u dx u t

dtW
=ò ǁ ǁ  

21
( )

2
t t t

u d
u udx u ds u u dx u t

n dtW ¶W W

¶
D = - Ñ Ñ = - Ñ

¶ò ò ò ǁ ǁ  

21
( )

2

tt
t tt t t tt t

u d
u u dx u ds u u dx u t

n dtW ¶W W

¶
D = - Ñ Ñ = - Ñ

¶ò ò ò ǁ ǁ  

2 21
( )

2
t t t t

u d
u u u ds u udx u udx u t

n dtW ¶W W W

¶D
D = - Ñ ÑD = D D = D

¶ò ò ò ò ǁ ǁ  

2( )t
t t t t t t

u
u u dx u ds u u dx u t

nW ¶W W

¶
D = - Ñ Ñ = - Ñ

¶ò ò ò ǁ ǁ  

2| | ( )m m

t t t t mu u u dx u t-

W
=ò ǁ ǁ  

2 1 1
| | | |p p p

t p

d d
u uu dx u dx u

dt p dtp

-

W W
= =ò ò ǁ ǁ  

 

Yukarıdak! !şlemler düzenlend!ğ!nde, 

 

2 2 2 21 1
( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 2

p

u t t p

b a
E t u t u t u t u t u t

p

b
= + Ñ + D + Ñ +   

 

olmak üzere, 

 

2( ) || ( ) || || ( ) || 0m

u t t m

d
E t d u t u t

dt
a+ Ñ + =  d!r. d ve a  poz!t!f olduğundan, 
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( ) 0u

d
E t

dt
) 0

 

 

(4.6) 

olur.  

[0, ]t  aralığında (4.6) #ntegre ed#ld#ğ#nde ( ) (0)u uE t E) (0)u u))))))  olduğu görülür. Bu sayede 

#stenen tüm ön kest#r#mler elde ed#l#r. 

 

Teorem 4.2.  Varsayalım k�, 2

0 ( )u LÎ W  ve 
2 1

1 0( ) ( )u H HÎ W Ç W  olsun. Bu sayede,  

(4.1)-(4.3) problem� �ç�n  

 

2

4|| ( ) || , [0, ]ttu t A t TÑ " Î4 ,4 ,4 ,,,4  
(4.7) 

 

kest�r�m� geçerl�d�r. Burada 4A  başlangıç ver�lere ve denklem�n parametreler�ne 

bağlı b�r poz�t�f sab�t değerd�r. 

 

İspat 4.2.  Bu kest�r�m� bulab�lmek �ç�n önce (4.1) denklem�n�n t ’ye göre b�r kez 

türev� alınır.  

 
2 2 2( 1) | | ( 1) | | 0m p

ttt t tt t ttt t tt tu u d u b u a u m u u p u ua b- --D - D + D - D + - + - =
 

(4.8) 

 

(4.8) eş�tl�ğ� ttu  �le 2 ( )L W  uzayında çarpılırsa, 

 

2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )ttt tt t tt tt tt t tt ttt ttu u u u d u u b u u a u u- D - D + D - D  

     
2 2 2( 1) | | ( 1) | | 0m p

t tt t ttm u u dx p u u u dxa b- -

W W
+ - + - =ò ò                               

(4.9) 

 

 elde ed�l�r. (4.9) eş�tl�ğ�ndek� �ntegraller alınırsa, 

 

21
( )

2
tt ttt tt

d
u u dx u t

dtW
=ò ǁ ǁ  

21
( )

2
tt t t

d
u u dx u t

dtW
D = - Ñò ǁ ǁ  
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2( )tt tt ttu u dx u t
W

D = - Ñò ǁ ǁ  

2 21
( )

2
tt t t

d
u u dx u t

dtW
D = Dò ǁ ǁ  

21
( )

2
tt ttt tt

d
u u dx u t

dtW
D = - Ñò ǁ ǁ  

elde ed�l�r. Yukarıdak" "şlemler (4.9) "ç"n düzenlend"ğ"nde,  

 

2 2 2 21 1
|| ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 2tu tt t t tt

b a
E u t u t u t u t= + Ñ + D + Ñ  olmak üzere, 

 

2 2 2 2( ) || ( ) || ( 1) | | ( 1) | | 0
t

m p

u tt t tt t tt

d
E t d u t m u u dx p u u u dx

dt
a b- -

W W
+ Ñ + - + - =ò ò  

 

olacaktır.  

 

Taraf tarafa mutlak değer alınırsa,  

 

2 2 2 2( ) || ( ) || ( 1) | | ( 1) | || | | |
t

m p

u tt t tt t tt

d
E t d u t m u u dx p u u u dx

dt
a b- -

W W
+ Ñ - + -ò ò( )( 1)2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2( 1)( 1(( 1)2 2 22 2 22 2 22 2 2( 1)( 1(

 

(4.10 

 

eş"ts"zl"ğ" elde ed"l"r. 

 

Dolayısıyla eş"ts"zl"ğ"n sağ tarafındak" ter"mler "ç"n üst sınır elde ed"lerek Po"ncaré 

eş"ts"zl"ğ" yardımıyla, 

 

2 2 2 2( 1) | | | | ( 1) | | max | | | |m m

t tt t ttm u u dx m u u dxa a- -

W W
- - Wò òW W

2 2 22 2 2( 1)2 2 22 2 22 2 2( 1)( 1
W W

( )( 1)( 1)( 12 2 22 2 22 2 2( 1)( 1((2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2
 

                                        

2

22( 1)2 (0) || ( ) ||
m

u ttm E u ta
-

-( 1)( 1)( 1a  

                                        
2

1 || ( ) ||ttC u tÑ1 || ttC1 ||||  

 

olarak bulunur. Burada 

2

2
1 2 ( 1) | | (0)

m

uC C m Ea
-

= - W  dır. 
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Ş�md� de Po�ncaré eş�ts�zl�ğ� ve ar�tmet�k-geometr�k ortalama eş�ts�zl�ğ� yardımıyla, 

 

2

2
1

2

( 1) | |

2

p

p C A
C

b
-

- W
=  olmak üzere, 

2 2( 1) | | | || | ( 1) | | max | | ( ) ( )p p

t tt t ttp u u u dx p u u t u tb b- -

W
- - Wò ( )( 1)( 12 22 22 22 22 22 22 2( 1)( 1( 1)( 1)( 12 22 22 2( 1)( 12 22 22 22 22 22 22 2

ǁ ǁ ǁ ǁ  

                                           
2( 1) | ||| ( ) || || ( ) |||| ( ) ||p

t ttp C u t u t u tb -- W Ñ( 1)1)1b ( 1)1)  

                                           
2 2

2 || ( ) || || ( ) ||[ ]t ttC u t u tÑ + Ñ2[||C2[||  

 

olarak bulunur. (4.10) düzenlend!ğ!nde,  

 

2 2 2 2

1 2( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||[ ]
tu tt tt t tt

d
E t d u t C u t C u t u t

dt
+ Ñ Ñ + Ñ + Ñtt t1 21 21 21 21 2

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2||||||2 2 22 2 22 2 22 2 2

1 21 21 21 21 21 21 21 21 2  

 

elde ed!l!r. Aynı zamanda 0d >  olduğundan, 

 

2 2

2 1 2( ) || ( ) || ( ) || ( ) ||
tu t tt

d
E t C u t C C u t

dt
Ñ + + Ñu t t2 1 22 1 2) 2 1 22 1 22 1 2) ||) ||) ||2 1 22 1 2)) 2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2  

 

olur. Bu sayede 1 2 1 2

1
max , , ,

2 2

a
M C C C

ì ü= +í ý
î þ

 olmak üzere  1( ) ( )
t tu u

d
E t M E t

dt
) ( )

t t
)) 1t tt t1)) 1) ( )) ( )1) 1  

 

elde ed!l!r. 

 

Buradan 1( ) (0)
t t

M t

u uE t e E) (0
t t

M t
))

t tt t
))) 11))  bulunur Böylece, 

 

12
2 (0)

|| ( ) || tu M t

tt

E
u t e

a
Ñ

2 (0)
tutu

a
 

 

olur. İstenen eş!ts!zl!k 2

4|| ( ) || , [0, ]ttu t A t TÑ " Î4 ,4 ,4 ,,,4  !ç!n elde ed!l!r. 
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4.1.1.  a  Katsayısı için sürekli bağımlılık 

 

Bu bölümde (4.1)-(4.3) bsd probleminin çözümünün a  katsayısına göre sürekli 

bağımlılığı incelenecektir. Bunun için u fonksiyonu, 

 

2 2 2| | | | 0m p

tt tt t t tu u a u b u d u u u u ua b- --D - D + D - D + + =
 

(4.11) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x u x u x u x x= = ÎW
 

(4.12) 

0 ( , ) [0, ]u u x t T= D º Î¶W´  (4.13) 

 

probleminin çözümü, v  ise 0a a+ > 0a >a  olmak üzere, 

 

2 2 2| | | | 0 ( , ) [0, ]m p

tt tt t t tv v a v b v d v v v v v x t Ta b- --D - D + D - D + + = ÎW´
 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tv x u x v x u x x= = ÎW
 

0 ( , ) [0, ]v v x t T= D º Î¶W´  

 

probleminin çözümü olsun. w u v= -  olmak üzere yeni problem, 

 

2 2 2(| | | | )m m

tt tt tt t t t t tw w a w a v b w d w u u v va - --D - D - D + D - D + -t ttt ttt tt

2 2 2b 2 2 2a v bb 2 2 2

t ttt ttt tt  

                                                                            
2 2(| | | | ) 0p pu u v vb - -+ - =  

(4.14) 

 

( ,0) 0, ( ,0) 0tw x w x x= = ÎW
 

(4.15) 

0 ( , ) [0, ]w w x t T= D º Î¶W´  (4.16) 

 

şeklindedir. 

 

Teorem 4.1.1. Problem (4.14)-(4.16) için w  çözümü,  

 



46 

 

 

 

2

2 2 2 2 241 1
|| ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 2 2

M t

t t

e Ab a
w t w t w t w t a+ Ñ + D + Ñ 2 2a2 2

2

2 22 22 2e A2

2 22 22 22 2
M t2

a2 242 22 22 2a2 2

 

 

eşitsizliğini sağlar. Burada 4 20, 0A M> >  problemin başlangıç verilerine ve 

denklemin parametrelerine bağlı sabitlerdir. 

 

İspat 4.1.1.  (4.14) denklemini tw  ile 
2 ( )L W ’da çarptığımızda, 

 

2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t tt t t tt t tt t t tw w w w a w w a w v b w w d w w- D - D - D + D - Dt t tt t t( , )( , )( , )( , )( , )( )( , )( , )( , )( , )( , )( , )( , )
 

                 
2 2 2 2(| | | | ) (| | | | ) 0m m p p

t t t t t tu u v v w dx u u v v w dxa b- - - -

W W
+ - + - =ò ò  

 

olur. 

 

Buradan Teorem 4.1.'in işlemlerine benzer hesaplamalarla integraller alındığında 

 

2 2 2 2 21 1
|| ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 2
[ ]t t t

d b a
w t w t w t w t d w t

dt
+ Ñ + D + Ñ + Ñ

 

                                         ( , )tt ta v w- Ñ Ñ( ,tt t( ,( ,- Ñ( ,( ,( ,( ,a v( ,( ,( ,( ,( ,( , 2 2(| | | | )m m

t t t t tu u v v w dxa - -

W
+ -ò  

                                                                  
2 2(| | | | ) 0p p

tu u v v w dxb - -

W
+ - =ò  (4.17) 

 

elde edilir. 

 

2 2 2 21 1
( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 2
w t t

b a
E t w t w t w t w t= + Ñ + D + Ñ  olmak üzere (4.17)  

 

eşitliğinin mutlak değeri alındığında 

 

2 2 2( ) || ( ) || (| | | | ) | ( , ) |m m

w t t t t t t tt t

d
E t d w t u u v v w dx a v w

dt
a - -

W
+ Ñ + - Ñ Ñò tt tt|||||||t tt( ,( ,(( ,( ,(( ,( ,( ,( ,( ,( ,(

 

                                                                           
2 2| (| | | | ) |p p

tu u v v w dxb - -

W
+ -ò  



47 

 

 

 

 

eşitsizliği elde edilir. Şimdi 
2 2| | | | 0( )m m

t t t t tu u v v w dx- --ò 0  olduğunu gösterelim. 

 

2 2 2 2

0

(| | | | ) (| | | | )
i i i i i

n
m m m m

t t t t t t t t t t

i

u u v v w u u v v w- - - -

=

- = -å
 

                                        
2 2

0

1 1
| | ( ) | |

2 2
[

i i i i i i

n
m m

t t t t t t t t

i

u u v u w u u w- -

=

= - + +å  

                                          
2 21 1

| | | | ( )
2 2

]
i i i i i i

m m

t t t t t t t tv v w v u v u w- -- + - -  

                                        
2 2

0

1
(| | | | )

2
[

i i

n
m m

t t t t

i

u v w w- -

=

= +å  

                                           
2 2 2 21

(| | | | )( )
2

]
i i

m m

t t t tu v u v- -+ - -  

                                         
2 2

0

1
(| | | | )

2 i i

n
m m

t t t t

i

u v w w- -

=

= +å  

                                           
2 21

(| | | | )(| | | |)(| | | |)
2

m m

t t t t t tu v u v u v- -+ - - +  

 

dır. Dolayısıyla, 

 

2 2(| | | | )(| | | |) 0m m

t t t tu v u v- -- - ) 0
 

(4.18) 

 

olduğunu göstermek yeterlidir. 

 

( )f x xa=  fonksiyonu [0, )¥  aralığında monoton artan olduğundan (4.18) geçerlidir. 

Böylelikle (4.17) eşitliği yeniden düzenlendiğinde 

 

2 2( ) | ( , ) | (| | | | )| |p p

w tt t t

d
E t a v w u u v v w dx

dt
b - -

W
Ñ Ñ + -òt tw tt) |) |) |) |) |w tt( ,( ,( ,(((( ,( ,(( ,( ,( ,( ,( ,( ,( olduğu görülür. 

 

Şimdi, eşitsizliğin sağ tarafı için üst sınır elde edilsin. 
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2 2 2 2

3

1
(| | | | ) || ( ) || || ( ) ||

2
| |p p

t tu u v v w dx C w t w t
b

- -

W
- Ñ +ò t t3 || (3

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2|| (|| (|| (2 2 22 2 22 2 22 2 2

3 || (|| (|| (3 olduğu (3.33)’da 

 

 ispatlanmıştı. 

| ( , ) |tt ta v wÑ Ñ( tt t,( ,,,,,,,  için ise Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılarak  

2 2 2|| ( ) || || ( ) ||
| ( ( ), ( )) |

2 2

tt t
tt t

a v t w t
a v t w t

Ñ Ñ
Ñ Ñ +

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2( )(2 2 22 2 22 2 2( )( )( )tt t( )( )( )( )( )( )
( ( ),tt t( ),( ),((( ( ),( ( ),( ),( ),( ( ),( ( ),( ( ),( ),( ),( ),( ),

2

aa2 2 22 2 22 2 2a2 2 2||2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2|| tt ta ||

 

 

elde edilir. 

 

Sonuç olarak, eşitsizliğin sağ tarafına 2|| ( ) ||
2

b
w tD  pozitif terimi eklendiğinde  

 

2 2 2
2 2 2

3

|| ( ) || || ( ) || 1
( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 2

tt t
w t

a v t w td b
E t C w t w t w t

dt
b

Ñ Ñ
+ + Ñ + + D

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2( )( )( )2 2 22 2 22 2 2( )2 2 22 2 22 2 2( )( )( )( )(( )( )( )( )( )

2
w t)

2
)

a
)))

2 2 22 2 22 2 2a2 2 2||2 2 22 2 2||||||||2 2 22 2 22 2 22 2 2

 

 

elde edilir. Böylelikle, 

 

2 3

1
max , ,

2 2

a
M Cbì ü= í ý

î þ
 olmak üzere ve (4.4)’den 

2

4
2( ) ( )

2
w w

a Ad
E t M E t

dt
+

2 A2

2)
2

w w)
2

a
))) 44a A2

44444 şeklinde diferansiyel eşitsizlik yazılabilir. 

 

Gronwall eşitsizliği sayesinde arzu edilen 
2

24( )
2

M t

w

e A
E t a2a)

2

4)
e A2

4

M t2

a4)
e A44 a  sürekli bağımlılık 

sonucu elde edilir. Görüyoruz ki, 0a®0a®  olduğunda çözüm de sıfıra yaklaşır. 

 

4.1.2.  d  Katsayısı için sürekli bağımlılık 

 

Bu bölümde (4.1)-(4.3) bsd probleminin çözümünün d  katsayısına göre sürekli 

bağımlılığı incelenecektir. Bunun için u ,  
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2 2 2| | | | 0m p

tt tt t t tu u a u b u d u u u u ua b- --D - D + D - D + + =
 

(4.19) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x u x u x u x x= = ÎW
 

(4.20) 

0 ( , ) [0, ]u u x t T= D º Î¶W´  (4.21) 

  

probleminin çözümü, v  ise 0d d+ > 0d >d  olmak üzere,  

 

2 2 2( ) | | | | 0m p

tt tt t t tv v a v b v d d v v v v va b- --D - D + D - + D + + =t t t)))))t t t||||2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2)))2 2 22 2 22 2 22 2 2)))) ||2 2 22 2 22 2 2||
 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tv x u x v x u x x= = ÎW
 

0 ( , ) [0, ]v v x t T= D º Î¶W´  

 

dır.  

 

Böylelikle, w u v= -  aşağıdaki problemi sağlar. 

 

2 2 2(| | | | )m m

tt tt t t t t t tw w a w b w d w d v u u v va - --D - D + D - D - D + -t t t (|(|t t tt t t

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2d vd v2 2 22 2 22 2 2(|(|2 2 22 2 2

t t tt t tt t t (|(|2 2 22 2 2

 

                                                                             
2 2(| | | | ) 0p pu u v vb - -+ - =  

(4.22) 

( ,0) 0, ( ,0) 0tw x w x x= = ÎW
 

(4.23) 

0 ( , ) [0, ], 0.w w x t T T= D º Î¶W´ >  
(4.24) 

  

Teorem 4.1.2. Eğer u  ve v , sırasıyla (4.19)-(4.21) ve (4.22)-(4.24) problemlerinin 

çözümleri ise w  için, 

 

3

2 2 2 2 231 1
|| ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 2 2

M t

t t

e A tb a
w t w t w t w t d+ Ñ + D + Ñ 2 2d2 22 2

2

2 2e A t3

2 22 22 22 2
M t3

d2 232 22 22 22 22 22 22 2

 

 

eşitsizliği geçerlidir. Burada 3M ve 3A  problemin başlangıç verilerine bağlı pozitif 

sabitlerdir. 

 

İspat 4.1.2.  (4.22), tw  ile W  üzerinde çarpıldığında, 
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2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t tt t t tt t t t t tw w w w a w w b w w d w w d w v- D - D + D - D - D )t t t( ,( ,d( ,( ,( ,( ,( ,( ,( ,( ,( ,( ,( ,( ,                                                                                   

2 2 2 2(| | | | , ) (| | | | ) 0m m p p

t t t t t tu u v v w u u v v w dxa b- - - -

W
+ - + - =ò  

 

olur. Teorem 4.1.’ in ispatındaki benzer hesaplamalarla, 

 

2 2 2 2 21 1
|| ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 2
[ ]t t t

d b a
w t w t w t w t d w t

dt
+ Ñ + D + Ñ + Ñ

 

     

2 2 2 2( , ) (| | | | , ) (| | | | ) 0m m p p

t t t t t t t td v w u u v v w u u v v w dxa b- - - -

W
- Ñ Ñ + - + - =ò( t t t,,d ((( ,,,d ( ,( ,( ,,,,,

 

 

elde edilir. Bununla birlikte,  
2 2(| | | | , ) 0m m

t t t t tu u v v w- -- ) 0  olduğu (3.33)’de 

gösterilmiştir. Ayrıca, 0d >  olduğundan, 

 

2 2( ) | ( , ) | (| | | | )| |p p

w t t t

d
E t d v w u u v v w dx

dt
b - -

W
Ñ Ñ + -òw t tw t t) | d) |) |) |) |w t t( ,( ,d ( ,(((( ,( ,( ,( ,,( ,( ,( ,( ,( ,

 

 

yazılabilir. 

 

2
2 2 2

3

|| ( ) ||
(| | | | ) || ( ) ||

2

p p t
t

w t
u u v v w dx C w tb b- -

W
- Ñ +ò 3 ||3b2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2||||||2 2 22 2 22 2 22 2 2

3

2 2 22 2 2
 olduğu (3.33)’de 

gösterilmiştir. Eşitsizliğin sağ tarafındaki ilk terim için,  

 

2 2 2|| ( ) || || ( ) ||
| ( , ) |

2 2

t t
t t

d v t w t
d v w

Ñ Ñ
Ñ Ñ +

2 2 2d 2 2 22 2 22 2 2( )2 2 22 2 22 2 22 2 2( )( )t t( )( )( )( )( )( )( )
| ( t t,,d v w| ( ,,,,,,,,,,,

2

ddd 2 2 2||2 2 22 2 22 2 22 2 2|| t td ||
 yazılabilir. Böylelikle, (4.4) kullanılarak  

ve 
2( )

2

b
w tDǁ ǁ  terimi eklenerek,  

 

2 2 2 2
2 2

3

|| ( ) || || ( ) || || ( ) ||
( ) || ( ) || ( )

2 2 2 2

t t t
w

d v t w t w td b
E t C w t w t

dt
b

Ñ Ñ
+ + Ñ + + D

2 2 2d 2 2 22 2 22 2 2d 2 2 22 2 22 2 2( )( )( )( )( )( )2 2 22 2 22 2 22 2 2( )( )( )( )( )( )( )( )( )( )( )
)

2
)

d
))

d 2 2 2||2 2 22 2 2||||||||2 2 22 2 2

ǁ ǁ

 

 

eşitsizliği elde edilir. Buradan { }3 3max 1/ 2, / 2,M a Cb=  olmak üzere,  
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2

3
3( ) ( )

2
w w

d Ad
E t M E t

dt
+

2d A2

)
2

w w)
2

d
)) 33d A2

333333  diferansiyel eşitsizlik yazılabilir. Gronwall eşitsizliğinden 

 

3

23( ) , [0, ]
2

M t

w

e A t
E t d t T" Î2 ,d 2 ,,2)

2

e A t3

3

M t3

d)) 3e A t333  elde edilir. Bu da istenilen sonuçtur. 

 

4.1.3.  a  Katsayısı için sürekli bağımlılık 

 

Bu bölümde (4.1)-(4.3) probleminin çözümünün a  katsayısı için sürekli bağımlılığı 

incelenecektir. 

 

u ,  

2 2 2| | | | 0m p

tt tt t t tu u a u b u d u u u u ua b- --D - D + D - D + + =
 

(4.25) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x u x u x u x x= = ÎW
 

(4.26) 

0 ( , ) [0, ]u u x t T= D º Î¶W´  (4.27) 

 

probleminin çözümü olsun. v  ise, 

 

2 2 2( ) | | | | 0m p

tt tt t t tv v a v b v d v v v v va a b- --D - D + D - D + + + =t t tt t t) | |) | |) |) | |) | |) | |) |2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2) | |) | |) |2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2) | |) | |) | |) |2 2 22 2 2

 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tv x u x v x u x x= = ÎW
 

0 ( , ) [0, ]v v x t T= D º Î¶W´  

 

probleminin çözümü olsun. 

 

Bu iki problemin farkı w u v= -  olmak üzere, 

 

2 2 2 2(| | | |  ) | |m m m

tt tt t t t t t t tw w a w b w d w u u v v v va a- - --D - D + D - D + - - 2

t t| || v2| ||m m m| || t tt t| |||
 

2 2(| | | | ) 0p pu u v vb - -+ - =  
(4.28) 

( ,0) 0, ( ,0) 0tw x w x x= = ÎW
 

(4.29) 
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0 ( , ) [0, ]w w x t T= D º Î¶W´  (4.30) 

 

problemini sağlar. 

 

Teorem 4.1.3.  Problem (4.28)-(4.30)’un bir çözümü w  olsun. Dolayısıyla w , 4M  

ve 3A  problemin başlangıç verilerine ve parametrelerine bağlı pozitif sabitler olmak 

üzere, 

4 1
2 2 2 2 231 1

|| ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||
2 2 2 2 2

M t m

t t

e A Cb a
w t w t w t w t a

-

+ Ñ + D + Ñ 2 2a2 22 22 232 22 2

2

e A4 1
2 22 22 22 22 2

M t4 m

 

 

eşitsizliğini sağlar.  

 

İspat 4.1.3. Denklem (4.28)’i tw  ile 
2 ( )L W ’da çarptığımızda,  

 

2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t tt t t tt t t tw w w w a w w b w w d w w- D - D + D - D
 

2 2 2 2 2| | (| | | | , ) (| | | | ) 0m m m p p

t t t t t t t t tv v w dx u u v v w u u v v w dxa a b- - - - -

W W
- + - + - =ò òaa òaa | |||| ||ò 2 2 2m m m2 2 2m m m2 2 2|| | 2 2 22 2 2

W Wt t t| t t t|aa || || 2 2 2||
 

 

elde edilir. Yani,   

 

2 2 2 21 1
( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 2
w t t

b a
E t w t w t w t w t= + Ñ + D + Ñ

  olmak üzere, 

 

2 2 2 2( ) || ( ) || (| | | | , ) | || |m m m

w t t t t t t t t t

d
E t d w t u u v v w v v w dx

dt
a a- - -

W
+ Ñ + - ò 2| 2||| 22|t t t) |)))) |

WòW | || || ||| || || || || |
WòW

 

                                                                     2 2(| | | | )| |p p

tu u v v w dxb - -

W
+ -ò  (4.31) 

 

dır. 

 

2
2 2 2

3

|| ( ) ||
| (| | | | ) || ( ) ||

2
|p p t

t

w t
u u v v w dx C w tb b- -

W
- Ñ +ò 3 ||3b2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2||||||2 2 22 2 22 2 22 2 2

3

2 2 22 2 2
  olduğu (3.33)’ de 

gösterilmiştir. Ayrıca 
2 2(| | | | , ) 0m m

t t t t tu u v v w- -- ) 0  olduğu Teorem 4.1.1’de elde 
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edilmiştir. Eşitsizliğin sağ tarafındaki ilk terim için bir üst sınır elde edilirse; 

2 2
2

2

n
m

n

-
<

-
2 2

2

n22
m

n -
 ve C  bir Sobolev sabiti olmak üzere, 

 

2 1| | | || |m m

t t t t tv v w dx v w dxa a- -

W Wò ò2 12 12 1

t tw dx2 1m m2 12 1

t tt t

2 12 12 12 1|ò | || 2 1|2 12 1| 2 12 12 1| | 2 12 12 12 12 12 12 12 1| ||| || | 2 12 12 12 1||| 2 12 12 12 1

W W
|| ||||

W WW WW W t t| |v|| |m mm m2 12 12 1|2 12 1|2 12 1

t tt t| |2 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 1

W W

2 12 1ò2 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 1

W WW W  

                                1

2( 1)|| ( ) |||| ( ) ||mt t mw t v ta -
-( ) ||||t t m( ) ||||( ) ||||( ) ||||a || ( )t t m( )( )( )( )( )( )( )a  

                                

2
2 2( 1)1

|| ( ) || || ( ) ||
2 2

m

t tw t C v t
a -+ Ñ

2
2 2(2 2(2 2((2 2(2 2(2 2(a2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(||||||2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(1

|| ( )
2

|| ( )(( )(( )( )  

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

(4.31) yeniden düzenlenirse ve 
2|| ( ) ||

2

b
w tD  pozitif terimi eşitsizliğin sağ tarafına 

eklenirse 

 

22
2 2( 1) 2 2

3

|| ( ) ||1
( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2
 

2

m t
w t t

w td b
E t w t C v t C w t w t

dt

a
b-+ Ñ + Ñ + + D

22
2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(|| (|| (|| (2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(

2
w t t) || ( )) || ( )

22
|| ( )|||| ( )

1
) || ( )

1
) || ( )) || ( )) || ( )) || ( )) || ( )) || ( )

1

 

olacaktır. 

 

 Dolayısıyla, { }4 3max 1,1/ 2,M Cb=  olmak üzere, 

 

2
1

4 3( ) ( )
2

m

w w

d
E t M E t CA

dt

a -+
2

1

4 3

mCA4 34 3

a -
4 3) ( )4 34 3w w4 34 3) 4 34 3) ( )) ( )4 34 34 3) 4 34 3  diferansiyel eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla 

istenilen sonuç, 

 

4 1
23( )

2

M t m

w

e A C
E t a

-
2a3)

2

e A4 1

33

M t4 m

 

 

bulunur. Yani, 0a®0a®  olduğunda [0, ]t T" Î  için 0w®  olacaktır. 
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4.1.4.  b  Katsayısı için sürekli bağımlılık 

 

Bu bölümde (4.1)-(4.3) probleminin çözümünün b  katsayısına sürekli bağımlılığı 

incelenecektir. 

 

u  fonksiyonu, 

2 2 2| | | | 0m p

tt tt t t tu u a u b u d u u u u ua b- --D - D + D - D + + =
 

(4.32) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x u x u x u x x= = ÎW
 

(4.33) 

0 ( , ) [0, ], 0u u x t T T= D º Î¶W´ >  
(4.34) 

 

probleminin çözümü olsun. v  ise, 

 

2 2 2| | ( ) | | 0m p

tt tt t t tv v a v b v d v v v v va b b- --D - D + D - D + + + =) | |) | |) | |b2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2) | |2 2 2) | |) | |) | |2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tv x u x v x u x x= = ÎW
 

0 ( , ) [0, ]v v x t T= D º Î¶W´  

 

probleminin çözümü olsun. 

 

Dolayısıyla w u v= - , 

 

2 2 2 2 2(| | | | ) (| | | | )m m p p

tt tt t t t t tw w a w b w d w u u v v u u v va b- - - --D - D + D - D + - + -
 

                                                                                                 
2| | 0pv vb -- =2| | 2p||b | ||b  (4.35) 

( ,0) 0, ( ,0) 0tw x w x x= = ÎW
 

(4.36) 

0 ( , ) [0, ], 0w w x t T T= D º Î¶W´ >  
(4.37) 

  

probleminin çözümü olur. 

 

(4.35), tw  ile 
2 ( )L W ’da çarpıldığında  
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2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (| | | | )p p

t tt t t tt t t t tw w w w a w w b w w d w w u u v v w dx- -

W
- D - D + D - D + -ò  

                                                                                         
2| | 0p

tv vw dxb -

W
+ =ò 2| |p| || | 2| | 2pb

W
|| || | 2b òWòb  

 

dır. Teorem 4.1.'deki benzer işlemlerle hesap yapıldığında, 

 

2 2 2 21 1
( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 2
w t t

b a
E t w t w t w t w t= + Ñ + D + Ñ

 

 

 olmak üzere 

 

2 2 2( ) (| | | | ) | || | | |p p p

w t t

d
E t u u v v w dx v vw dx

dt
b b- - -

W W
- +ò ò|2 2 22 2 22 2 2| |2 2 2| || |2 2 22 2 2| || |2 2 22 2 22 2 2| || |2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2||2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2|||||||w t t) |) |)w t t|

W Wò (|(|(|(|(|(|(|(|
W W

(|(|  eşitsizliği elde edilir. 

 

Eşitsizliğin sağ tarafı için bir üst sınır, 

 

2 1 2 2( 1)

2( 1) 2

1
| | || ( ) |||| ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2
| |p p p

t t p tv vw dx w t v t w t C v t
b

b b- - -
-W

+ Ñò
b2 1 2|2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2

t t p||2 1 22 1 22 1 22 1 2| | t t p||| ||| | 2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2

) 2

12 1 22 1 2

) 2) 2
2 2

) 2) 2) 2) 2) 2

2 1 22 1 22 1 2

t t p2( 1) 22( 12( 1) 2) 22( 1) 2
2

) 2) 2) 2) 2) 2) 2) 2|| ( ) |||| ( ) ||2( 1) 2) 2) 2|| ( ) |||| ( ) ||2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2

2( 1) 2) 22( 1) 2) 2

b2 1 22 1 22 1 2

2( 12( 1) 2) 2) 2

b2 1 22 1 22 1 2

t t p2( 1|| ( ) |||| ( ) |||| ( ) 2( 1|| ( ) |||| ( ) |||| ( ) |||| ( ) ||2( 1|| ( ) |||| ( ) ||) |||| ( ) |||| ( ) |||| ( ) ||2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2|| ( ) |||| ( ) |||| ( )|| ( ) |||| ( ) ||2( 1t t p

2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2

 

 

olarak bulunur. Bununla birlikte,  

 

2
2 2 2

3

|| ( ) ||
| (| | | | ) || ( ) ||

2
|p p t

t

w t
u u v v w dx C w tb b- -

W
- Ñ +ò 3 ||3b2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2||||||2 2 22 2 22 2 22 2 2

3

2 2 22 2 2
 olduğu (3.33)’de  

 

gösterilmişti. Dolayısıyla, 

 

2
2 2( 1) 2 2

2 3

|| ( ) ||1
( ) || ( ) || || ( ) || || ( ) || ( )

2 2 2 2

p t
w t

w td b
E t w t C v t C w t w t

dt

b
b-+ Ñ + Ñ + + D2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(2 2(( )

2
( )w t) ||

22
||||||

1
) || ( )

1
) || ( )) ||) || ( )

1
ǁ ǁ

 

 

olur. { }5 3max 1,M Cb=  olmak üzere 
( 1)

5 2 1( ) ( )
2

p

w w

d
E t M E t C A

dt

b -+ ( 1)( 1)( 1)C A
b ( 1)( 1)

5 2 15 2 15 2 1) ( )w w5 2 15 2 1) 5 2 15 2 1) ( )) ( )5 2 15 2 15 2 1)) 5 2 15 2 15 2 1  elde edilir. 

 

Buradan da 



56 

 

 

 

 

5 1

2 1( )
2

M t p

w

e C A t
E t b

-

b2 1)
2

e C A5

2 12 1

M t5

 

 

(4.38) 

 bulunur. Böylelikle aşağıdaki teorem geçerlidir. 

 

Teorem 4.1.4.   Teorem 4.1.'in koşulları sağlandığında,  (4.35)-(4.37) probleminin 

çözümü b  katsayısına sürekli bağımlıdır. Bununla birlikte, (4.38) eşitsizliği 

geçerlidir. 

 

4.1.5. Tüm parametrelere aynı anda bağımlılık 

 

Bundan önceki kısımlarda çözümün her bir parametreye göre sürekli bağımlılığı ayrı 

ayrı ispatlandı. Bu bölümde ise çözümün bütün parametrelere aynı zamanda sürekli 

bağımlı olup olmadığı incelenecektir. Yani bütün parametreler aynı anda 

değiştiğinde çözümde nasıl bir değişikliğin meydana geldiği araştırılacaktır. 

 

u  fonksiyonu, 

2 2 2

1 1 1 1| | | | 0m p

tt tt t t tu u a u b u d u u u u ua b- --D - D + D - D + + =
 

(4.39) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x u x u x u x= =
 

(4.40) 

0u u= D º  (4.41) 

  

başlangıç sınır değer probleminin çözümü olsun. 

 

v  de aynı başlangıç sınır koşulları altında olmak üzere, 

 

2 2 2

2 2 2 2| | | | 0m p

tt tt t t tv v a v b v d v v v v va b- --D - D + D - D + + =
 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( )tv x u x v x u x= =
 

0v v= D º  

 

probleminin çözümü olsun. 
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1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,w u v a a a d d d a a a b b b= - = - = - = - = -
 

olmak üzere yeni problem, 

 

2 2 2

1 1 1(| | | | ) m m

tt tt tt t t t t t tw w a w a v b w d w d v u u v va - --D - D - D + D - D - D + -
 

 

2 2 2 2

1| | (| | | | ) | | 0m p p p

t tv v u u v v v va b b- - - -+ + - + =
 

(4.42) 

( ,0) 0, ( ,0) 0 n

tw x w x x= = ÎW Ì n

 
(4.43) 

0 ( , ) [0, ]w w x t T= D º Î¶W´  (4.44) 

  

dır. 

 

Teorem 4.1.5. (4.42)-(4.44) probleminin bir çözümü w  olsun. Böylece w , (4.4)-

(4.7) koşulları altında denklemin a , b , a , b  katsayılarına sürekli bağımlıdır. 

 

İspat 4.1.5. (4.42) denklemi tw  ile  çarpıldığında ve Teorem 4.1’deki benzer 

işlemlerle 

 

2 2 2 2 21
1

1 1
|| ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) || ( , ) || ( ) ||

2 2 2
 

2
[ ]t t t tt t

ad b
w t w t w t w t a w v d w t

dt
+ Ñ + Ñ + D + Ñ Ñ + Ñ

2 2 2 2 2

1 1( , ) (| | | | , ) (| | , ) (| | | | , )m m m p p

t t t t t t t t t t td w v u u v v w v v w u u v v wa a b- - - - -+ Ñ Ñ + - + + -

                                                                                                        
2(| | , ) 0p

tv v wb -+ =  

 

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

 

2 2 2 2 21
1

1 1
|| ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) || || ( ) ||

2 2 2 2
[ ]t t t

ad b
w t w t w t w t d w t

dt
+ Ñ + Ñ + D + Ñ

 

2 2

1(| | | | , ) | ( , ) | | ( , ) |m m

t t t t t t tt t tu u v v w a w v d w va - -+ - Ñ Ñ + Ñ Ñt t t) | ( ,) | ( ,) | () | ( ,) | ( ,) | ( ,) | ( ,) | ( ,) | ( ,) | ( ,) | ( ,) | ( 2| (| | , ) |m

t t tv v wa -+
 

2 2 2

1| (| | | | , ) | | (| | , ) |p p p

t tu u v v w v v wb b- - -+ - +
 

(4.45) 

  

olur. 
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Şimdi eşitsizliğin sağ tarafı için üst sınırlar elde etmek için Cauchy-Schwarz 

eşitsizliği yardımıyla, 

 

2 2 2|| || || ( ) ||
| ( , ) | . 

2 2

tt t
t tt

a v w t
a w v

Ñ Ñ
Ñ Ñ +

2

2 2 22 2 22 2 2a2 2 2||2 2 22 2 2||2 2 22 2 22 2 22 2 2||||

 

 

Cauchy-Schwarz eşitsizliği yardımıyla 

2 2 2|| ( ) || || ( ) ||
| ( , ) | .

2
 

2

t t
t t

d v t w t
d w v

Ñ Ñ
Ñ Ñ +

2

d 2 2 2||2 2 22 2 2||2 2 22 2 2||||

 

 

-Young ve Sobolev eşitsizliği yardımıyla 
2 2

,
2

n
m p

n

-
-

2 2

2

n
p

n -
 olmak üzere, 

 

2 2| (| | , ) | | | | || | m m

t t t t t tv v w v v w dx- -ò2 22 22 2

t t t| || |2 2| || |2 22 22 2| || || |2 22 22 22 22 22 2| |2 22 22 22 22 22 2ò2 22 2ò2 22 22 22 22 22 22 22 22 22 2

 

                           
1

2( 1)( ) ( )m

t m tv t w t-
-2( 1( ) m

t m t2( 1( ) 2( 1v ( ) 2( 1t m t( ) 2( 1ǁ ǁ ǁ ǁ  

                           1 1

0 ( ) ( )m m

t td v t w t- -Ñ1 1

0

m m1 1d v0

m m1 1m mm m1 1Ñd vd vm mm m1 11 11 11 1
ǁ ǁ ǁ ǁ  

                           

1

1 22
0 3

1
( )

4

m

m

td A w ta
a

-
- +1 2

0 3

m

md A1 21 2

0 30 3

mad ǁ ǁ  

 

elde edilir.  Benzer şekilde, 

 

1

2 2 22
1 1

1
| |  (| , ) | ( )

4

p

p p

t tv v w d A w tb
b

-
- - +t t1 11 1

2 2 2

p

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

1 11 1

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

1 11 1

2 2 2

t tt t

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2
ǁ ǁ

 

 

dır. 

 

Ayrıca, 
2 2(| | | | ) 0m m

t t t t tu u v v w dx- -

W
-ò 0  olduğu Teorem 4.1.1. de ispat edilmiştir. 

2 2 2 2

3

1

1
| (| | | | , ) | || ( ) || || ( ) ||

2

p p

t tu u v v w C w t w t
b

- -- Ñ +t t3 || (3

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2|| ((2 2 22 2 22 2 22 2 2

3 || (||||3  olduğu da (3.33)’de 

gösterilmişti. Dolayısıyla, 
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2 2 2 21
2

1 1
( )

2 2 2 2
t t

a b
E t w w w w= + Ñ + Ñ + Dǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

 

 

olmak üzere (4.45) düzenlendiğinde ve bulduğumuz kestirimler yardımıyla  

 

2( ) ( )w w

d
E t M E t B

dt
+( )w w2)) 2) ( )) ( )( )2))) 2

 

olduğu görülür. Burada { }2 1 3 1 1max 1/ 2,1, , / 2,1M C a db= +  ve 

 

1 12 2
2 1 2 22 2

4 3 0 3 1 1
2 2

m p

m pa d
B A A d A d Aa b

- -
- -= + + +  dır. Bu diferansiyel eşitsizlik 

çözüldüğünde 
2( )

M t

wE t Bte 2)
M t2Bte)

 olacaktır. 

 

Bu da gösteriyor ki [0, ]t T" Î  için tüm katsayılar aynı anda  

0, 0, 0, 0a d a b® ® ® ®  olduğunda 0w®  olacaktır.



 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

 

Bu tezde enerji metodu kullanılarak doğrusal olmayan Klein-Gordon denkleminin 

tüm katsayılarına olan sürekli bağımlığı, çift dispersif disipatif terim içeren dalga 

denkleminin ise a , d , a  ve b  katsayılarına olan sürekli bağımlığı ispatlanmıştır. 

Bununla birlikte her iki problemin çözümlerinin tüm katsayılara aynı anda sürekli 

bağımlılığı da ispatlanmıştır. 

 

Çift dispersif terimli dalga denkleminin b  dispersif katsayısı için sürekli bağımlılık 

sonucu enerji metodu ile bulunamamıştır. Çünkü 2( )tw tDǁ ǁ  kestirimi kullanılan 

metot yardımı ile elde edilememiştir. Problemin katsayılarına olan sürekli bağımlılık 

konusu bir çok lineer olmayan kısmi türevli denklemler için enerji metodu ile uygun 

uzaylarda incelenebilinir. 
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