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DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN BAZI YAKLASIK COZUM
YONTEMLERIYLE COZUMU ve KARSILASTIRILMASI

OZET

Bilim ve teknik diinyasinda, ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler, bilimsel
problemlerin ¢6ziimiinde biiylik 6neme sahiptir. Bu tiir diferansiyel denklemler,
uygulamali bilimlerle ilgilenen bir¢ok bilim insan1 tarafindan ¢alisilmaktadir. Calisma
yapilan diferansiyel denklemlerden bir tanesi de Lane-Emden tipi diferansiyel
denklemlerdir. Astrofizikte, Lane-Emden denklemi, Newtoncu 6zg¢ekim etkisi olan,
kiiresel simetrik, politropik bir akigkanin yergekimi potansiyeli i¢in Poisson
denkleminin boyutsuz bir formudur. Bu denklem, astrofizik¢i Jonathan Homer Lane
ve Robert Emden'in adin1 tagir.

Lane—Emden denklemi, kendi ¢ekimine sahip politropik bir bedenin i¢ yapisini
tanimlamak i¢in ilk kez kullanilmistir. Bu denklemler, y1ldizin yarigapini ve kiitlesini
hesaplamak, yildizin i¢ yapisim1 tanimlamak, basing, yogunluk ve sicaklik gibi
degiskenlerinin dagilimini ve hidrostatik denge durumunu analiz etmek i¢in kullanilan
bir dizi diferansiyel denklem sistemidir. Sicaklik etkilerinin de dahil edildigi
durumlarda, 6rnegin izotermal gaz kiirelerinin incelendigi durumlarda, astrofiziksel
olay bir Lane-Emden denklemi tarafindan tanimlanir.

Yirminci ylizyilin ikinci yarisinda, izotermal ¢oztiimiin (tekil izotermal kiire) ve bu
¢ozlimiin tekil olmayan modifikasyonlarinin ilging uygulamalari, kiiresel kiimeler ve
erken tip galaksiler gibi carpismasiz sistemlerin yapilarinda kullanildi.

Bu denklemler, o6zellikle kiitlesi ve yapisal ozellikleri hakkinda bilgi edinmek
istedigimiz kugiik kiitleli yildizlar gibi belirli yildiz tiirleri lizerinde c¢alisirken
kullanighdir. Yildiz iglerinin incelenmesinde ortaya ¢ikan ikinci dereceden bir basit
diferansiyel denklem, ayni zamanda politropik diferansiyel denklemler olarak da
adlandirilir.

Dahasi, bu denklemler astrofizigin otesinde daha genis uygulamalara sahiptir.
Ozellikle kimya miihendisligi ve aerodinamik dahil olmak iizere cesitli miihendislik
alanlaryla ilgili olan sikistirilabilir akiskan kiirelerde akiskan dinamigi caligmalarinda
temel modeller olarak hizmet ederler.

Lane-Emden denklemlerinin matematiksel zarafeti ve faydasi, onlar1 teorik
astrofizigin ve uygulamali matematigin ayrilmaz bir parcasi haline getirmektedir. Cok
yonliiliikkleri, matematikc¢ilerin ve bilim insanlarinin karmasik fiziksel sistemleri
kesfetmelerine ve anlamalarina olanak taniyarak g6k cisimlerinin davranislar
hakkinda degerli bilgiler saglar ve cesitli bilimsel disiplinlerde matematiksel
modellemedeki ilerlemelere katkida bulunur.

Lane-Emden tipi diferansiyel denkleminin ¢oziilmesi ve analiz edilmesi, 6zellikle
orijin olmak iizere bazi1 noktalarda tekillik olugsmasi nedeniyle zor olmustur. Bu
ozelligi sayesinde diferansiyel denklemler i¢in yeni yOntemler gelistirilmesi igin
birmodel denklem olmustur. Coziimlerin fiziksel yapisi literatiirde bulunabilir. Lane-
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Emden tipi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri bilgisayar yardimiyla elde edilebilir,
ancak fiziksel anlayis i¢in analitik ¢oziimlere ¢ok ihtiyag¢ oldugu gozlemlenmektedir.

Bu tez ¢alismasinda, yukarida bahsedilen Lane-Emden tipi diferansiyel denklemleri
ve  bu denklemlerin ¢6zlimiinde kulanilan baz1 yontemler tamitilip, belirli
uygulamalarina yer verilmistir. Bu uygulamalarin sonucuna gore ¢Oziim
yontemlerinden hangisinin daha kullanish olduguna dair fikir beyan edilecektir. Bu
calisma dort boliimden olusmaktadir ve plani asagidaki gibidir.

Birinci boliimde, 6zette tanitilan Lane-Emden tipi diferansiyel denklemlerin formiile
edilmis gosterimi, temel elemanlar1 ve denklem 6rnekleri verilmistir. Daha sonra tezin
amacit ve Lane-Emden tipi denklemlerin ¢Oziimii icin literatiirde gelistirilen
yontemlerden bahsedilmistir.

Tezin ikinci bdliimiinde teorik kisim yer almaktadir. Bu bdliimde temel bazi
kavramlar, ayrica problemlerin ¢6zliimiinde kullanilacak olan ¢6ziim yontemleri olan
HE varyasyonel iterasyon yontemi, homotopi analiz metodu, adomian ayrigim
yontemi, sonlu farklar yontemi ve homotopi pertiirbasyon yontemi tanitilmigtir.

Tezin tiglincii bolimde sectigimiz iki tane Lane-Emden tipi diferansiyel denklemlerini
verilen sinir sartlar1 altinda, ikinci boliimde tanittigimiz metotlar ile sirasiyla ¢oziimii
yapilmis ve ¢6zlim sonucunda aldigi degerler tablo yardimiyla gosterilmistir.

Son bolimde Lane-Emden tipi diferansiyel denklemlerin HE varyasyonel iterasyon
yontemi, homotopi analiz metodu, adomian ayrigim yontemi, sonlu farklar yontemi ve
homotopi pertiirbasyon yontemine gore bu ¢alismada elde edilmis olan sonuglar
yorumlanmig ve farkli tarzdaki Lane-Emden tipi diferansiyel denklemlere
uygulanmasina yonelik onerilere yer verilerek tez ¢alismasi tamamlanmigtir.
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SOLUTION AND COMPARISON OF DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
SOME APPROXIMATE SOLUTIONS METHODS

SUMMARY

In the world of science and technology, second-order ordinary differential equations
hold significant importance in solving scientific problems. Many scientists engaged in
applied sciences work on such differential equations. One of these differential
equations studied is the Lane-Emden type of differential equation. This equation bears
the names of astrophysicists Jonathan Homer Lane and Robert Emden. In astrophysics,
the Lane-Emden equation is a dimensionless form of Poisson's equation for the
gravitational potential of a Newtonian self-gravitating, spherically symmetric,
polytrophic fluid.

The Lane-Emden equation was initially utilized to describe the internal structure of a
self-gravitating polytropic body. These equations constitute a system of differential
equations used to calculate the radius and mass of a star, define its internal structure,
analyze the distribution of variables such as pressure, density, and temperature, and
examine the hydrostatic equilibrium state. In cases where temperature effects are
included, such as when studying isothermal gas spheres, the astrophysical
phenomenon is described by a Lane-Emden equation.

In the latter half of the 20th century, interesting applications of the isothermal solution
(singular isothermal sphere) and its non-singular modifications were utilized in the
structures of collisionless systems like globular clusters and early-type galaxies.

These equations are particularly useful when studying certain types of stars, such as
low-mass stars, where we aim to understand their mass and structural properties. A
second-order ordinary differential equation emerging in the study of stellar interiors is
also known as a polytropic differential equation.

Furthermore, these equations have broader applications beyond astrophysics. They
serve as fundamental models in the study of fluid dynamics, specifically in
compressible fluid spheres, which find relevance in various engineering fields,
including chemical engineering and aerodynamics.

The Lane-Emden equations' mathematical elegance and utility make them an integral
part of theoretical astrophysics and applied mathematics. Their versatility allows
mathematicians and scientists to explore and comprehend complex physical systems,
providing valuable insights into the behavior of celestial objects and contributing to
advancements in mathematical modeling across diverse scientific disciplines.

Solving and analyzing Lane-Emden type differential equations has been challenging,
especially due to singularities occurring at certain points, like the origin. While
solutions can be found through computational means, there's a recognized need for
analytical solutions to enhance physical understanding.

This thesis aims to emphasize the significance of Lane-Emden type differential
equations by introducing various methods used in solving these equations and
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evaluating the impact of these methods on applications. Based on the results of the
applications, an opinion will be stated regarding which solution method proves to be
more practical, thereby contributing to further research in the relevant field. This work
comprises four sections structured as follows:

In the first chapter, the formulated representation of the Lane-Emden type differential
equations introduced in the abstract, its basic elements and examples of equations are
given. Then, the aim of the thesis and the methods developed in the literature for
solving Lane-Emden type equations are mentioned.

The second section delves into the theoretical aspect, introducing fundamental
concepts and the solution methods used to solve problems: the HE’s variational
iteration method, finite differences method, homotopy perturbation method, homotopy
analysis method, and Adomian decomposition method.

In the third chapter of the thesis, we solved two Lane-Emden type differential
equations under specified boundary conditions using several methods. Firstly,
solutions were obtained using the HE variational iteration method. For this purpose,
Lagrange multiplier and initial approximation function were determined.
Subsequently, functional solutions were computed through iterative processes up to a
certain level. Secondly, we employed the Adomian decomposition method for the
solution. Here, we initially identified Adomian polynomials as initial approximation
function and then proceeded with iterative procedures, achieving functional solutions
up to a specified level. Thirdly, for the solution using the homotopy perturbation
method, we established the homotopy structure to calculate approximation functions.
Within the homotopy analysis method, we formulated the zeroth-order deformation
equation, followed by higher-order deformation equations, and conducted iterative
procedures to solve them. Additionally, solutions were obtained in Matlab using the

finite differences method based on the chosen value of 'n'.

The final section interprets the results obtained from Lane-Emden type differential
equations using the HE variational iteration method, Adomian decomposition method,
homotopy perturbation method, homotopy analysis method, and finite differences
method. it is seen that closer results can be obtained by calculating higher-order
approximations for all methods used.

Adomian decomposition method can be easily applied to differential equations.
Approximate solutions obtained using this method are nearly identical to the analytical
solutions of nonlinear equations. Adomian polynomials can be separately determined
for different types of Lane-Emden equations, leading to approximate solutions.
Homotopy analysis method is applicable to nonlinear differential equations. The
approximate solutions obtained through this method are almost the same as the
analytical solutions of the Lane-Emden (Poisson) equation. Writing approximate
solutions using the homotopy analysis method can yield close results to the exact
solutions. Convergence in the homotopy perturbation method depends on the initial
approximation chosen and is also related to the homotopy path. Results close to the
exact solutions have been observed. Moreover, this method requires more
computational effort compared to others.

The cost of the finite differences method is also higher compared to others, but
selecting a large value can vyield close results. Due to the high computational load,
computer assistance might be necessary. The values used in the solution methods in
this thesis have been arbitrarily chosen, without any specific reason. There is no
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particular justification for their selection. Changing the values for a more detailed
comparison of solutions could be the subject of another study.
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1. GIRIS

Gliniimiizde bilimsel problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan ikinci dereceden adi
diferansiyel denklemler biiyiik 6nem tagimaktadir. Bu diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiiyle alakali, uygulamali bilimler ile ilgilenen bir¢ok bilim insani g¢aligma
yapmistir. Calisma yapilan diferansiyel denklemlerden bir tanesi de Lane-Emden tipi

diferansiyel denklemlerdir.

Lane-Emden tipi denklemler, ilk olarak 1870 yilinda Jonathan Homer Lane tarafindan
yaymlanmis [1] ve Robert Emden tarafindan detayli olarak calisilmistir [2]. Lane-
Emden tipi denklemler matematiksel fizik ve astrofizikte bir y1ldizin yapisal problemi,
Politropik izotermal gazlarda denge yogunluk dagiliminmi agiklamak ve molekiillerin
karsilikli ¢ekimi altinda hareket eden bir gaz bulutunun termal davranist gibi gesitli

olgulart modellemek igin sikc¢a kullanilmaktadir[3].

Lane-Emden denklemlerinin baslangi¢ kosullar1 ile genel formu asagidaki gibidir.

y"(x) +§ V) +fy)=gkx), kx=0 (1.1)

y(0) =a, y'(0)=0 (1.2

Burada f (x, y) lineer olmayan bir fonksiyondur. Bu denklemin analitik ¢6ziimii X = 0
noktasinda verilen baslangi¢ kosullartyla mevcut oldugu bilinmektedir. Fakat x = 0
deki tekil durum sadece Lane-Emden denkleminde degil ayrica kuantum mekanigi ve

astrofizikte ¢ok cesitli lineer olmayan problemlerde karsimiza ¢ikar. [4]

Verilen denklemde k = 2, f(x,y) = y™, g(x) = 0 ve baslangi¢ kosullar

y(0) =1, y'(0) =0 (1.3)

gibi aliirsa



Y’ +2 Y@+ ym=0 (L4)

denklemi olusur. Bu denklem standart Lane-Emden denklemi olarak bilinir,

Astrofizikte bu denkleme poisson denklemi de denir [5].

y™ ifadesindeki n politropik indeks olarak adlandirilir. (1.4) denkleminde
n parametresi 0 < n < 5 araliginda 6nemli rol oynar. (1.3) baslangi¢ kosullari ile (1.4)
denkleminin n = 0,1,5 i¢in analitik ¢6ziimii vardir [6]. Bu ¢6zlim fonksiyonlar1 Tablo
1.1 de gosterilmistir. Bu durum yildiz yapisi kararlilik ve salinimlarin incelenmesinde

Lane-Emden denkleminin pratik kullanimi i¢in dnemli bir dezavantajdir.

Tablo 1.1. (1.4) denkleminin ¢6ziim fonksiyonlari

n 0 1 5
-1
Coziim X U N
- E X <1 + ?>

flx,y) = (y* - c)% aldigimizda Chandrasekhar'in  beyaz ciice yildizlarin kiitle
¢cekim potansiyeli lizerine yaptigi calismada tanitilan "beyaz ciice" denklemine
ulagiriz. ¢ =0 alindiginda bu denklem,n =3 olan Lane-Emden denklemine
indirgenir. f(x,y) = e” olarak alindiginda izotermal gaz kiirelerini tanimlayan bir
model elde edilir.f(x,y) = e™ olarak diizenlendiginde yildizin termodinamik ve
hidrostatik denge i¢inde, belirli bir denklem durumuyla gaz halinde bir kiire olarak

modellemek i¢in kullanilir.

1.1. Tezin Amaci

Bu tez calismasinin amaci 6zel olarak secilen iki adet Lane-Emden denklemini belirli
yontemlerle ¢cozmek ve ¢oziim yontemlerini birbirleriyle karsilagtirarak hangisinin

daha kullanigh oldugu hakkinda fikir edinmektir.

1.2. Literatiir Arastirmasi

Lane-Emden denkleminin ¢6ziimii igin ¢esitli yontemler kullanilmaktadir. Bu
yontemlerden bazilari adomian ayrisim yontemi [3,7], sinc-kolokasyon yontemi [8],

sonlu fark yontemleri [9-11], Pade serileri yontemi [12]. Parand ve digerleri , Lane-
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Emden denklemi i¢in Hermite collocation yontemini dnermistir [13], homotopi analiz
yontemi [14-15], z varyasyonal iterasyon yontemi [16-18], homotopi pertiirbasyon
yontemi [19-22], Yousefi Lane-Emden denklemlerini integral denklemlerine
doniistiiriirek sayisal bir ¢6ziim elde etmistir [23]. Pandey ve digerleri , Lane-Emden
denkleminin ¢6ziimii i¢in Legendre operasyon matrisini kullanarak verimli bir sayisal
yontem gelistirmistir [24]. Berstein operasyonel matriks yontemi [25], Ramos ise
yaptig1 bazi ¢alismlarda Lane-Emden denkleminin i¢in seri yaklasimlari lineerlestirme

gibi yontemleri gostermistir [26-28].






2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanmm 2.0.1 Biry = f(x) fonksiyonunun, x bagimsiz degiskeni, y bagimli degiskeni
ve onun sinirh sayida herhangi mertebeye kadar tiirevleri arasinda kurulmus olan bir

esitlige Diferansiyel Denklem denir. Bu tanima goére bir diferansiyel denklemin genel

ifadesi su sekildedir [29].

Py @ By I @3
Y dx? T dxn

Tanmm 2.0.2 Denklemde bulunan bir bagli degiskenler kiimesinin bir elemanini ya da
onun bir tiirevini bulunduran her terim, bu degiskene ve tiirevlerine gore birinci
dereceden ise, bu diferansiyel denklem bu bagli degisken kiimesine gore lineer’dir. Bir
bagli degiskene gore lineer olmayan denkleme, bu bagli degiskene gore lineer olmayan
diferansiyel denklem denir [30].

Tamim 2.0.3 n basamaktan bir diferansiyel denklemin

d'y . (2.2)
@(xo) =k, i=012,..,n—-1
kosullarin1 saglayan ¢oziimlerini bulma problemine baslangi¢ deger problemi denir.

Bu kosullara da baslangi¢ kosullar1 adi verilir [30].

2 n
Tammm 2.04 F (x, y,%,%, ""ZTZ) = 0 seklindeki n. mertebeden adi diferansiyel

denklemim tanimli oldugu aralikta 2 veya daha fazla noktada toplam olarak n tane

degeri biliniyorsa buna Sinir deger problemi denir [29].

Tamim 2.0.5 Bir diizgiin bolgede, apsisleri x, ordinatlar1 y, ve y, olan iki keyfi nokta
se¢ilmis olsun. Aynm1 D bolgesinde siirekli bir f(x,y) = 0 fonksiyonunun var
oldugunu kabul edelim. Keyfi se¢ilen her nokta cifti i¢in |f(x,y,)- f(x,y1)| <
€ |y, - y1| iliskisi gergeklesecek sekilde bir € pozitif sayist bulunabiliyorsa, f(x, y)
fonksiyonu, D bolgesinde y ye gore Lipschitz Kosulu’nu saglamis olur [29].

2.1, HE Varyasyonel Iterasyon Yontemi

L lineer, N nonlineer bir operatér olmak iizere;



Lu+ Nu = f(x) (2.2)

genel nonlineer bir denkleminin varyasyonel iterasyon yontemine gore diizeltme

fonksiyonu su sekilde tanimlanir.

b (2.3)
Upsr (%) = Un () + f () [Lun(5) + Niin(s) — £(5)]ds

Burada A genel lagrange carpanidir ve varyasyonel analiz yontemler kullanilarak
hesapanabilir. A sabit bir say1 veya fonksiyon olabililir. A yontem igin kritik bir rol
oynamaktadir. &, smirlanmis varyasyon olup 8, = 0’dir. Burada Oncelikle olarak

A(s)yi hesaplayalim.

Her iki tarafin § varyasyononu alirsak

Sup 1 (X) = Sup(x) (1 —A(x)+ gl(@) + 82(x)u’, (%)

s f e </1"() L AP “”) (2.4)

Baglangic kosullarini saglatirsa

Alx=5)=0, (2.5)

Mlp=x = 1, (2.6)

A =2 2.7

A - ks > =0 ( )
X

elde edilir. Farkli k durumlari igin A genel Lagrange carpaninin fonksiyonlar1 Tablo

2.1 de gosterilmistir [33].

Tablo 2.1. Lagrange fonksiyonlari

k k=1 k=2 k>2
_ k-1 _ k-1
2(s) sIn (E) s(s—x) s(s x 1)
x X (k — 1)xk-1




Ardindan, baslangi¢ kosullarin1 saglayacak sekilde bir u, ilk yaklasim fonksiyonu
secilir. Bu degerler (2.3) iterasyon formiiliinde yerlerine yazilarak u,, n = 1,2, ...

yaklasimlar1 bulunur. Sonug olarak ¢6ziim fonksiyonu

u = lim u, (2.8)

n—-oo

ile bulunur.

2.2, Adomian Ayrisim Yontemi

F, lineer ve lineer olmayan terimleri igeren bir genel lineer olmayan adi diferansiyel

operatorii olmak tizere

F(u) = g(x) (2.9)

denklemi ele alinsin.
L tersi almabilen ve verilen diferansiyel denklemin en yiiksek mertebeden tiirevini
iceren bir lineer operatoriinii, R lineer operatoriin kalan kismini1 ve N ise lineer

olmayan terimi gostermek tizere (2.9) denklemini
Lu+ Nu+ Ru = g(x) (2.10)

seklinde yazalim. L™! ters operatérii esitligin her iki tarafina uygulanip diizenleme

yapilirsa

Llu=L1'g—LRu—L"Nu (2.12)

elde edilir. L’nin ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operatér oldugunu

kabul edersek (2.11) esitliginde gerekli diizenlemeler yapilinca
u=a+bx+Ltg—LRu—L"INu (2.12)

¢oziim fonksiyonu bulunur. (2.12) ile elde edilen esitlikteki N(u) lineer olmayan

terimi

(2.13)

N(u) = i A,
n=0

bi¢ciminde ifade edilir. Buradaki A,, 6zel bir polinom olan Adomian polinomlarini

gostermektedir. (2.12) esitligindeki u ayristirilmis seri ¢o6ziim fonksiyonunu temsil



eder. Bu seri ¢oziim fonksiyonunun ilk terimi u,, verilen baslangi¢ degeri sag taraf
fonksiyonun integrali olmak iizere u, = a + bx — L™g ile bulunur daha sonra ilk
terim olan u, kullanilarak sirasiyla uq, u,, us ... terimleri elde edilerek ayristirilmis

seri ¢oziim fonksiyonu

e 2.14
u(lx,t) = Z u,(x,t) 219

n=0

yazilir. Bu seri ¢6ziimii kullanilarak (2.12) esitligi tekrar yazilirsa

i 0 i (2.15)
Zun =u0—L_1Zun—L_1Z n

n=0 n=0 n=0
genel seri formu bulunur. Benzer olarak (2.15) esitligi belirgin sekilde
u; = —L'Ruy — L7'4,
u, = =L 'Ru, — L71A,
(2.16)
Uy = =L Ru, — L7'4,,, n>0

formunda yazilabilir. (2.16) esitligindeki biitiin A,, adomian polinomlarinin ayristilmis

hali ise literatiirde

Ay = f(uo)

A =u (diu()f(uo)

d w2\ [ d? 2.17)
Ay =uy (d_uo) fup) + <7) (du()z)f(u())




ile verilmektedir. Buradan agikga goriiliirki A, sadece u,’a, A; iSe uy ve u;’e, A, ise
Ug, U; Ve Uy’ ye baghdir ve bu sekilde ilerler. Ayrisim metodu kullanilarak u(x,t)

kapali ¢6ziim fonksiyonunun bu fonksiyonu ait sayisal ¢oziimlerin elde edilmesi igin;

> (2.18)
d(xt) = z u,(x,t)

n=0
olmak iizere
lim ®,, = u(x,t) (2.19)
n—-oo
ifadesi (2.16) indirgeme bagintis1 g6z 6niine alinarak kolayca hesaplanabilir.
2.3. Homotopi Pertiirbasyon Yoéntemi
Bir A genel bir diferansiyel operatorii igin
Alw)—f(r)y=0, req (2.20)

Nonlineer bir diferansiyel denklemini asagidaki sinir kosullariyla ele alalim.

0
B (u,—u> =0 rerl (2.21)
on

Burada B sinir operatord, f(r) bilinen bir analitik fonksiyon, I ise Q) tanim kiimesinin

siiridir.

L lineer ve N nonlinear olmak iizere A operatoriinii
A(w) =L(uw) + N(w) (2.22)
olacak sekilde iki kisma ayrildiginda (2.20) ifadesi
Lw)+Nuw)—f(r)=0 (2.23)
seklinde yazilabilir. Buradan
V(r,p):Qx[0,1] = R (2.24)

seklinde Homotopi yapisi kurulabilir. Bu homotopi yapisi



Hw,p) = A -pILWw) = L] +pl[Aw) - f(]=0 pel0l] req  (2.25)
ya da
H(v,p) = L(v) — L(up) + pL(uy) +p[N(w) — f(r)] =0 pe€ef0l] reQ  (2.26)

esitlikleriyle ifade edilir. (2.25) ve (2.26) ifadelerinde yer alan p € [0,1] parametresine
gémme parametresi denir. u,, ifadesi (2.20) denklemini saglayan baslangi¢ sinir

sartidir. (2.25) denkleminde p yerine sirasiyla 0 ve 1 konursa ;
H(v,0) = L(v) — L(uy) =0 (2.27)
Hwv,1))=Aw)—f(r)=0 (2.28)

elde edilir. p nin0’dan baslayarak birime dogru degisim siireci ayni zamanda
V(r,p)’nin de uy(r) den u(r) ye olan degismesini gostermektedir. L(v) — L(uy),
A(w) — f(r) iftine homotopik denmektedir. Denklemde p ifadesi kiigiik bir
parametre olarak kabul edip (2.26) denkleminin ¢oziimii i¢in

v =11+ pv; +p%v, +p3vg + - = z p"v,
n-0 (2.29)

olacak sekilde p parametresinin kuvvet serisi asagidaki sekilde gibi yazilabilir.

p°: f (o) — f(x0) =0 (2.30)
ptif'(ve)vy + f(xg) =0 (2.31)
P2 [ (vo)va + 5 [ (W) ? = 0 2.32)
p3: f (vy)vs + %f”(vo)Zvlvz + %f”’(vo)vlg’ =0 (2:33)
Bu denklemlerden v, v, , vs, ... i¢in ¢oziilmesiyle
) (2:34)

N TCS)
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_ @ f () < f(x0)>2 (2.35)
V2T T ) 21 (o) \f (wo)

— _f”(vo)vlvz £ (wo)v,® (2.36)

BT T w3 )
_ _1<f”(vo)>2 (f(vo)>3 L 117w (f(v0)>3
21\ f'(wo) ] \Sf'(wo) 31 f'(vo) \f'(vo)

serisinin vy, v, ve vy bilesenleri elde edilir. Buradan p =1 alinirsa yaklasim

fonksiyonu asagidaki denklem bulunur.

u=lin}v=vo+vl+v2+v3+--- (2.37)
p—)

2.4. Homotopi Analiz Yontemi

Asagidaki lineer olmayan cebirsel denklemini alalim.
N[u(x)]=0 (2.38)

Ndogrusal olmayan bir operatordiir, X bagimsiz degiskeni temsil eder, u(x) bilinmeyen
bir fonksiyondur Geleneksel homotopi yontemini genellestirerek, Liao [34] sifirinci

dereceden deformasyon denklemi kurulur.

(1 = p)LIp(x;p) — uo(x)] = phH(x)N[¢(x; p)] (2.39)

Burada p €[0,1], gémme parametresidir, h # 0 sifirdan farkli bir yardimei
parametredir, H(x) # 0 bir yardimec1 fonksiyon, L bir yardime1 lineer operator, uq (x)
ise u(x) ifadesinin baslangi¢ tahmini ¢ (x; p) ise bilinmeyen bir fonksiyondur. p = 0

ve p = 1 iken,

¢ (x; 0) = uo(x), ¢(x 1) = ulx)

Bu ifade bize p parametrisi 0 ‘dan 1’ e degistikge ¢(x;p) nin , uy(x)den ¢éziim
fonksiyonu olan u(x) e ulastigimi gosterir. ¢ (x; p), homotopi paremetresi p’nin bir
fonksiyonu oldugu i¢in m. mertebeden taylor serisine agarsak

1 0™¢(x;p) (2.40)

Uy (X) = —
m!  Jdp™ =0

11



bulunur, ve bu denklemden
ik (2.41)
BCP) = Uo() + ) un(p"
m=1

elde edilir. Eger yardimet lineer operator, baslangi¢ tahmini, yardimei parametre h, ve

yardime1 fonksiyon uygun sekilde segilirse, p = 1 i¢in (2.41) denklemi yakinsar, bu

durumda
il (2.42)
B0 1) = up() + ) un(®)
elde edilir. h = —1 ve H(x) = 1 segildiginde (2.39) denklemi
(1 —p)LI¢p(x;p) — uo(x)] + pN[p(x; p)] (2.43)

denklemine doniisiir ve bu denklem genellikle homotopi pertiirbasyon metodunda
kullanilir. Yiiksek mertebe deformasyon denklemleri sifirinci derece deformasyon
denkleminden elde edilir. U, = {uy(x),uy(x),...,u,(x)} seklinde vektorii
tanimlansin. (2.39) denklemini p ye gore m kez tiirevi alinirsa ve p = 0 alinirarak m!

e bolunirse
U (%) = XmUm—1 () + RLT Ry (-1 (%)) (2.44)

denklemi elde edilir. Bu denkleme m. mertebeden deformasyon denklemi denir.

Burada

1 0™ 'N[p(x;p)]
(m—1)! op™-1

Rm(am—l) =
p=0

ve

seklinde tanimlanir.

12



2.5. Sonlu Fark Yontemi

Bu yontemde, tiirevler igin sonlu fark yaklasimlari bulabilmek i¢in Taylor seri

acilimindan faydalanilacaktir.

u = f(x) fonksiyonunun x; noktasi civarindaki Taylor serisi a¢ilimi asagidaki
gibidir.

U(x) = U(Xl) + # (x — xl.) + uuz('!xi) (.X' _ xi)z (245)
N uu;(!xi) (x _ xi)3 4.

(2.45) ifadesinde ki x yerine sirasiyla x = h+x; Vve x = x; —h alinip yeniden

diizenlenirse asagidaki denklemler elde edilir.

! 3 14 4 nr 3 2.46
ulx; + h) = ulx) + wx) h+— (i) h? + = (1) h3 + - (2.46)

1! 2! 3!

! ) n 4 nr ) 2.47
u(x; —h) =U(Xi)_u (xl)h+u (xl)hz—u (x‘)h3+--- (2.47)

1! 2! 3!
(2.46) ifadesinden u'(x;) tiirevi ¢ekilirse

u(x; + h})l —u(x;) Lom (2.48)

u'(x;) =
ifadesi elde edilir. (2.48) ifadesine ileri fark yaklasimi denir. (2.47) ifadesinden u’(x;)

tiirevi ¢ekilirse

u(x;) — Z(xi —h) +0(h) (2.49)

W' x) =
ifadesi elde edilir. (2.49) ifadesine geri fark yaklagimi denir. (2.46) ve (2.47) ifadeler

taraf tarafa ¢ikartilirsa ve u'(x;) tiirevi ¢ekilirse

u(x; + h) —u(x; —h)
2h

(2.50)

u' (%) = + 0(h?)

ifadesi elde edilir. (2.49) ifadesine merkezi fark yaklagimi denir.(2.46) ve (2.47)

ifadelerinde sirasiyla h yerine 2h alinirsa asagidaki denlemler elde edilir.

13



u'(x; u' (x; u"’ (x; 2.51

u(x; + 2h) =u(xi)+%2h+ 2(' )4h2+ 3(| 1)8h3+--- (251)
! ) n . nr . 2.52

u(; — 2h) = u(x;) — = ﬁc‘) 2h + 2 z(fc‘) an? ~ L 3('x‘) 8h3 + -.- (252)

(2.46) ifadesini “2” ile carpip (2.51) ifadesiyle taraf tarafa ¢ikartilirsa ve bu ifadeden

u''(x;) cekilirse,

u(x; + 2h) — ZI;lgxi + h) + u(x;) Lo (2.53)

u’(x;) =
seklinde u"(x;) igin ileri fark yaklasimi elde edilir. (2.46) ifadesini “2” ile ¢arpip
(2.51) ifadesiyle taraf tarafa ¢ikartilirsa ve bu ifadeden u' (x;) ¢ekilirse,

u(x; — 2h) — Zz;lgxi — h) + u(x;) Lo (2.54)

W' (x) =
seklide u"'(x;) i¢in geri fark yaklagimi elde edilir. (2.46) ve (2.47) ifadeler taraf tarafa
toplanip u'’(x;) tiirevi gekilirse

u(x; —h) — 2u(x;) + u(x; + h)
h2

(2.55)

u'(x) = +0(h?)

Ifadesi elde edilir. (2.49) ifadesine u"' (x;) i¢in merkezi fark yaklasimi denir.
2.5.1. Lineer problemlerin sonlu fark yontemi ile ¢oziimii

u'(x;) =pu' +qgx)u+rx),a<x<b, u(a)=aub)=p (2.56)
seklindeki sinir deger problemini géz oniine alahm. [a, b] araligint n > 0 tamsayisi

i¢in h = g, x; = a+ ih, i =0,1,...n4+ 1 olacak sekilde n + 1 esit

pargaya boliiniir. (2.56) ifadesinde u' ve u” tiirevleri yerine merkezi fark yaklagimlar

yazilirsa,

14



u(xiyg) — Zuh(zxi) +u(x;—1) +0(h?) (2.57)
= p(x) u(xi+1)2—hu(xi—1)+0(h)

+ q(x)ulx;) + r(x;)

elde edilir. (2.57) denklemini sadelestirme i¢in u(x;) = w; almip hata terimleri ihmal

edilirse
—Wiyr + 2w + Wy g Wiy1 — Wi_g (2.58)
2z (x;) R +q(x)w;
= —r(x,) i=12,..,n
elde edilir. Bu ifade diizenlenir ve sinir degerleri de goz oniine alinirsa
h (2.59)
-1+ Ep(xi) wi—1 + (2 + h?q(x))w;
h .
— <1 — Ep(aq)) Wi = —h?r(x;) i=12,..,n
wo = a, Wpi1 =
elde edilir. Bu ise
AW =B (2.60)

Seklinde bir lineer denklem sistemi olarak ifade edilebilir.

Burada,
_ 5 h
2+ h%q(x;) —(1+§P(x1) w0
h :
—(1+EP(X2) 2 +hZQ(x2) 0
A=
0 )
h h
~(1+5p(x) 1+5p(x2)
0 0 2+ h?q(xy).

nxn

15



ve

_—hzr(xl) + (1 + ;p(x1)> a_
—h%r(xy)
'_hzrtxn—l)

(e, + (1 - gp(x,a)ﬁ

nx1

dir. Bu lineer denklem sistemi Crout Y6ntemiyle ¢6ziildiigiinde (2.56) ile verilen sinir

deger probleminin niimerik ¢6ziimii elde edilmis olur.

2.5.2. Lineer olmayan problemlerin sonlu fark yontemi ile ¢oziimii

u' =f(xuu), as<x<b u(a)=a, u(b) =p (2.61)

seklindeki sinir deger problemini géz oniine alalim. [a, b] araligini n > 0 tamsayist
-a

i¢cin h = %, x; =a+ih, i =0,1,...n+ 1 olacak sekilde n + 1 esit
pargaya boliiniir. (2.56) ifadesinde u' ve u' tiirevleri yerine merkezi fark yaklagimlari

yazilirsa,

u(xiyq) — 2ulx;) + ulxi—1) (2.62)

h2

u(xip1) —ulxi—q)
2h

+ 0(h?)

= fQux), +0(h)

elde edilir. (2.57) denklemini sadelestirme i¢im u(x;) = w; alinip hata terimleri ihmal

edilirse

(2.63)

—Wiyr + 2w + Wy Wit — Wig
DU p (L, My

Wo = &, Wni1 =P

elde edilir. Burada w; u(x;) nin yaklasik degeridir. Bu denklem sisteminden

16



2 W2 _
—a+2w;—w,+h f(xl,wl,T) =0
2 W3 1y _
_W1 + 2W2 - W3 + h f(xZ,Wz,T) _ O
2 Wy — W
_WZ + 2W3 - W4 + h f(.X3,W3,T) = 0
W, — W,_
—Wp—2 + 2Wn—l — Wp + hzf(xn—lfwn—lﬁ nTnz) =0
- W, _
—Wy_q + 2wy, + h2f (x, Wi, u) —B=0
Zh (2.64)

seklinde n tane lineer olmayan denklemden olusan non-lineer denklem sistemine
ulasilir. Bu denklem sistemi F (W) = 0 seklinde Newton yontemi kullanilarak ¢6ziim

elde edilmis olur.
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3. UYGULAMALAR
Bu boliimde 6zel olarak seg¢ilen iki adet Lane-Emden denklemini
u'(0) =0,u(0) =1 (3.2)

sinir sartlar1 altinda ikinci boliimde belirtilen yontemler ile ¢oziilmiistiir. Elde eldilen

niimerik ¢oziimler tablo yardimiyla tam ¢oziimlerle karsilagtirilmistir.

Coziim sirasinda iglemler i¢in Mathematica ve Matlab programlarindan

yararlanilmastir.

3.1. Problem 1

2
w4+ -u +ut=0 (32)
X
denkleminin (3.1) sinir sartlari altinda tam ¢oziimii
2 —71 (3.3)
=(1+—
u(x) ( 3 )
dir [6]. (3.1) ifadesinin x = 0 Taylor seri agilimi ise asagidaki gibidir.
x? x* 5x° 35x%  7x10 (3.4)
= = 1—-—4 —— _ 12
) = un(%) 6 v 22232 T 10368 o1z T 0
3.1.1. Problem 1’in HE varyosyonel iterasyon yontemi ile ¢oziimii
Bu denklem i¢in diizeltme denklemi
~ (3.5)

100 = 19+ [ A5) (159) + 0's(5) + () = 0 ) ds
0

seklinde tanimlanir.



s(s—x)

Bu denklem i¢in lagrange ¢arpani A(s) = seklinde bulunur ve ilk yaklasim

X

fonksiyonunun problemin baglangi¢ kosullarin1 saglamasi gerektiginden uy(x) =1
olarak almabilir.Diizeltme fonskiyonunda n = 0,1,2, ... degerlerine yerine konulup

iterasyon adimlarinda ilk alt1 yaklasim asagidaki gibidir.

x? (3.6)
u(x)=1- 3

x? x* (3.7)

— _ _ 6

u,(x) =1 6+24+0(x)
_ 1 x? N x* 5x° L OG®) (3.8)

us(®) =1 -t oy mag 1O
x? x* 5x° 35x8 . (3.9)
wx)=1——+———=+ +0(x'?)

6 24 432 10368

)= 1 x? N x* 5x° y 35x8  7x10 L 0(x2) (3.10)
us(¥) =1- 4+~ 132 10368 o1z T 0

Bu sekilde devam edecek olursak

o) =1 x? N x* 5x° N 35x8  7x10 (3.12)
X = T T 54 T 432 T 10368 6912
N 7712 143x14 N 71516 12155x18
248832 1492992 ' 23887872 1289945088
46189x2°
22
+ 15479341056 T 0

olarak elde edilir. u = lim u, alinirsa (3.4) ifadesi elde edilir.
n—-oo

3.1.2. Problem 1’in Adomian ayrisim yontemi ile ¢oziimii

Verilen denklem i¢in L lineer operatdrii ve operatér formu

Ldy,d (3.12)
L() =x EE@ZEMJ

Lu = —u5 (313)
seklinde tanimlanir. Buradan
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u(x) = u(0) +u'(0)x — L™ 'u®
u(x) =1—-L b

elde edilir. Sonsuz seri toplami alinirsa

Z u, = 1—L71 z A, Uy = =LA,
n=0 n=0
X
X
Uipqg = —j x~? (f x2A; dx) dx
0
0

elde edilir. Simdi de u® i¢in A; adomian polinomlarini bulalim.
AO =] uom =

A 5x2
A1 = mu1u0 == _T

uy 35x*
A, = muyue™t + m(m — 1)%110’"‘2 B

Az = muzuy™ 1 + m(m — Duguyuy™ 2

3 6
Uy B —35x
+m(m—1)(m—2)?u0m3= Taa

2
u
Ay = mugug™t + m(m — 1) <% + u1u3> uy ™2

2
U u2117n—3
21 70

+m(m—-1)(m—2)

u
+m@m—-1)(m-2)(m— B)Iuom“L =

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

ifadelerinde m=5 yazarak buldugumuz Adomian polinomlarin1 sirasiyla (3.17)

ifadesinde yazarak iterasyon adimlarini yaparsak

u0:1

21
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x? (3.24)
x* (3.25)
5x (3.26)

35y (3:27)
%= 70368

elde edilir.

Elde ettigimiz degerleri (2.18) denkleminde yerine yazilacak olursa (3.4) ifadesi elde

edilir. u = lim u, alinirsa da (3.3) elde edilir.
n—-oo

3.1.3. Problem 1’in homotopi pertiirbasyon yontemi ile ¢6ziimii

Verilen (3.2) nonliner denklemi (2.25) denkleminde yerine konulursa

H(v,p) = (1= pILW) = L(u)] +plA(w) = fF(N] = 0 (3.28)
2 2 2
H(U,p) = (1 — p) [U” + 2y = uO” _ _uol] +p [U” + 2y = 175] -0 (329)
X X x
Elde edilir. Sinir sartlarini kontrol edersek ;
2 2
H(v,0) = [vn +2v —u, — _uor] (3.30)
X X
(3.31)

2
Hw, 1) = [v” +;v’ —vs] =0

denklemlerini elde ederiz. Homotopi pertiirbasyon metodu i¢in seri agilimi yaparak

elde edilen
v = vy + pvy + p?v, + p3vs + ptu, + 0(p°) (3.32)

v' =, +pv +p%v, +p3vy +ptu, + 0(p°) (3.33)

22



v = vy +pvy +pv," + p3vs” +ptu, + 0(p°) (3.34)

denklemlerini (3.28) ana denklemde yerine yazarsak

" 17 " " 2 3.35
(o" +pvs” +p*0," +p7vs" +ptvg ) + - (o' +pvr’ +pvy (439
3 ! 4 ! " 2 ! " 2 !
+p vy’ +ptv, + ) —ug — Yo + plug +;u0
+ (o + pv1 +p?v; + P°vs + vy + )% =0
denklemi elde edilir.
p? igin,
n 14 n 4 (3'36)
. —Zul =0
v + 2P0 ~ U — U
vo(0) =1 v,'(0) =0
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢éziimii  vy(x) = 1 elde edilir [28].
p i¢in,
2 2 3.37
v1”+;vl,+uO”+;uO,+v05 = 0 ( )
v1(0) =0, v,"(0) =0
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii v4(x) = — %xz elde edilir [28].
p? igin
2
vZI, + ;172' + uO” + 51711704 =0 (338)
v,(0) =0, v,'(0) =0
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢ozimii v, (x) = % = % elde edilir [28].
p3 icin
(3.39)

" 2 1 4 2., 3 —
7.73 + ;v3 + 5172170 + 10171 UO — O
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v3(0) =0, v3'(0) =0

_Ea6
Bu denklemin goziimii v;(x) = —— elde edilir [28].
p* icin ,
" 2 ! 4 3 3 2 (340)
(2 +;v4 + 5v3vp* + 20v,v,v5° + 10v7 vy = 0

1,(0) =0, 1,/(0)=0

35x8
10368

Bu denklemin ¢oziimii v, (x) = elde edilir [28].

Buradan genel ¢6ziim
u v ="vy+pv +p3v, +piv; + ptu, + 0(p°)
Olarak bulunur.Tam ¢6zlim i¢cin p = 1 alindiginda,

u=limv
p—1

U=vy+v, +v, +v3+v,+ 0%

2 4 6 8
X X 5x 35x
u=1—-—=—4=—=+
6 24 432 10368

+ -+ taylor seri agilimi1 elde edilir. Buagilim da (3.3)

¢ozlim fonksiyonunun agilimidir.

3.1.4. Problem 1’in homotopi analiz yontemi ile ¢oziimii

Once L lineer operatériinii belirleyelim.

2
LG p)] =" () + —¢'(x) (3.41)

Bununla birlikte L [—Cx—1 + cz] =0 ¢;(i = 1,2) integrasyon sabitleridir. N nonlineer
operatoru

2 42
NIpGs P = 6" () + S0 + 9° (842

seklinde tanimlanir. Sifirinci mertebeden deformasyon denklemi
(1 = pILIp(x; p) — uo ()] = phH (X)N[p(x; p)] (3.43)

seklinde olusturulur. Buradan

$(x;0) = uo(x), @(x; 1) = ulx)dir.
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U() = Up() + )t (¥)
m=1

ifadesi bu denklemin asil ¢6ziimiidiir. m. mertebeden deformasyon denklemi
U () = X1 () + AL Ry (i1 () (3.44)

Seklindedir. Buradan R,, (Tim_l(x)) iterasyon adimlarinda sirasiyla yerine konularak

g 143 2 I 345
Rl(uO(X)) = uo + ;uo + uOs ( )
N , 2, 4 (3.46)
RZ (ul(x)) = u1 + ;ul + 5u1u0
2 u,? 3.47
R3(l_i2(x)) = u2” + ;uZI + 5u2u04 + 20%“@3 ( )
2 u,3 3.48
R4(ﬁ3(.X)) = u3” + ;u; + 5“3”04 + 20u1u2u03 + 60 %u(ﬁ ( )
olarak bulunur. (3.44) ifadesinde sirayla yerine yazarsak
hx? (3.49)
up(x) = T
() = hx? R hx? N hx* (3.50)
U (¥) = ==+ h(=g=+ 55
) = hx? o F hx? N hx* o F hx? N h?x? N hx*  h%x* N 5h%x® (3.51)
us(X) === Hh(mm+ ) e+ = o T
() = hx? R hx? hx* iR hx? N h2x? N hx* h?x* Sh?x® (3.52)
Ualx) = ==+ h(Cm+ o) F R+ ==+ ot ot

6 3+6+24+6+8+216
N 5h3x° N 35h3x8
144 10368

olarak elde edilir. Serinin gercek ¢oziimii A = —1 degeri alinacagindan ve
u(x) = up(x) + uy (x) + up(x) + us(x) + uy(x) + -+ oldugundan
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0 =1 xz_{_x4 5x6_|_35x8
WX = T T 227 432 T 10368

+ 0(x®)

ifadesi elde edilir. Bu seride (3.3) ifadesinin Taylor a¢ilimidir, ispat tamamlanmis

olur.

3.1.5. Problem 1’in sonlu fark yontemi ile ¢o6ziimii

(3.2) denkleminde u'" ve u' tiirevlerine yerine merkezi sonlu farklar yaklagimlari

ifadeleri yazilip hata paylar1 dikkate alinmazsa

u(x; —h) — 2u(x;) +u(x; + h) i 2 u(xipq) —ulx;—q)
h2 Xi Zh
+u(x;)> =0

Denklemi elde edilir. Sinir sartlarini da dikkate alirsak

h=MB-a)/(n+1), x;=a+ih i=1,...n seklinde tanimlanirsa

denklemi

h h A
(1——>Wi_1—2Wi+<1+—)Wi+1+h 4 =0
Xi X

L

olur. Bu denklem ailesindeki denklemleri sirayla yazacak olursak ;

2W1 —+ 2W2h2W15 == 0

h h 5 g
(1—_>W1_2W2+<1+_)W3+h wo =0
X2 X2

h h 5 s
(1—_>W2_2W3+<1+_)W4+h W3 =O
X3 X3

h hy 3., .
(1—E)Wn_1—2Wn+(1+Z) Z—Fh Wn =0

(3.53)

(3.11)

(3.54)

(3.55)

seklinde n tane lineer olmayan denklemden olusan bir denklem sistemi elde edilir.

F(W)=0 ve W = (wy,Wws, ..., w,,) denklem sistemine doniisiir buradan Newton

yontemi Matlab programi kullanarak niimerik ¢6ziimii elde edilmistir.
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Problem 1’in verilen yontemlere gore yaklasik adimlarinin aldigi degerler Tablo 3.1

de gosterilmistir.

Tablo 3.1. Problem 1 i¢in Yo6ntemlerin karsilastiriimasi

x Niimerik VIM ADM HPM HAM SFM
degeri
8 u,’e u,’e u,’e u,’e n=100
kadar kadar kadar kadar

0.1 099833748 0.99833748  0.99833748 0.99833748 0.99833748 0.99850309

0.2 0.99339926 0.99339926  0.99339926 0.99339926 0.99339926 0.99372403

0.3 0.98532927 0.98532928 0.98532928 0.98532928 0.98532928 0.98580077

0.4 097435470 0.97435480 0.97435480 0.97435480 0.97435480 0.97495553

0.5 0.96076928 0.96076984 0.96076984 0.96076984 0.96076984 0.96147805

3.2. Problem 2

1 .
u" + ;u’ +4u?> —-8ul =0 (3.56)
Verilen (3.56) denkleminin (3.1) sinir sartlari altinda tam ¢6zimii
1 (3.57)
u(x) = T—2
dir[33]. (3.57) ifadesinin x = 0 daki Taylor seri agilimi da asagidaki gibidir.
Up(x) = 1+x2 + x* + x® + x8 + x1% + 0(x1?) (3.58)
3.2.1. Problem 2°’nin HE varyasyonel iterasyon yontemi ile ¢éziimii
Bu denklem i¢in diizeltme denklemi
Un+1(X) = Up(X) (3.59)

+ J A(s) (u”s(s) + %u’s(s) + 4u?,(s) — 8u3,(s) )ds
0

seklinde tanimlanir.
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Bu denklem i¢in lagrange ¢arpani A(s) = sln% seklinde bulunur ve ilk yaklasim

fonksiyonunun problemin baglangi¢ kosullarini saglamasi gerektiginden uy(x) =1
olarak alabiliriz. Diizeltme fonskiyonunda n = 0,1,2, ... degerlerine yerine konulup

iterasyon adimlarindan ilk dort yaklagim

u;(x) =1+ x? (3.60)
5x% «x8 3.61
uz(x)=1+x2+x4+T+§+0(x1°) ( )
8x®  307x10 (3.62)
_ 2 4 244 46 12
us(x) =1+x“+x*+x°+ 3 + 250 + 0(x*?)
221x10  1891x12 (3.63)
1424 x4 x6 1 o8 14
Uy (x) +x+x*+x°+x°+ 278 + 2025 +0(x*%)

olarak elde edilir. Bu sekilde devam edecek olursak (3.58) ifadesi elde edilir.

u = lim u, alinirsa (3.57) fonksiyonu elde edilir.
n—-oo

3.2.2. Problem 2’nin Adomian ayrisim yontemi ile ¢6ziimii

Verilen denklem i¢in L lineer operatdrii ve operatér formu

d d .
L) =x 2 (r) O (3.69
Lu = —4u? + 8u3 (3.65)

seklinde tanimlanir. Buradan
u(x) = u(0) + u'(0)x — L™ (4u? — 8u?) (3.66)
u(x) =1— L 1(4u? — 8u?) (3.67)

elde edilir. Sonsuz seri toplam1 alirsak

Z u, = 1-1L"1 Z A, Uy = =LA,
n=0

n=0

(3.68)
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= (3.69)
Ujyq = —j x‘l(f xA; dx) dx
. 0
Simdi de (4u? — 8u?®) icin A; adomian polinomlarini bulalim.

Ay = —4 (3.70)
A, = —16x2 (3.71)
A, = —36x* (3.72)
Ay = —64x° (3.73)
A, = —100x8 (3.74)

Buldugumuz Adomian polinomlarini sirasiyla (3.69) ifadesinde yazarak iterasyon

adimlart yapilirsa

up =1 (3.75)
u; = x? (3.76)
u, = x* (3.77)
uz = x° (3.78)
u, = x8 (3.79)

olarak elde edilir.Elde ettigimiz degerler (2.18) denkleminde yerine yazilacak olursa

(3.58) ifadesi elde edilir. u = lim u,, alinirsa (3.57) ifadesi elde edilir.
n—->oo

3.2.3. Problem 2’nin homotopi pertiirbasyon yontemi ile ¢oziimii

Verilen (3.56) nonliner denklemi (2.25) denkleminde yerine konulursa

H(,p) = (1 =p)IL(W) — L(up)] + p[A(w) — f(r)] =0 (3.80)
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1
H(v, p)—(l—p)[v v =g = | (3.81)

+p [v” +;v’ —4v? + 8173] =0
elde edilir. Sinir sartlarini kontrol edersek ;

1 1
H(v,0) = [v” + ;v’ —uy" — ;uo’] (3.82)

1
H(v,1) = [v” + ;v’ — 4v?% + 8173] =0 (3.83)

Denklemlerini elde ederiz. Homotopi pertiirbasyon metodu icin Seri ac¢ilimi yaparsak

v = vy + pvy + pPv, + pius + ptu, + 0(p°) (3.84)
v =vy +pv +p?v, + pivs’ + ptu + 0(p°) (3.85)
v =vy +pvy" 4?0, +pivs" + ptu, + 0(p°) (3.86)

Denklemlerini (3.80) ana denklemde yerine yazarsak

7] 17 1 387
o +pvs” +p*0," + 73" +ptvy" + )+ — (o’ +pvy’ + %0 (387
3 14 4 ! I 1 ! 144 1 14
+p vy’ +piy, ) — U —;uo + pluo +;u0
+ 4(vy + pvy + 2V, + p3v5 + ptu, + +0)?
— 8wy +pvy +pPv, +pv3 +ptuy + )] =0
Denklemi elde edilir.
p° igin,
rn ! rn ! (388)
+— — - — =0
Vo xvo Ug xuo

v,(0) =1 v,/(0) =0

Bu denklemin ¢6ziimii vy (x) = 1 elde edilir [28].

p igin,
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vy + %vo’ —uy" — %uo’ +4(v9)? — 8(vy)3] =0
v,(0) =0, v,/(0) =0
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii v, (x) = x2 elde edilir [28].
p? igin,
v, + %vz’ + 8vyv; — 24v3v, =0
v,(0) =0, v,"(0) =0
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii v,(x) = x* elde edilir [28].
p3 icin ,
vy + %v3’ + 4v? + 8vyv, — 48vyvi — 24viv, = 0
v3(0) =0, v3'(0) =0
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii v5(x) = x© elde edilir [28].
p*icin
v, + %vél,’ + —8v3 + (8 — 48vy)v v, + (8vy — 24V3)v; = 0
1,(0) =0, 1,/(0) =0

Bu denklemin ¢dziimii v,(x) = x8 elde edilir [28]. Buradan genel ¢dziim
U= v=uv,+pv +p3v, +piv; + ptv, + 0(p°)
olarak bulunur.Tam ¢6ziim i¢in p = 1 alindiginda,

u=limv
p—1

U=vy+ v+, +v3+ v, +0(p°)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.58) taylor seri agilimi elde edilir. Bu agilim da (3.57) fonksiyonun agilimidir.

3.2.4. Problem 2’nin homotopi analiz yontemi ile ¢6ziimii

Once L lineer operatoriinii belirleyelim.

31



1
Lip(x;p)l = ¢" () + —¢'(x) (3.93)

Bununla birlikte L [—Cx—l + cz] =0 ¢;(i = 1,2) integrasyon sabitleridir. N nonlineer

operatori
n 1 ! 3-94
NIBGs Pl = ¢ () + < /() + 497 — 89 (399
seklinde tanimlanabilir. Sifirinci mertebeden deformasyon denklemi
(1 = pILIp(x; p) — uo ()] = phH (X)N[$(x; p)] (3.95)
seklinde olusturulur. Buradan
d(x;0) = up(x), ¢(x; 1) =ulx)dir.
w() = () + ) ()
m=1
ifadesi bu denklemin asil ¢6ziimiidiir. m. mertebeden deformasyon denklemi
um(x) - Xmum—l(x) + EL_lRm(ﬁm—l(x)) (396)

seklindedir. Buradan R, (Tim_l(x)) iterasyon adimlari sirasiyla yerine konularak

Rl(uo(X)) = uO” + ;uol + 4'qu - 8u03 (3 9 )

1 )
R, (171 (x)) =u," + ;ul’ + uy (8ug — 24u3) (3.98)

1 1 )
R (172 (%) =u," + ;uz’ + 5 (8 — 48ug)u? + (8uy — 24ud)u, (3.99)
Ry(d3(x)) = us" + ;ug’ —8ud + (8 — 48uy)uqu, (3.100)

+(8ug — 24ud)us
olarak bulunur. (3.44) ifadesinde sirayla yerine yazarsak

uy (x) = hx? (3.101)
Uy (x) = —hx?(—=1 + h(=1+ x?)) (3.102)

32



uz(x) = —hx?(1 + h(—1 + x?))? (3.103)

uy(x) = —hx?(1 + h(-1 + x?))3 (3.104)

olarak elde edilir.Serinin ger¢ek ¢oziimii h = —1 degeri almacagindan ve
u(x) = up(x) + uy (x) + up (x) + us(x) + uy(x) + -+, oldugundan
u(x) = 1+x% + x* + x® + x® + x1° + 0(x1?) ifadesi elde edilir. Bu seride (3.57)

fonksiyonunun Taylor agilimidir.

3.2.5. Problem 2’nin sonlu fark yontemi ile ¢coziimii
Verilen problemin ¢6ziim fonksiyonu X=1 i¢in tanimsiz oldugundan problemin bu

yontemle ¢oziimii bulunamamustir.

Problem 2’nin verilen yontemlere gore yaklasik adimlarinin aldig1 degerler Tablo 3.2

gosterilmistir.
Tablo 3.2. Problem 2 igin Yontemlerin karsilastiriimasi
x Niimerik VIM ADM HPM HAM
degeri . . . .
uz’e ug’e uz’e u,’e
kadar kadar kadar kadar
0.1 1.01010101 1.01010101 1.01010101 1.01010101 1.01010101
0.2 1.04166666 1.04166656  1.04166656 1.04166656 1.04166656
0.3 1.09890109 1.09889461  1.09889461  1.09889461  1.09889461
0.4 119047619 1.19035136 1.19035136  1.19035136  1.19035136
0.5 1.33333333 1.33203125 1.33203125 1.33203125 1.33203125
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4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada HE Varyasyonel iterasyon , Homotopi pertiirbasyon , Homotopi analiz,
Adomian ayrisim metodu ve Sonlu farklar metotlar1 ile ilgili yapmis oldugumuz
literatiir arastirmalar1 dogrultusunda simir sartlari verilen belirli Lane—Emden
denklemlerinin niimerik ve fonksiyonel ¢oziimleri gerceklestirildi. Bu ¢oziimlerde
belirli bir kademeden sonraki hata paylar1 ihmal edilmistir. Kullanilan yontemler igin
daha yiiksek mertebeden yaklasimlar hesaplanarak daha yakin sonuglar elde edildigi

goriilmiistir.

Adomian ayrisim metodu lineer olmayan diferansiyel denklemlere kolaylikla
uygulanabilen bir yontemdir. Yaklasik ¢oziimler nonlineer denklemlerin analitik
¢oziimleri ile hemen hemen aynidir. Farkli tiir Lane-Emden denklemleri i¢in Adomian

polinomlar1 ayr1 ayr1 bulunarak analitik ¢oziimler elde edilebilir.

Homotopi analiz metotu herhangi bir varsayim ve sinirlama olmaksizin lineer olmayan
diferansiyel denklemlere kolaylikla uygulanabilir. Yaklasik ¢6ziimler denklemlerin
analitik ¢6ziimlerine hemen hemen 6zdestir. Homotopi analiz metotunda elde edilen

yaklagimlarda h = —1 yazilarak diger yaklasimlara yakin sonuglar elde edilmektedir.

Homotopi pertiirbasyon metodunda yakinsama, baslangi¢ yaklasiminin yeterince iyi
secilmesine baghdir. Ayrica yakinsama homotopi yoluna da baghdir.p =

1 secildiginde yakin sonuglar elde edildigi goriilmiistiir.

Sonlu farklar yonteminin islemsel ytikii digerlerine gore fazla oldugu goriilmektedir.
Yakin sonuca n degerini yiiksek sectigimiz zaman ulasabilir. bu yontem de sayisal

hesaplamalarin fazla olmasindan dolay1 bilgisayar yardimi gerekebilir.

HE Varyasyonel iterasyon, sadece birkac¢ iterasyon sonucu yaklasik ¢oziime
yakinsayabilmektedir. Cozlimlerin yakinsamasi, baslangi¢ yaklasiminin ve Lagrange
carpaninin iyi tespit edilmesiyle alakalidir. Belirtilen diger yontemlere goére HE
varyasyonel iterasyon yonteminin diger ¢oziimlere gore daha az hesaplama ile tam

sonuca yakin sonug verdigi goriilmiistiir. Islem yiikii secilen fonksiyona gore artabilir.



Farkli tiir Lane-Emden denklemleri i¢in baslangi¢ yaklagimi ve Lagrange g¢arpani

degistirilerek ¢oziim bulunabilir.

Hesaplamalar Mathematica ve MATLAB programlar1 yardimiyla hesaplanmistir. Elde

edilen sonuglar 1s1ginda metotlarin Lane-Emden problemlerine uygulanabilecegi

sOylenebilir.

Secilen Lane-Emden denklemlemleri degistirilip farkli yontemler ile ¢6ziim yollar1

arasinda kiyas yapilabilir.

Yontemlerin Lane-Emden denklemlerine ait birbirlerine gore farkliliklar1 Tablo 4.1

de gosterilmisgtir.

Tablo 4.1. Yontemlerin karsilastiriimasi

YONTEM HE VIM ADM HAM HPM SFM
KRITER
NONLINEER  UYGULANIR UYGULANIR UYGULANIR UYGULANIR UYGULANIR
DENKLEME
ISLEM YUKU AZ ORTA FAZLA ORTA FAZLA
GERCEK YAKIN YAKIN YAKIN YAKIN YAKIN
SONUCA
YAKINLIK
cHzUM BULUNUR BULUNUR BULUNUR BULUNUR BULUNMAZ
FONKSIYONU
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EKLER

VIM icin Mathematica kodlari

PROBLEM 1

1.Adim

fix]:=1

fls ]:=f[x]/.x->s;

a=fs];

b=f[s];

¢ =f'[s];

Subscript[u, 1] = f[x] + \I\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(\((
\*FractionBox[\(s"2 - x*s\), \(x\)])\)*\((c +
\*FractionBox[\(2\), \(s\)]*b + a"5)\) \[ DifferentialD]s\)\)
2. Adim

f[x] :=1-x"2/6

fls_]:=f[x]/.x->s;

a=f[s];

b=f[s];

¢ =f[s];

Subscript[u, 2] = f[x] + \I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(\((



\*FractionBox[\(s"2 - x*s\), \(x\)]DV)*\((c +

\*FractionBox[\(2\), \(s\)]*b + a"5)\) \[ DifferentialD]s\)\)

3.Adim

f[X] 1= 1 - X2/6 + X 4[24 - (5 X76)/756 + (5 x"8)/7776 - x10/28512 +
x"12/1213056

fls_]:=f[x]/. x->s

a="f[s];

b =f[s];

¢ =f'[s];

Subscript[u, 3] = f[x] + \I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(xV)J\(\((

\*FractionBox[\(s"2 - x*s\), \(x\)])V\)*\((c +

\*FractionBox[\(2\), \(s\)]*b + a"5)\) \[ DifferentialD]s\)\)

4. Adim

f[X] 1= 1 - X2/6 + XM4/24 - (5 X"6)/432 + (55 X8)/18144 - (
221 x"10)/299376 + (93437 x"12)/560431872 - (638941 x"14)/
18307441152 + (159505 x"16)/23538138624 - (708048755 x"18)/
579603125477376 + (407717491 x~20)/1993021273571328 - (
50429974571 x"22)/1584736629814001664 + (119572763 x"24)/
26018783219810304 - (39894960567365 x"26)/
64823144476268951764992 + (17160622399925 x"28)/
224941851772352089030656 - (5398476088321 x"30)/
618313070389026924527616 + (46601856508615 x"32)/
50681726188984432749182976 - (10426114956665 x"34)/
117489456165373003191287808 + (123223324205395 x"36)/

15781104767624555319407935488 - (189472789416445 x"38)/
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304343107560615298081795080192 + (5801288321401 x"40)/
129904692527318733362848333824 - (37659458624195 x"42)/
13174236866551007154212765171712 + (6697763153581 x"44)/
41404744437731736770382976253952 - (1329643780895 x"46)/
166079883996987040626285704380416 + (18030281635 x"48)/
52696947466204028616851060686848 - (132931480411 x"50)/
10695329439824470706011914255728640 + (45537508673 x"52)/
121097892548167564490553573324619776 - (787296635 x"54)/
85418832769825016462132128644071424 + (1222645 x"56)/
6954823849639869721128603066826752 - (17065 x"58)/
6971801742056723225964870528663552 + x"60/
45192062724133692873264662052864 - x"62/
10259743193767782369829953843757056

fls_]:=1[x]/. x->s

a=f[s];

b =f[s];

¢ =f'[s];

Subscript[u, 4] = f[x] + \I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(xV)J]\(\((

\*FractionBox[\(s"2 - x*s\), \(x\)])V*\((c +

\*FractionBox[\(2\), \(s\)]*b + a"5)\) \[ DifferentialD]s\)\)

PROBLEM 2

1. Adim

fls ]=1

a=f[s];

b = fs];
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¢ =f[s];

Subscript[y, 1] = f[x] + \I\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(s*Log|E,
\*FractionBox[\(s\), \(x\)]]*\((c +

\*FractionBox[\(1\), \(s\)]*b + 4

\*SuperscriptBox[\(a\), \(2\)] - 8

\*SuperscriptBox[\(a\), \(3\)])\) \[DifferentialD]s\)\)

2. Adim

fls ]:=1+s"2

a=fs];

b = fs];

¢ =f'[s];

Subscript[y, 2] = f[x] + \I\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(s*Log|E,
\*FractionBox[\(s\), \(x\)]]*\((c +

\*FractionBox[\(1\), \(s\)]*b + 4

\*SuperscriptBox[\(a\), \(2\)] - 8

\*SuperscriptBox[\(a\), \(3\)])\) \[DifferentialD]s\)\)

3. Adim

fl[s ]:=1+s"2+sM +(5s"6)/9 + s"8/8

a=f[s];

b= fs];

¢ =f[s];

Subscript[y, 3] = f[x] + \I\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]\(s*Log[E,

\*FractionBox[\(s\), \(x\)]]*\((c +
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\*FractionBox[\(1\), \(s\)]*b + 4

\*SuperscriptBox[\(a\), \(2\)] - 8

\*SuperscriptBox[\(a\), \(3\)])\) \[DifferentialD]s\)\)

4. Adim

fx_ ]:=1+x"2+x™ + x"6 + (8 x"8)/9 + (307 x"*10)/450 + (
581 x"12)/1296 + (989 x"14)/3969 + (797 x*16)/6912 + (6071 x"18)/
139968 + (29627 x"20)/2332800 + (281 x"22)/104544 + (5 X"24)/13824 +
x"26/43264

f[s];

a=fls];

b =f[s];

¢ =f'[s];

Subscript[y, 4] = f[x] + \I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(s*Log|E,

\*FractionBox[\(s\), \(x\)]]*\((c +

\*FractionBox[\(1\), \(s\)]*b + 4

\*SuperscriptBox[\(a\), \(2\)] - 8

\*SuperscriptBox[\(a\), \(3\)])\) \[DifferentialD]s\)\)

ADM i¢in Mathematica kodlar:

PROBLEM 1

1.Adim

Subscript[y, 0] = 1;

m = 5;

Subscript[A, 0] = Subscript[y, 0]*m

Subscript[y, 1] = -\1\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
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\*SuperscriptBox[\(x\), \(-2\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(2V)]*
\*SubscriptBox[\(A\), \(0\)] \[DifferentialD]x)\) \[ Differential D]x\)\
\)
2. Adim
Subscript[A, 1] = m*Subscript[y, 1]*Subscript[y, 0]*(m - 1)
Subscript[y, 2] = -\I\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-2\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(2\)]*
\*SubscriptBox[\(A\), \(1\)] \[DifferentialD]x)\) \[ Differential D]x\)\
)
3. Adim
Subscript[A, 2] =

m*Subscript[y, 2]*Subscript[y, 0]"(m - 1) +

m*(m - 1)*Subscript[y, 1]*2/21*Subscript[y, 0]*(m - 2)
Subscript[y, 3] = -\I\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-2\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(2\)]*
\*SubscriptBox[\(A\), \(2\)] \[Differential D]x)\) \[ Differential D]x\)\
\)

4. Adim
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Subscript[A, 3] =
m*Subscript[y, 3]*Subscript[y, 0]*(m - 1) +
m*(m - 1)*Subscript[y, 1]*Subscript[y, 2]*Subscript[y, 0]*(m - 2) +
m*(m - 1)*(m - 2)*Subscript[y, 1]"3/3!*Subscript[y, 0]"(m - 3)
Subscript[y, 4] = -\1\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-2\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(2\)]*
\*SubscriptBox[\(A\), \(3\)] \[DifferentialD]x)\) \[ Differential D]x\)\
Y
5. Adim
Subscript[A, 4] = \I\(TraditionalForm\"m*
\*SubscriptBox[\(Y\), \(4\)]*
\*SuperscriptBox|
SubscriptBox[\(y\), \(OV)], \(m - 1\)] + m*\((m - 1)\)*\((
\*FractionBox[
SuperscriptBox|[
SubscriptBox[\(y\), \(2V)], \(2V)], \(2\)] +
\*SubscriptBox[\(y\), \(1\)]*
\*SubscriptBox[\(y\), \(3\)])))
\*SuperscriptBox|
SubscriptBox[\(y\), \(OV)], \(m - 2\)] + m*\((m - L)\)*\((m - 2)\)*
\*FractionBox[\(
\*SuperscriptBox[

SubscriptBox[\(y\), \(1)], \(2)]

47



\*SubscriptBox[\(y\), \(2\)]\), \(2\)]
\*SuperscriptBox[
SubscriptBox[\(y\), \(OV)], \(m - 3\)] +

m*\((m - 1)Y)*\((m - 2))*\((m - 3)\)*
\*FractionBox[
SuperscriptBox[
SubscriptBox[\(y\), \(1V)], \(4V)], \(4\)]
\*SuperscriptBox|
SubscriptBox[\(y\), \(0V)], \(m - 4V)]\)
Subscript[y, 5] = -\I\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-2\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(2\)]*
\*SubscriptBox[\(A\), \(4\)] \[DifferentialD]x)\) \[ Differential D]x\)\
Y
PROBLEM 2
1.Adim
Subscript[y, 0] = 1;
Subscript[A, 0] = 4 Subscript[y, 0]*2 - 8 Subscript[y, 0]*3
Subscript[y, 1] = -\1\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-1\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(1V)]*

\*SubscriptBox[\(A\), \(0\)] \[DifferentialD]x)\) \[ Differential D]x\)\
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\)

2. Adim

fx ]:=4x72-8x"3

Subscript[A, 1] = Subscript[y, 1]*f'[1]

Subscript[y, 2] = -\1\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-1\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(1)]*

\*SubscriptBox[\(A\), \(1\)] \[DifferentialD]x)\) \[ Differential D]x\)\
Y

3. Adim

fx_]:=4x"2-8x"3

Subscript[A, 2] = Subscript[y, 2]*f'[1] + Subscript[y, 1]"2/2! f'[1]
Subscript[y, 3] = -\I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-1\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(1\)]*

\*SubscriptBox[\(A\), \(2\)] \[DifferentialD]x)\) \[ Differential D]x\)\
)

4. Adim

flx ]:=4x"2-8x"3

Subscript[A, 3] =

Subscript[y, 3]*f[1] + Subscript[y, 1]*Subscript[y, 2]*f"[1] +

Subscript[y, 1]*3/31*f"[1]
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Subscript[y, 4] = -\1\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-1\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(1)]*
\*SubscriptBox[\(A\), \(3\)] \[DifferentialD]x)\) \[ Differential D]x\)\
)
5. Adim
fx_]:=4x"2-8x"3
Subscript[A, 4] =
Subscript[y, 4]*
f[1] + (1/2*Subscript[y, 2]"2 + Subscript[y, 1]*Subscript[y, 3])*
f'[1] + (Subscript[y, 1]*2*Subscript[y, 2])/2!*f"[1] +
1/41 Subscript[y, 1]74 "[1]
Subscript[y, 5] = -\I\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-1\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(1)]*
\*SubscriptBox[\(A\), \(4\)] \[DifferentialD]x)\) \[ Differential D]x\)\
)
6. Adim
Subscript[y, 0] + Subscript[y, 1] + Subscript[y, 2] + Subscript[y, 3]\

+ Subscript[y, 4] + Subscript[y, 5]

HPM icin Mathematica kodlari
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PROBLEM 1

1.Adim

fx ]:=x"5

Subscript[y, 0][x_]:=1

Subscript[f, 0] := Subscript[y, 0][x_]/. x ->s
\I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*FractionBox[\(

\*SuperscriptBox[\(s\), \(2\)] - s*x\), \(x\)]*f[
\*SubscriptBox[\(f\), \(0\)]] \[DifferentialD]s\)\)
2. Adim

fx ]:=x"5

Subscript[y, 0][x_] =1

Subscript[y, 1] := -(x"2/6)

Subscript[A, 1][x_] := Subscript[y, 1]*f'[1]
Subscript[g, 1][s_] := Subscript[A, 1][x] /. x ->s
Subscript[f, 0] := Subscript[y, 0][x_]/. x ->s
\I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*FractionBox[\(

\*SuperscriptBox[\(s\), \(2\)] - s*x\), \(x\)]*
\(\*SubscriptBox[\(g\), \(1\)]V)[s] \[DifferentialD]s\)\)
3. Adim

f[x_]:=x"5

Subscript[y, 1] := -(x"2/6)

Subscript[y, 2] := x"4/24
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Subscript[A, 2][x_] :=

Subscript[y, 2]*f'[1] + Subscript[y, 1]"2/2! f'[1]

Subscript[g, 2][s_] := Subscript[A, 2][x] /. x ->s

\I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(

\*FractionBox[\(

\*SuperscriptBox[\(s\), \(2\)] - s*x\), \(x\)]*

\(\*SubscriptBox[\(g\), \(2\)]V)[s] \[DifferentialD]s\)\)

4. Adim

f[x_]:=x"5

Subscript[y, 1] := -(x"2/6)

Subscript[y, 2] := x"4/24

Subscript[y, 3] := -((5 x"6)/432)

Subscript[A, 3][x_] =

Subscript[y, 3]*f[1] + Subscript[y, 1]*Subscript[y, 2]*f"[1] +
Subscript[y, 1]"3/3!*f"[1]

Subscript[g, 3][s_] := Subscript[A, 3][x] /. x ->s

\I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(

\*FractionBoX[\(

\*SuperscriptBox[\(s\), \(2\)] - s*x\), \(x\)]*

\(\*SubscriptBox[\(g\), \(3\)]V)[s] \[DifferentialD]s\)\)

PROBLEM 2

1.Adim

flx ]:=4x"2-8x"3

Subscript[y, 0][x_] =1
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Subscript[f, 0] := Subscript[y, 0][x_]/. x->s

\I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(s*Log|E,
\*FractionBox[\(s\), \(x\)]]*f[

\*SubscriptBox[\(f\), \(0\)]] \[DifferentialD]s\)\)

2. Adim

fx ]:=4x"2-8x"3

Subscript[y, 0][x_]:=1

Subscript[y, 1] :=x"2 /. x->s

Subscript[f, 0] := Subscript[y, O][x_]/. x ->s

\I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(s*Log|E,
\*FractionBox[\(s\), \(x\)J1*\((\(-16\)\
\*SuperscriptBox[\(s\), \(2\)])\) \[DifferentialD]s\)\)

3. Adim

fx ]:=4x"2-8x"3

Subscript[y, 1] := x"2

Subscript[y, 2] := x4

Subscript[A, 2][x ] =

Subscript[y, 2]*f[1] + Subscript[y, 1]72/2! f'[1]
Subscript[g, 2][s_] := Subscript[A, 2][x] /. x ->s

\I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]\(s*Log[E,
\*FractionBox[\(s\), \(x\)]]*

\(\*SubscriptBox[\(g\), \(2V)]\)[s] \[DifferentialD]s\)\)

4. Adim
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fx ]:=4x"2-8x"3

Subscript[y, 1] := x"2

Subscript[y, 2] := x4

Subscript[y, 3] := x"6

Subscript[A, 3][x_] =

Subscript[y, 3]*f'[1] + Subscript[y, 1]*Subscript[y, 2]*f"[1] +
Subscript[y, 1]"3/3!*f"[1]

Subscript[g, 3][s_] := Subscript[A, 3][x] /. x ->s

\I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(s*Log|E,

\*FractionBox[\(s\), \(x\)]]*

\(\*SubscriptBox[\(g\), \(3\)]V)[s] \[DifferentialD]s\)\)

HAM icin Mathematica kodlari

PROBLEM 1

1.Adim

Subscript[y, 0] :=1

Subscript[f, 0] := Subscript[y, 0][x] /. x -> t

h=h;

Subscript[a, 1] = 0;

b =\I\(

\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]

\*SubscriptBox[\(y\), \(O)]\);

c=\I\(

\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]bV);

Subscript[y, 1] = Subscript[a, 1]*Subscript[y, 0] + h*\I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
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\*SuperscriptBox[\(x\), \(-2\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(2\)]*\((c +
\*FractionBox[\(2\), \(x\)]*b +
\*SuperscriptBox[

SubscriptBox[\(y\), \(0V)], \(5\)])\) \[Differential D]x)\) \
\[Differential D]x\)\)

2. Adim

Subscript[y, 1] := (h x*2)/6

Subscript[y, 0] = 1;

h=h;

Subscript[a, 2] = 1;

b =\1\(

\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]
\*SubscriptBox[\(y\), \(1\)]\);

c=\I\(

\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]b\);

m=25;

Subscript[y, 2] = Subscript[a, 2]*Subscript[y, 1] + h*\!\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-2\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(2V)]*\((c +
\*FractionBox[\(2\), \(x\)]*b + m*
\*SubscriptBox[\(y\), \(1V)]*

\*SuperscriptBox|
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SubscriptBox[\(y\), \(OV)], \(m -

1\)])\) \[DifferentialD]x)\) \[DifferentialD]x\)\)
3. Adim
Subscript[y, 2] := (h x*2)/6 + h ((h x*2)/6 + (h x"4)/24)
Subscript[y, 0] = 1;
Subscript[y, 1] = (h x*2)/6;
h=h;
Subscript[a, 3] = 1;
b =\I\(
\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]
\*SubscriptBox[\(y\), \(2\)]\);
c=\I\(
\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]b\);
m=5;
Subscript[y, 3] = Subscript[a, 3]*Subscript[y, 2] + h*\!\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-2\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(2\)]*\((c +
\*FractionBox[\(2\), \(x\)]*b + m*
\*SubscriptBox[\(y\), \(2\)]*
\*SuperscriptBox|
SubscriptBox[\(y\), \(OV)], \(m - 1\)] + m*\((m - 1)\)*
\*FractionBox[
SuperscriptBox[

SubscriptBox[\(y\), \(1V)], \(2V)], \(21)]*
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\*SuperscriptBox|
SubscriptBox[\(y\), \(OV)], \(m -
2\)\) \[DifferentialD]x)\) \[ DifferentialD]x\)\)
4. Adim
Subscript[y, 3] := (h x*2)/6 + h ((h x*2)/6 + (h x"4)/24) +
h ((h x2)/6 + ("2 x"2)/6 + (h x4)/24 + (W2 X" 4)/12 + (
5 h"2 x"6)/432)
Subscript[y, 0] = 1;
Subscript[y, 1] = (h x*2)/6;
h=h;
Subscript[a, 4] = 1,
b =\I\(
\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]
\*SubscriptBox[\(y\), \(3V)]V);
c=\I\(
\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]b\);
m=5;
Subscript[y, 4] = Subscript[a, 4]*Subscript[y, 3] + h*\1\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-2\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(2\)]*\((c +
\*FractionBox[\(2\), \(x\)]*b + m*
\*SubscriptBox[\(y\), \(3V)]*
\*SuperscriptBox[

SubscriptBox[\(y\), (O], \(m - 1V)] + m™\((m - 1)\)*
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\*SubscriptBox[\(y\), \(1\)]*
\*SubscriptBox[\(Y\), \(2\)]*
\*SuperscriptBox|
SubscriptBox[\(y\), \(OV)], \(m - 2V)] + m*\((m - )\)*\((m - 2)\)*
\*FractionBox[
SuperscriptBox[
SubscriptBox[\(y\), \(1V)], \(3V)], \(3)]*
\*SuperscriptBox|
SubscriptBox[\(y\), \(OV)], \(m -
3V)])\) \[DifferentialD]x)\) \[Differential D]x\)\)
PROBLEM 2
1.Adim
Subscript[y, 0] :=1
Subscript[f, 0] := Subscript[y, O][x] /. x -> t
h=h;
Subscript[\[Chi], 1] = 0;
b =\I\(
\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]
\*SubscriptBox[\(y\), \(O\)]\);
c=\I\(
\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]b\);
Subscript[y, 1] = Subscript[\[Chi], 1]*Subscript[y, 0] + h*\1\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-1\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]

\*SuperscriptBox[\(x\), \(1\)]*\((c +
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\*FractionBox[\(1\), \(x\)]*b + 4*
\*SuperscriptBox[

SubscriptBox[\(y\), \(OV)], \(2V)] - 8*
\*SuperscriptBox|

SubscriptBox[\(y\), \(0V)], \(3\)])\) \[Differential D]x)\) \
\[Differential D]x\)\)

2. Adim

Subscript[y, 1] := -h x"2

Subscript[y, 0] = 1;

h=h;

fx ]:=4x"2-8x"3

Subscript[A, 1] = Subscript[y, 1]*f'[1]
Subscript[\[Chi], 2] = 1;

b =\1\(

\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]
\*SubscriptBox[\(y\), \(1\)]\);

c=\I\(

\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]b\);
Subscript[y, 2] = Subscript[\[Chi], 2]*Subscript[y, 1] + h*\1\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-1\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(2V)]*\((c +
\*FractionBox[\(1\), \(x\)]*b +
\*SubscriptBox[\(A\), \(1\)]D\) \[DifferentialD]x)\) \

\[DifferentialD]x\)\)
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3. Adim
Subscript[y, 2] := -h x2 + h (-h x"2 + h x"4)
Subscript[y, 0] = 1;
Subscript[y, 1] = -h x"2;
fix_]:=4x"2-8x"3
Subscript[A, 2] = Subscript[y, 2]*f[1] + Subscript[y, 1]*2/2! f'[1]
h=h;
Subscript[a, 3] = 1;
b =\I\(
\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]
\*SubscriptBox[\(y\), \(2\)]\);
c=\I\(
\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]b\);
Subscript[y, 3] = Subscript[a, 3]*Subscript[y, 2] + h*\!\(
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]\(
\*SuperscriptBox[\(x\), \(-1\)]*\((
\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]
\*SuperscriptBox[\(x\), \(1V)]*\((c +
\*FractionBox[\(1\), \(x\)]*b +
\*SubscriptBox[\(A\), \(2\)])\) \[Differential D]x)\) \
\[Differential D]x\)\)
4. Adim
Subscript[y,

3] :=-h x"2 +h (-h x*2 + h x"4) +

h (-h x*2 - ("2 x*2 + h x4 + 2 h"2 x4 - "2 xX6);

Subscript[y, 0] = 1,
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Subscript[A, 3] =

Subscript[y, 3]*f'[1] + Subscript[y, 1]*Subscript[y, 2]*f"[1] +
Subscript[y, 1]*3/3!*f"[1]

Subscript[y, 1] = -h x"2;

h=h;

Subscript[a, 4] = 1,

b =\I\(

\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]

\*SubscriptBox[\(y\), \(3V)]V);

c=\I\(

\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(x\)]b\);

Subscript[y, 4] = Subscript[a, 4]*Subscript[y, 3] + h*\I\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(O\), \(x\)]\(

\*SuperscriptBox[\(x\), \(-1\)]*\((

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(x\)]

\*SuperscriptBox[\(x\), \(1\)]*\((c +

\*FractionBox[\(1\), \(x\)]*b +

\*SubscriptBox[\(A\), \(3\)])\) \[Differential D]x)\) \

\[Differential D]x\)\)

SFM i¢in Matlab kodlar1

PROBLEM 1

N=100;

a=0; b=1;

h=(b-a)/N;

x=a:h:b;

for i=2:N
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u(l)=1
u(2)=u(1);
u(i+21)=((2*x(i)+2*(h))*u(i)-x(i)*(h"2)*u(i)*5-x(i)*u(i-1))/(x(i)+2*h);
end
U=1./sqrt(1+(x."2)/3);
Error=abs(u-U);
for j=1:N+1
fprintf('%210.2f\t %10.11f\t %10.11f\t %10.5¢e\n",x(j),u(j),U(j),Error(j));
end
plot(x,u,'k-",x,U,'r*")
%plot(x,U,'r*' x,u,"-k")
ylabel('$y(x)$','FontSize',18,'InterPreter','Latex’)
xlabel('x','FontSize',18,'InterPreter’,'Latex")
legend('Finite difference’,'y-exact’)
set(gca, fontsize',14)
str = {'N=60'};%here put what ever you want
w=[1.6]; % the distance of texts in x-axis
s=[0.9]; % the distance of texts in y-axis

text(w,s,str) % setup displat
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