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BANACH UZAYINDA ZENGİNLEŞTİRİLMİŞ (Cγ) ŞARTINI SAĞLAYAN 

DÖNÜŞÜMLER İÇİN F-İTERASYON YÖNTEMİ 

ÖZET 

Bu çalışmada, zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan dönüşümlerin bir sınıfı 

tanıtılmaktadır. Zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan dönüşümlerin sabit noktaları, 

Banach uzayında modifiye edilmiş üç adımlı 𝐹-iterasyon yöntemi kullanılarak 

incelenmiştir.  

Giriş bölümünde, ana sonucumuzu elde etmemize yardımcı olan önceden tanıtılmış ve 

ispatlanmış bilgiler temel kavramlar olarak sunuldu, sonra sabit noktanın ne olduğu 

hakkında bilgi verildi ve genişlemeyen dönüşüm,  Suzuki genişlemeyen dönüşüm, 

(Cγ) şartı, (C) şartı, (E) şartı ve (Eu) şartı tanımları verildi. Daha sonra 

zenginleştirilmiş genişlemeyen dönüşüm ve zenginleştirilmiş  Suzuki genişlemeyen 

dönüşümler verildi. Ayrıca, zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan dönüşümler 

tanıtıldı. Son olarak, sayısal örneklerde yakınsama hızını karşılaştırdığımız dört 

iterasyon yöntemi (Agarwal iterasyonu, Thakur iterasyonu, M-iterasyonu ve 𝐹-

iterasyonu) verildi.  

İkinci bölümde, zenginleştirilmiş  Suzuki genişlemeyen dönüşümler ve bu 

dönüşümlerle ilgili önemli teoremler incelenmiştir. Hilbert uzaylarında tanımlanan bu 

dönüşümlerin asimptotik düzenlilik ve yakınsaklık özellikleri hakkında teorik sonuçlar 

sunulmuştur. Krasnoselskii iterasyon dizileri kullanılarak, dönüşümlerin sabit 

noktalarına zayıf ve kuvvetli yakınsaklıkları ile bu dönüşümlerin konveks, kapalı ve 

sınırlı alt kümeler üzerindeki sonuçları incelendi. 

Üçüncü bölümde, ilk olarak zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan dönüşüm tanımı 

verilerek,  bir dönüşümün zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlaması durumunda, onun 

ortalama dönüşümünün de (Cγ) şartını sağladığını ispat eden bir lemma sunulmuştur. 

Daha sonra, 𝐹-iterasyonu kullanılarak zayıf ve kuvvetli yakınsama teoremleri 

ispatlanmıştır. Ayrıca, (I) şartı tanımı kullanılarak kuvvetli yakınsaklık teoremi 

verilmiştir.  

Dördüncü bölümde, iki sayısal örnek verilerek üçüncü bölümde elde edilen sonuçlar 

ile tanımlanan F- iterasyon yönteminin diğer yöntemlere göre sabit noktaya daha hızlı 

yakınsadığı gösterilmiştir. Sayısal örnekler ve hesaplamalar ile çeşitli iterasyon 

yöntemlerinden bulunan veriler kullanılarak tablolar ve grafikler yapılmıştır. Örnek 

4.1'de hem (Cγ) şartını hem de zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan bir dönüşüm  

örneği verilmiş, örnek 4.2'de zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan ancak (Cγ) şartını 

sağlamayan başka bir dönüşüm verilmiştir. Bu iki örnek yardımıyla dört çeşit 

iterasyonun sabit noktaya nasıl yakınsadığını gösteren tablolar ve grafikler, Python dili 

kullanılarak kodlar yazılıp hesaplanmış ve grafikleri çizilmiştir. 

Son bölümde ise tüm tezde elde edilen sonuçlar kısaca özetlenmiş ve sonrasında bu 

konu üzerinde nasıl çalışmalar geliştirilebileceği ile ilgili bir açık problem ortaya 

konulmuştur. 
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ON THE F-ITERATIVE METHOD FOR THE CLASS OF MAPS 

SATISFYING ENRICHED CONDITION (Cγ) IN BANACH SPACES 

SUMMARY 

This study delves into the fixed point theory of various classes of nonlinear maps in 

normed and Banach spaces. Let 𝑊 be a nonempty subset of a normed space 𝒵, and 

𝐷: 𝑊 → 𝑊 be a map. A point 𝑢 ∈ 𝑊 is a fixed point of 𝐷 if 𝐷𝑢 = 𝑢. Fixed point 

theory is a crucial mathematical concept with applications in various fields such as 

economics, engineering, and the sciences. Nonexpansive maps, characterized by the 

property ∥ 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ for all 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊, have been extensively studied. 

This condition ensures that the distance between mapped points does not exceed the 

distance between the original points, which is essential for convergence analysis. 

 Suzuki (2008) introduced generalized nonexpansive maps, satisfying condition (𝐶), 

which later inspired further generalizations, such as condition (𝐸), (𝐸𝜇), and (𝐶𝛾). A 

map 𝐷: 𝑊 → 𝑊 satisfies condition (𝐶) if 
1

2
∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ implies ∥ 𝐷𝑢 −

𝐷𝑣 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ for all 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊. This condition ensures that the map 𝐷 does not 

increase distances significantly under certain constraints, allowing for more general 

mappings while maintaining some control over their behavior. 

Another generalization is condition (𝐸𝜇), where ∥ 𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤ 𝜇 ∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥ +∥ 𝑢 −

𝑣 ∥ for 𝜇 ≥ 1. This condition allows for a bounded increase in distance based on a 

multiplicative factor 𝜇, providing a framework for analyzing maps that are not strictly 

nonexpansive but still exhibit controlled behavior. Additionally, condition (𝐶𝛾) for 

𝛾 ∈ (0,1) is defined as 𝛾 ∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ implying ∥ 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥. 

This condition further generalizes nonexpansiveness by introducing a parameter 𝛾 that 

scales the distance condition, allowing for finer control over the map's behavior. 

In 2019, Berinde introduced enriched nonexpansive maps, where 𝐷 is enriched 

nonexpansive if there exists 𝑏 ∈ [0, ∞) such that ∥ 𝑏(𝑢 − 𝑣) + 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤ (𝑏 +
1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥. This class of maps incorporates an additional parameter 𝑏 that enriches 

the nonexpansive condition, providing a broader framework for analyzing nonlinear 

maps. Later, in 2021, Ullah et al. introduced enriched  Suzuki nonexpansive maps, 

further studied in Banach spaces by Abdeljawad et al. in 2022. These maps combine 

the ideas of enrichment and  Suzuki's condition, offering a versatile tool for fixed point 

analysis. 

Iterative methods play a crucial role in approximating fixed points. These methods 

generate sequences that converge to fixed points, which are essential for practical 

applications. Notable methods include Picard, Mann, Ishikawa, Noor, Agarwal, 

Thakur, 𝑀-iterative, and 𝐹-iterative methods. These methods are essential for maps 

ensuring fixed points under certain conditions. The iterative methods vary in their 

approach and convergence properties, making them suitable for different types of maps 

and applications. 
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This paper focuses on the convergence of the 𝐹-iterative method for maps satisfying 

an enriched version of condition (𝐶𝛾). We establish both weak and strong convergence 

results in Banach spaces using the 𝐹-iterative method. Moreover, we present numerical 

examples demonstrating the efficiency of our method compared to others. The 𝐹-

iterative method is particularly effective in handling enriched conditions, providing 

faster convergence and greater accuracy in approximating fixed points. 

We introduce the class of maps satisfying the enriched condition (𝐶𝛾) and prove 

convergence results for the 𝐹-iterative method. Theorem 3.3 demonstrates that {𝑢𝑙} is 

bounded in 𝑊 and lim𝑙→∞‖𝑢𝑙 − 𝐷r𝑢𝑙‖ = 0 if and only if 𝐹𝐷 ≠ ∅. Theorem 3.4 

establishes weak convergence under Opial's condition. Strong convergence results are 

proved under conditions such as compactness of 𝑊 (Theorem 3.5), 

lim inf𝑙→∞  dist (𝑢𝑙, 𝐹𝐷) = 0 (Theorem 3.6), and condition (𝐼) (Theorem 3.8). These 

theorems provide a comprehensive framework for analyzing the convergence behavior 

of the 𝐹-iterative method under various conditions, ensuring robust and reliable 

approximations of fixed points. 

Numerical examples illustrate the superior convergence rate of the 𝐹-iterative method 

compared to other iterative methods. For instance, Example 4.1 presents a map 

satisfying both the enriched condition (𝐶𝛾) and the ordinary condition (𝐶𝛾). The map 

𝐷 on 𝑊 = [0,1] defined by 𝐷𝑢 =
𝑢

2
 for 𝑢 ≠ 1 and 𝐷(1) =

11

19
 satisfies both conditions. 

The 𝐹-iterative method again demonstrates faster convergence compared to other 

iterative processes, validating its effectiveness. 

Example 4.2 demonstrates a map satisfying the enriched condition (𝐶𝛾) but not the 

ordinary condition (𝐶𝛾). The map 𝐷 on 𝑊 = [−0.5, −2] ∪ [0.5,2] defined by 𝐷𝑢 =

𝑢−1 satisfies the enriched condition with 𝑏 = 1.5 but not the ordinary condition. The 

numerical results show that the 𝐹-iterative method converges faster than other 

methods, highlighting its efficiency. 

In conclusion, this study contributes to the understanding of fixed point theory for 

various classes of nonlinear maps in Banach spaces, presenting significant theoretical 

results and practical applications through iterative methods. The introduction of the 

enriched condition (𝐶𝛾) and the development of the 𝐹-iterative method provide 

powerful tools for analyzing and approximating fixed points. The convergence 

theorems and numerical examples illustrate the robustness and efficiency of our 

approach, making it a valuable addition to the field of fixed point theory. This work 

lays the foundation for further research and applications in diverse areas, emphasizing 

the importance of iterative methods in solving complex nonlinear problems. 

The fixed point theory has profound implications in various scientific disciplines. In 

economics, fixed point theorems are used in game theory and equilibrium analysis. For 

instance, Nash equilibrium in game theory is a solution concept where no player can 

benefit by unilaterally changing their strategy, and it can be proven using fixed point 

theorems. In engineering, fixed point methods are employed in signal processing, 

control theory, and the design of algorithms for solving differential equations. The 

ability to ensure the existence and uniqueness of solutions is fundamental in these 

applications. 

The generalizations introduced in this paper, particularly the enriched condition (𝐶𝛾), 

extend the applicability of fixed point theory to a broader class of problems. By 

incorporating parameters such as 𝜇 and 𝛾, we can handle maps that exhibit more 
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complex behaviors, making the theory more versatile. This is particularly important in 

real-world applications where ideal conditions (such as strict nonexpansiveness) are 

rarely met. 

The enriched condition (𝐶𝛾), as introduced in this study, offers a nuanced approach to 

handling nonlinear maps. The condition 𝛾 ∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ implies ∥ 𝐷𝑢 −
𝐷𝑣 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ allows for a controlled relaxation of the nonexpansive condition. This 

is crucial for dealing with maps that are not strictly nonexpansive but still exhibit 

convergence properties under certain conditions. 

The 𝐹-iterative method leverages this enriched condition to provide robust 

convergence results. By iteratively applying the map and adjusting parameters, the 

method ensures that the sequence generated converges to a fixed point. The 

convergence theorems established in this study provide a rigorous mathematical 

foundation for the method, ensuring its reliability and effectiveness. 

The numerical examples provided in this study highlight the practical implications of 

the theoretical results. By demonstrating the convergence behavior of the 𝐹-iterative 

method on specific maps, we provide concrete evidence of its efficiency. The 

comparative analysis with other iterative methods, such as the Agarwal and Thakur 

methods, further underscores the advantages of the 𝐹-iterative method. 

The results of this study open up several avenues for future research. One potential 

direction is the extension of the enriched condition (𝐶𝛾) to other types of spaces, such 

as CAT(0) spaces. These spaces generalize the concept of non-positive curvature and 

have applications in various areas of mathematics and computer science. Exploring the 

applicability of the 𝐹-iterative method in these spaces could lead to new insights and 

broader applications. 

Another area for future research is the development of new iterative methods based on 

the enriched condition (𝐶𝛾). By further refining the parameters and conditions, it may 

be possible to design methods that offer even faster convergence and greater accuracy. 

Additionally, investigating the stability and robustness of these methods in the 

presence of perturbations or noise would be valuable for practical applications. 

In conclusion, this study presents significant advancements in the fixed point theory 

for nonlinear maps in Banach spaces. The introduction of the enriched condition (𝐶𝛾) 

and the development of the 𝐹-iterative method provide powerful tools for analyzing 

and approximating fixed points. The comprehensive theoretical framework and 

numerical examples illustrate the robustness and efficiency of our approach, making 

it a valuable addition to the field of fixed point theory. This work lays the foundation 

for further research and applications, emphasizing the importance of iterative methods 

in solving complex nonlinear problems. 
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1. GİRİŞ 

 Literatür Taraması 

Uygulamalı fizik ve matematik mühendisliği gibi birçok farklı alanda ve çeşitli 

problemlerde, bilinen analitik yöntemlerle çözümü garanti etmek için birçok zorlukla 

karşılaşılır. Bu tür durumlarda, sabit nokta teorisi, aranan çözümleri elde etmek için 

alternatif teknikler önerir. İlk olarak, ifade edilen denklemin sabit nokta kümesi ile 

verilen problemin çözüm kümesi eşit olacak şekilde problemin formüle edilmesi 

gerekir. İfade edilen denklemin sabit noktasının varlığı ispatlandığında, verilen 

denklemin çözümünün varlığı da ispatlanmış olur. Bundan sonra, ifade edilen 

denklemin sabit noktasının değerini hesaplamak için bazı iterasyon yöntemlerinden 

(örneğin Picard iterasyonu, Krasnoselskii iterasyonu, M-iterasyonu ve 𝐹-iterasyonu 

gibi çeşitli iterasyonlardan)  yararlanabiliriz. 

Sabit nokta teorisi, 19. yüzyılın başlarında, adi diferansiyel denklemlerin çözümlerinin 

varlığı ve tekliğini ispatlama amacıyla geliştirilmeye başlanmıştır. Bu teori, özellikle 

matematiksel analizin çeşitli dallarında uygulamalı problemlerin çözümünde temel bir 

araç olarak kabul edilir. 

1922'de Stefan Banach, daralma prensibi ile sabit nokta teoremini formüle etmiş ve bu 

durum, metrik uzaylarda daraltıcı bir dönüşümün tek bir sabit noktaya sahip olduğunu 

belirten ve iterasyonlar aracılığıyla bu sabit noktaya yakınsanabileceğini ispatlayan bir 

teorem olarak matematikte büyük bir devrim yaratmıştır. 

1960'lar ve 1970'lerde, genişlemeyen dönüşümler üzerine yoğun bir şekilde çalışılmış 

ve bu dönüşümlerin sabit nokta teoremlerine uygulanabilirliği araştırılmıştır. Bu 

dönüşümler, uzaydaki elemanlar arası mesafeyi artırmayan ve çeşitli optimizasyon 

problemlerinde kullanılan işlemleri tanımlar. 

2008'de Shunichi  Suzuki, genişlemeyen dönüşümler üzerine önemli bir gelişme olarak  

Suzuki genişlemeyen dönüşümü ortaya koymuştur.  Suzuki'nin bu çalışması, daha 

önce var olan sabit nokta teoremlerini genişletmiş ve bu teorilerin daha karmaşık 

sistemlerde uygulanabilirliğini artırmıştır. 
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2019'da ise yine Suzuki zenginleştirilmiş genişlemeyen dönüşümleri tanıtılarak bu 

alandaki araştırmaları daha da ileriye taşımıştır. Bu yeni geliştirilen dönüşümler, daha 

karmaşık sistemlerde sabit noktaların varlığını ve özelliklerini keşfetme olanağı 

sunmuştur. 

Günümüzde, iterasyon yöntemleri, sabit nokta teoremleri temel alınarak geliştirilmiş 

ve bu yöntemler, algoritma tasarımında ve bilgisayar bilimlerinde geniş bir uygulama 

alanı bulmuştur. İterasyon yöntemleri, belirli bir işlemi tekrarlayarak sabit bir sonuca 

yaklaşma prensibine dayanır ve bu yöntemler, pek çok bilimsel ve mühendislik 

disiplininde kritik öneme sahiptir. 

 Temel Kavramlar 

Sabit nokta teorisi, matematiksel analizde ve fonksiyonel analizde oldukça önemli bir 

yere sahiptir ve çeşitli matematiksel yapıları anlamada temel bir araç olarak 

kullanılmaktadır. Bu teorinin temelleri ve uygulamalarını ele almadan önce, temel 

kavramları ve terminolojiyi açıklığa kavuşturmak gerekmektedir. 

Tanım 1.2.1. (Metrik ve Metrik Uzay) 

𝒵 boştan farklı bir küme olsun. 𝑑: 𝒵 × 𝒵 → ℝ fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlarsa 

d fonksiyonuna metrik ve (𝒵, 𝑑) çiftine de metrik uzay denir. Her 𝑢, 𝑣, 𝑧 ∈ 𝒵 için 

(a) 𝑑(𝑢, 𝑣) ≥ 0 ,  𝑑(𝑢, 𝑣) = 0 ⇔ 𝑢 = 𝑣 

(b) 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑣, 𝑢) (simetri) 

(c) 𝑑(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑑(𝑢, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑣) (üçgen eşitsizliği) 

 [37]. 

Örnek 1.2.2. 

 ∀𝑢, 𝑣 ∈ ℝ için 𝑑(𝑢, 𝑣) = |𝑢 − 𝑣| olarak tanımlanan 𝑑: ℝ × ℝ → ℝ dönüşümü ℝ 

üzerinde bir metriktir. Bu metriğe ℝ nin mutlak değer metriği denir [28]. 

Tanım 1.2.3. (Cauchy Dizisi) 

(𝒵, 𝑑)  metrik uzayında {𝑢𝑙} bir dizi  olsun. Her 𝜀 > 0 sayısına karşılık her  𝑚, 𝑙 > 𝑁 

için 

𝑑(𝑢𝑙 , 𝑢𝑚) < 𝜀 
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olacak biçimde bir 𝑁 = 𝑁(𝜀) ∈  ℕ sayısı varsa, {𝑢𝑙}   dizisine bir Cauchy disizi denir 

[37]. 

Örnek 1.2.4. 

ℝ üzerinde mutlak değer metriği verilsin. ℝ deki {𝑢𝑙}  = 1/𝑛, (𝑛 ∈  ℕ) dizisi 0 ∈ ℝ 

noktasına yakınsar. Dolayısıyla {𝑢𝑙}  bir Cauchy dizisidir [27]. 

Tanım 1.2.5. (Tam Metrik Uzay) 

(𝒵, 𝑑) bir metrik uzay olsun. 𝒵 deki her {𝑢𝑙}  Cauchy dizisi bir limite sahip ise (𝒵, 𝑑) 

metrik uzayına tam metrik uzay denir [28]. 

Örnek 1.2.6. 

ℝ kümesi ℝ üzerindeki mutlak değer metriğine göre tamdır [28]. 

Tanım 1.2.7. (Yakınsaklık)  

{𝑢𝑙}, (𝒵, 𝑑) metrik uzayında bir dizi olsun. 𝑢 ∈ 𝒵 olmak üzere lim𝑙→∞𝑑(𝑢𝑙, 𝑢) = 0 

ise {𝑢𝑙} dizisi 𝑢′ya yakınsaktır denir. 

lim𝑙→∞𝑢𝑙 = 𝑢 veya 𝑢𝑙 → 𝑢(𝑙 → ∞) 

ile gösterilir [27]. 

Tanım 1.2.8. (Kuvvetli Yakınsaklık) 

{𝑢𝑙}, (𝒵, 𝑑) metrik uzayı içinde bir dizi ve 𝑢0 ∈ 𝒵 olsun. Eğer lim𝑙→∞𝑑(𝑢𝑙, 𝑢0) = 0 

ise başka bir deyişle, eğer ∀𝜀 > 0 ve ∃𝑙𝜀 ∈ ℕ ∋ ∀𝑙 > 𝑙𝜀 için 𝑑(𝑢𝑙, 𝑢0) < 𝜀 oluyorsa, 

{𝑢𝑙} dizisi 𝑢0 noktasına  kuvvetli yakınsıyor denir ve 

𝑢𝑙 → 𝑢0 (𝑙 → ∞)  ya da lim𝑙→∞𝑢𝑙 = 𝑢0 

şeklinde gösterilir. Metrik uzayda dizilerin yakınsaklığı ile kuvvetli yakınsaklık 

denktir [28]. 

Tanım 1.2.9. (Açık Örtü) 

(𝒵, 𝑑) bir metrik uzay, 𝐼 bir indis kümesi   ≠ 𝐴 ⊆ 𝒵 ve ∀𝑖 ∈ 𝐼 için 𝐴𝑖 ⊆ 𝒵 açık küme 

olsun. Şayet 𝐴 ⊆ ⋃𝑖∈𝐼 𝐴𝑖 ise (𝐴𝑖)𝑖∈𝐼 ailesine 𝐴 nın bir açık örtüsü denir [25]. 

Bir örtünün herhangi bir alt kümesi de bir örtü ise buna çoğunlukla alt örtü adı verilir 

[25]. 

Örnek 1.2.10. 
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𝑛 ∈ ℤ için (𝑛 − 2, 𝑛 + 2) ile verilen açık aralıkların {(𝑛 − 2, 𝑛 + 2)}𝑛∈ℤ ailesi ℝ için 

bir açık örtüsüdür [37]. 

Tanım 1.2.11. (Kompakt Küme) 

(𝒵, 𝑑) bir metrik uzay,    ≠ 𝑊 ⊆ 𝒵 olsun. 𝑊 nın her açık örtüsü sonlu bir alt örtüye 

sahipse 𝑊 ya bir kompakt küme denir [25].  

Örnek 1.2.12. 

Bir (𝒵, 𝑑) metrik uzayının sonlu bir 𝑊 alt kümesi kompakttır [37]. 

Örnek 1.2.13. 

Doğal metrik ile ℝ reel sayılar kümesinin   

(a) (0, 1)  (b) ℕ  (c) ℤ   (d) ℝ 

alt kümeleri kompakt değildir [37]. 

Tanım 1.2.14. (Dizisel Kompakt) 

(𝒵, 𝑑)  metrik uzayında tanımlı her dizi bu uzayda yakınsak bir alt diziye sahipse, bu 

uzaya dizisel kompaktır denir [28]. 

Teorem 1.2.15. 

(𝒵, 𝑑) bir metrik uzay olsun. 𝒵 kompaktır ancak ve ancak 𝒵 dizisel kompaktır [37]. 

Örnek 1.2.16. 

(𝒵, 𝑑) bir metrik uzay olsun. 

(a) Herhangi bir 

𝐴 = {𝑢𝑙: 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛} 

sonlu alt kümesi dizisel kompakt bir kümedir. 

(b) Yakınsak bir {𝑢𝑙} dizisinin terimlerini ve dizinin 𝑢0 limit noktasını içeren 𝐵 

kümesi, yani 

𝐵 = {𝑢𝑙: 𝑙 ∈ ℕ} ∪ {𝑢0} 

kümesi dizisel kompakttır [37].  

Örnek 1.2.17. 
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Herhangi bir sonlu küme, herhangi bir metrik altında kompakt bir metrik uzaydır. 

Örneğin,  𝒵 =  {𝑎, 𝑏, 𝑐} kümesi üzerinde herhangi bir 𝑑 metriği verilsin. Sonlu 

kümelerin her dizisi, en azından bir elemanını tekrar tekrar içerecek şekilde bir alt 

diziye sahiptir. Bu, her dizi için yakınsak bir alt dizinin var olduğunu ifade eder. 

Dolayısıyla, 𝒵 kompakt bir metrik uzaydır.  

Tanım 1.2.18. ( Semi kompakt) 

𝒵 bir Hilbert uzay,   ≠ 𝑊   𝒵 bir alt kümesi ve 𝐷: 𝑊 → 𝑊 bir dönüşüm olsun. Bu 

takdirde, eğer herhangi bir {𝑢𝑙} ⊆ 𝑊 sınırlı dizisi için 

{𝐷𝑢𝑙 − 𝑢𝑙}, (𝑙 = 0,1,2, … ) kuvvetli yakınsaksa, yani {𝑢𝑙}'nin kuvvetli yakınsak bir 

{𝑢𝑙𝑖
} alt dizisi bulunabilirse, 𝐷 dönüşümüne semi kompakttır denir [33]. 

Tanım 1.2.19. (Süreklilik) 

 ( 𝒵, 𝑑) ve (𝑋, 𝜌) iki metrik uzay, 𝑓: 𝒵 → 𝑋 bir dönüşüm ve 𝑢0 ∈  𝒵 olsun. Her bir 

𝜀 > 0 sayısı için 

𝑑(𝑢, 𝑢0) < 𝛿 olduğunda 𝜌(𝑓(𝑢), 𝑓(𝑢0)) < 𝜀 

veya denk bir ifade ile, 

𝑓(𝐵(𝑢0; 𝛿)) ⊆ 𝐵(𝑓(𝑢0); 𝜀) 

olacak şekilde bir 𝛿 > 0 sayısı varsa, 𝑓 ye 𝑢0 noktasında süreklidir denir. 𝑓, 𝑋 in her 

noktasında sürekli ise 𝑓 ye 𝑋 üzerinde süreklidir denir [8]. 

Örnek 1.2.20. 

𝐴 ⊆ ℝ olsun. Her bir 𝑓: 𝐴 → ℝ polinom fonksiyonu 𝐴 nın her noktasında süreklidir 

[37]. 

Tanım 1.2.21. (Dizisel Süreklilik) 

𝒵 ve 𝑋 metrik uzaylar olsun ve 𝑓: 𝒵 → 𝑋 fonksiyonu verilsin. 𝒵 uzayındaki yakınsak 

her 𝑢𝑙 dizisi için, 

𝑢𝑙 → 𝑢 ⇒ 𝑓(𝑢𝑙) → 𝑓(𝑢)    (𝑙 → ∞) 

ise 𝑓 ye dizisel süreklidir denir [27].  

Tanım 1.2.22. (Zayıf Yakınsaklık)  
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Bir {𝑢𝑙} dizisi ve 𝑢0 ∈ 𝒵 noktası verildiğinde, eğer 𝒵 üzerinde tanımlı sürekli her 

lineer 𝑓 fonksiyoneli  için lim𝑙→∞𝑓(𝑢𝑙) = 𝑓(𝑢0) eşitliği sağlanıyorsa, {𝑢𝑙} dizisinin 

𝑢0 noktasına zayıf yakınsadığı söylenir.  

Tanım 1.2.23. (Azalmayan ve Artmayan Fonksiyonlar)  

Tanım bölgesindeki her 𝑢, 𝑣 elemanı için 

𝑢 < 𝑣 olduğunda  𝑓(𝑢) ≥  𝑓(𝑣) 

şartını sağlayan 𝑓 fonksiyonuna artmayan, 

𝑢 < 𝑣 olduğunda  𝑓(𝑢) ≤  𝑓(𝑣) 

şartını sağlayan 𝑓 fonksiyonuna ise azalmayan fonksiyon denir.  

Örnek 1.2.24. 

Artmayan fonksiyonlar, sabit veya azalan fonksiyonlardır. Örneğin,  𝑓(𝑢) = a,

𝑓(𝑢) =
1

𝑢
 . 

Azalmayan fonksiyonlar, sabit veya artan  fonksiyonlardır. Örneğin , 𝑓(𝑢) = a,

𝑓(𝑢) = 𝑢 . 

Tanım 1.2.25. (Vektör Uzayı)  

𝒵 boştan farklı bir küme, 𝔽 bir sayı cismi olsun. 

+: 𝒵 × 𝒵 → 𝒵 ⋅ : 𝔽 × 𝒵 → 𝒵
(𝑢, 𝑣) → 𝑢 + 𝑣 (𝜆, 𝑢) → 𝜆. 𝑢

 

ikili işlemleri ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽  ve ∀𝑢, 𝑣, 𝑧 ∈ 𝒵 için 

    1.  𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢 

    2.  𝑢 + (𝑣 + 𝑧) = (𝑢 + 𝑣) + 𝑧 

    3.  ∀𝑢 ∈ 𝒵 için 𝑢 + 𝑒 = 𝑒 + 𝑢 = 𝑢 olacak şekilde bir 𝑒 ∈ 𝒵 vardır. 

    4.  ∀𝑢 ∈ 𝒵 için 𝑢 + (−𝑢) = (−𝑢) + 𝑢 = 𝑒 olacak şekilde (−𝑢) ∈ 𝒵 vardır. 

    5.  1 ⋅ 𝑢 = 𝑢 

    6.  𝛼 ⋅ (𝑢 + 𝑣) = 𝛼 ⋅ 𝑢 + 𝛼 ⋅ 𝑣 

    7.  (𝛼 + 𝛽) ⋅ 𝑢 = 𝛼 ⋅ 𝑢 + 𝛽 ⋅ 𝑢  

    8.  (𝛼 ⋅ 𝛽) ⋅ 𝑢 = 𝛼 ⋅ (𝛽 ⋅ 𝑢) 
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şartlarını sağlıyorsa ( 𝑋, +, . )  üçlüsüne  𝔽  cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) 

denir [27]. 

Tanım 1.2.26. (Norm ve Normlu Uzay)  

𝒵, 𝔽 𝑐𝑖𝑠𝑚𝑖 ( 𝔽 = ℝ veya  𝔽 = ℂ) üzerinde bir lineer uzay olsun. 

 ∥⋅∥: 𝒵 → ℝ, 𝑢 →∥ 𝑢 ∥  dönüşümü ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝒵 ve ∀𝛼 ∈  𝔽  için 

(a) ∥ 𝑢 ∥= 0 ⇔ 𝑢 = 𝜃 

(b) ∥ 𝛼𝑢 ∥= |𝛼| ∥ 𝑢 ∥ 

(c) ∥ 𝑢 + 𝑣 ∥≤∥ 𝑢 ∥ +∥ 𝑣 ∥ 

şartlarını sağlıyorsa ∥⋅∥ fonksiyonuna 𝔽′de (veya 𝔽 üzerinde) norm, (𝒵, ∥⋅∥) ikilisine 

de normlu uzay denir [27].  

Örnek 1.2.27. 

 𝔽  (yani ℝ veya ℂ) kümesi ∥ 𝑢 ∥= |𝑣| normu ile bir normlu vektör uzayıdır. Bu norma 

𝔽 için doğal norm ya da mutlak değer normu adı verilir. Bu norm 𝑑(𝑢, 𝑣) = |𝑢 − 𝑣| 

doğal metriğini üretir [37]. 

Tanım 1.2.28. (Banach Uzayı)   

Bir normlu lineer uzayda her Cauchy dizisi yakınsak ise bu uzaya Banach uzayı denir 

[27].  

𝒵 in reel veya kompleks lineer uzay oluşuna göre Banach uzayı reel veya kompleks 

Banach uzayı olarak adlandırilır. 

Tanım 1.2.29. (Konvekslik)  

𝒵 bir reel lineer uzay ve  ≠ 𝑊 ⊆ 𝒵 olsun. Her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 için 

𝐴 = {𝑧 ∈ 𝒵: 𝑧 = 𝛼𝑢 + (1 − 𝛼)𝑣, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1} ⊆ 𝑊 

ise 𝑊 kümesine konveks denir [28]. 

Tanım 1.2.30. (Düzgün Konveks Uzay) 

𝒵 bir normlu lineer uzay olsun. Eğer her 𝜀 ∈ (0,2] ve 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒵 için 

∥ 𝑢 ∥≤ 1, ∥ 𝑣 ∥≤ 1 ve ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥> 𝜀 iken ‖
𝑢+𝑣

2
‖ ≤ 𝛿 

olacak şekilde 𝛿 > 0 varsa 𝒵 uzayına düzgün konveks uzay adı verilir [15]. 
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Tanım 1.2.31. (İç Çarpım Uzayı) 

 𝔽 = ℝ veya ℂ olmak üzere 𝒵 bir vektör uzayı olsun. (⋅,⋅): 𝒵 × 𝒵 → 𝔽 dönüşümü 

aşağıdaki özelliklere sahip ise (⋅,⋅) fonksiyonuna, 𝒵 üzerinde bir iç çarpım, (𝒵, (⋅,⋅)) 

ikilisine de iç çarpım uzayı denir [28]. 

(i1) Her 𝑢 ∈ 𝒵 için (𝑢, 𝑢) ≥ 0 ve (𝑢, 𝑢) = 0 ⇔ 𝑢 = 𝜃, 

(i2) Her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒵 için (𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (kompleks eşlenik), 

(i3) Her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒵 ve 𝑎 ∈  𝔽 için (𝑎𝑢, 𝑣) = 𝑎(𝑢, 𝑣), 

(i4) Her 𝑢, 𝑣, 𝑧 ∈ 𝒵 için (𝑢 + 𝑣, 𝑧) = (𝑢, 𝑧) + (𝑣, 𝑧). 

 𝔽 = ℝ olması halinde (𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢) dir. 

(𝑖2) ve (𝑖4) ifadelerinden ∀𝑢, 𝑣, 𝑧 ∈ 𝒵 ve ∀𝑎, 𝑏 ∈  𝔽 için  

(a) (𝑎𝑢 + 𝑏𝑣, 𝑧) = 𝑎(𝑢, 𝑧) + 𝑏(𝑣, 𝑧), 

(b) (𝑢, 𝑎𝑣) = 𝑎̅(𝑢, 𝑣), 

(c) (𝑢, 𝑎𝑣 + 𝑏𝑧) = 𝑎̅(𝑢, 𝑣) + 𝑏̅(𝑢, 𝑧) dir. 

Tanım 1.2.32. (Hilbert Uzayı) 

Bir (𝒵, (⋅,⋅)) iç çarpım uzayı tam ise yani (𝒵, (⋅,⋅)) uzayındaki her Cauchy dizisi 

uzayda yakınsaksa, bu iç çarpım uzayına Hilbert uzayı denir [28].  

Tanım 1.2.33. (Asimptotik Yarıçap ve Asimptotik Merkez) 

 𝒵 bir normlu uzay,  ≠ 𝑊   𝒵 kapalı, konveks bir alt küme ve {𝑢𝑙}, 𝒵 içinde sınırlı 

bir dizi olsun. Bu durumda,  

 R(𝑊, {𝑢𝑙}) = inf {lim sup 
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − 𝑢‖: 𝑢 ∈ 𝑊}  

sayısına {𝑢𝑙}’nin 𝑊’ya göre asimptotik yarıçapı denir.  

 A(𝑊, {𝑢𝑙}) = {𝑢 ∈ 𝑊: lim sup 
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − 𝑢‖ = R(𝑊, {𝑢𝑙})} 

kümesine {𝑢𝑙}’nin 𝑊’ya göre asimptotik merkezi denir [13, 41].  

Tanım 1.2.34. (Düzgün Asimptotik Dönüşüm) 

 𝒵 bir Hilbert uzay,   ≠ 𝑊   𝒵 kapalı, konveks bir alt küme ve 𝐷: 𝑊 → 𝑊 bir 

dönüşüm olsun. Bu takdirde, 𝐷 dönüşümü her 𝑢 ∈ 𝑊 için 
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lim𝑙→∞  ∥∥𝐷𝑙+1𝑢 − 𝐷𝑙𝑢∥∥ = 0, (𝑙 = 0,1,2, … ) 

ise 𝐷 ye düzgün asimptotiktir denir [12]. 

Tanım 1.2.35. (Opial Şartı)   

𝒵   bir normlu uzay olsun. Eğer 𝒵 içindeki herhangi bir {𝑢𝑙} dizisi bir zayıf limite 

sahipse, yani 

 lim inf
𝑙→∞

 ‖𝑢𝑙 − 𝑢‖ < lim inf 
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − 𝑣‖,    ∀𝑣 ∈ 𝒵 − {𝑢} 

ise 𝒵 uzayı Opial şartını sağlıyor denir [30].   

Lemma 1.2.36. 

0 < i ≤ α𝑙 ≤ j < 1 ve 𝒵 düzgün konveks Banach uzayı olsun. Bu durumda, 𝒵 

içindeki herhangi {𝑢𝑙} ve {𝑣𝑙} dizileri için 

lim sup𝑙→∞‖𝑢𝑙‖ ≤ z,  lim sup𝑙→∞‖𝑣𝑙‖ ≤ z   ve   lim𝑙→∞ ∥ α𝑙𝑢𝑙 + (1 − α𝑙)𝑣𝑙 ∥= z 

olacak şekilde z ≥ 0  varsa, bu takdirde lim𝑙→∞‖𝑢𝑙 − 𝑣𝑙‖ = 0 dır [35]. 

 Sabit Nokta Kavramı 

Tanım 1.3.1. (Sabit Nokta ve Sabit Nokta Kümesi) 

𝒵 ≠   herhangi bir küme ve 𝐷: 𝒵 → 𝒵 bir dönüşüm olsun. Eğer 𝐷𝑢 = 𝑢 olacak 

şekilde bir  𝑢 ∈ 𝒵  noktası varsa, bu 𝑢 noktasına 𝐷 nin sabit noktası denir ve 𝐷 nin 

tüm sabit noktalarının kümesi   

𝐹(𝐷) = {𝑢 ∈ 𝒵: 𝐷𝑢 = 𝑢} 

ile gösterilir [16]. 

Aşağıdaki örneklerden de görülebileceği gibi 𝐷: 𝒵 → 𝒵  dönüşümün herhangi bir sabit 

noktası olmayabilir veya bir sabit noktası olabilir ya da birden fazla sabit noktası 

olabilir. 

Örnek 1.3.2. 

a) Eğer 𝒵 = ℝ ve 𝐷𝑢 = 𝑢 ise 𝐹(𝐷) = ℝ dır. 

b) Eğer 𝒵 = ℝ ve 𝐷𝑢 =
𝑢

3
  ise 𝐹(𝐷) = {0} olur. 

c) Eğer 𝒵 = ℝ ve 𝐷𝑢 = 𝑢2 ise 𝐹(𝐷) = {1,0} elde edilir. 
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d) Eğer 𝒵 = [1, ∞) ve 𝐷𝑢 = 2𝑢4 − 1 ise 𝐹(𝐷) = {1} olur. 

Örneklerden görüldüğü gibi bir dönüşümün sabit noktasının varlığı, dönüşümün 

tanımlandığı kümeye ve tanımlanma tarzına bağlıdır. 

Tanım 1.3.3. (İterasyon)  

𝒵 herhangi bir küme ve 𝐷: 𝒵 → 𝒵 bir dönüşüm olsun. Her 𝑢 ∈ 𝒵 için 

𝐷𝑛+1𝑢 = 𝐷(𝐷𝑛𝑢) 

olacak şekilde 𝐷𝑛𝑢 tanımlansın. Bu takdirde 𝐷𝑛𝑢, 𝐷 altındaki 𝑢 in 𝑛. iterasyonu 

olarak adlandırılır [8]. 

𝐷: 𝒵 → 𝒵 bir dönüşüm olsun. Keyfi 𝑛 ∈ ℕ için 𝐹(𝐷) ⊆ 𝐹(𝐷𝑛) dir. Ancak tersi doğru 

değildir. 

Örnek 1.3.4.  

𝐷𝑢 = 𝑢2 − 1 ile tanımlı 𝐷: ℝ → ℝ fonksiyonunun dördüncü iterasyonu 

𝐷4𝑢 =  𝐷(𝐷(𝐷(𝐷𝑢))) = (((𝑢2 − 1)2 − 1)2 − 1)2 − 1 

ile verilir [37].  

Tanım 1.3.5. (Daralma Dönüşümü) 

(𝒵, 𝑑)  metrik uzay ve 𝐷: 𝒵 → 𝒵 bir dönüşüm olsun. Eğer her  𝑢, 𝑣 ∈ 𝒵 için 

𝑑(𝐷𝑢, 𝐷𝑣) ≤ 𝑘 ⋅ 𝑑( 𝑢, 𝑣) 

 eşitsizliği 𝑘 ∈ [0,1) olması durumunda sağlanıyorsa 𝐷’ye daralma veya büzülme 

(contraction) dönüşümü denir [16].  

Örnek 1.3.6. 

 𝑢 = {𝑢𝑙} ∈ ℓ2 için 𝐷 𝑢 = {
𝑢𝑙

3
} ile tanımlı 𝐷 dönüşümü ℓ2 den ℓ2’ye bir daralma 

dönüşümüdür [37]. 

Banach Sabit Nokta Teoremi veya daralma prensibi, belirli şartlar altında bir 

fonksiyonun sabit bir noktaya sahip olduğunu garantiler. Bu teoremde, daralma 

dönüşümü özelliği önemlidir. 

Teorem 1.3.7. (Banach Sabit Nokta Teoremi) 

(𝒵, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝐷: 𝒵 → 𝒵 bir daralma dönüşümü olsun. Bu takdirde, 
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(𝑎) 𝐷 nın bir ve yalnız bir sabit  𝑢 ∈ 𝒵 noktası vardır. 

(b) herhangi bir 𝑢 ∈ 𝒵 için iterasyon dizisi, 𝐷 nın bu sabit noktasına yakınsar (yani 

her 𝑙 ∈ ℕ için  𝑢𝑙 = 𝐷𝑢𝑙−1 ile tanımlı {𝑢𝑙} iterasyon dizisi 𝐷 nin bu sabit  𝑢 noktasına 

yakınsar) [37]. 

Sabit nokta teorisi birçok alanda kullanılmaktadır ( [21], [31], [32] ve [43]).   

Tanım 1.3.8.( Lipschitz Dönüşüm) 

 (𝒵, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝐷: 𝒵 → 𝒵 bir dönüşüm olsun. Her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒵 için, 

𝑑(𝐷𝑢, 𝐷𝑣) ≤ 𝐿𝑑(𝑢, 𝑣) 

olacak şekilde bir 𝐿 ≥ 0 sabiti varsa, 𝐷 ye Lipschitz dönüşümü denir. Yukarıdaki 

eşitsizliğe Lipschitz şartı ve bu şartı sağlayan en küçük 𝐿 değerine Lipschitz sabiti 

denir [16]. Lipschitz dönüşümü tanımlı olduğu küme üzerinde düzgün süreklidir. 

Örnek 1.3.9. 

𝒵 = ℝ,   𝑑(𝑢, 𝑣) = |𝑢 − 𝑣| ve 𝐷: ℝ → ℝ,   𝐷𝑢 = 2𝑢 olsun. Bu takdirde, 

𝑑(𝐷𝑢, 𝐷𝑣) = |2𝑢 − 2𝑣| = 2|𝑢 − 𝑣| = 2𝑑(𝑢, 𝑣) ≤ 𝐿𝑑(𝑢, 𝑣) 

𝐿 ≥ 2 için 𝐷 dönüşümü Lipschitz şartını sağlar. 

Tanım 1.3.10.(Kesin Daralma Dönüşümü) 

 (𝒵, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝐷: 𝒵 → 𝒵 bir dönüşüm olsun. Her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒵 ve 𝑢 ≠ 𝑣 için 

𝑑(𝐷𝑢, 𝐷𝑣) < 𝑑(𝑢, 𝑣) 

ise 𝐷 ye kesin daralma (contractive) dönüşümü denir [16]. 

Tanım 1.3.11.(Genişleyen Dönüşüm) 

(𝒵, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝐷: 𝒵 → 𝒵 bir dönüşüm olsun. Her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒵 ve 𝑘 > 1 için 

𝑑(𝐷𝑢, 𝐷𝑣) ≥ 𝑘𝑑(𝑢, 𝑣) 

ise 𝐷 ye genişleyen (expansive) dönüşüm denir [16]. 

Tanım.1.3.12.(Genişlemeyen Dönüşüm) 

𝒵 bir metrik uzay ve  ≠ 𝑊   𝒵 bir alt kümesi olsun. Bir 𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşümü her 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 için  

𝑑(𝐷𝑢, 𝐷𝑣) ≤ 𝑑(𝑢, 𝑣) 
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ise 𝐷 ye genişlemeyen (nonexpansive)  dönüşüm denir.  

Bu tanım, 𝐷 dönüşümünün 𝑊 içindeki herhangi iki noktayı birbirinden daha fazla 

uzaklaştırmadığını, yani 𝑢 ve 𝑣 arasındaki orijinal mesafeyi koruduğunu veya 

azalttığını ifade eder. Genişlemeyen dönüşümler, sabit nokta teorisinde önemli bir rol 

oynarlar. Çünkü bu tür dönüşümler genellikle sabit noktanın varlığına ve sabit 

noktalara iterasyon yöntemleriyle yaklaşmanın analizine imkan tanır. 

Genişlemeyen dönüşümlerin sabit nokta teorisi ve genellemeleri hakkında geniş bir 

literatür bulunmaktadır ([5], [23], [24] ve [39]). 

Örnek 1.3.13. 

𝒵 = ℝ, 𝑑(𝑢, 𝑣) = |𝑢 − 𝑣| ve 𝐷: ℝ → ℝ,    𝐷𝑢 = 𝑢 + 1 olsun. 

𝑑(𝐷𝑢, 𝐷𝑣) = |𝑢 + 1 − 𝑣 − 1| = |𝑢 − 𝑣| = 𝑑(𝑢, 𝑣) 

olacağından her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒵 için 𝑑(𝐷𝑢, 𝐷𝑣) ≤ 𝑑(𝑢, 𝑣) şartı sağlanmış olur. Böylece 𝐷 

nin genişlemeyen bir dönüşüm olduğu görülür. Fakat 𝐷 dönüşümü daralma ve kesin 

daralma dönüşümü değildir. 

Örnek 1.3.14. 

𝑊 = [0,1] ve 𝐷𝑢 = 1 − 𝑢 olsun. Bu takdirde 𝐷 genişlemeyen, daralma dönüşümü 

olmayan ve tek sabit noktası 𝑧 = 0.5 olan bir operatördür. Krasnoselskii iterasyonu 

𝐷'nin sabit noktasına yakınsar fakat Picard iterasyonu yakınsamaz. Bunu görmek için, 

𝑢0 = 𝑢 ≠ 0.5 olsun, Picard iterasyonu aşağıdaki yakınsamayan diziyi üretir: 

𝑢, 1 − 𝑢, 𝑢, 1 − 𝑢, … 

2008’de,  Suzuki aşağıdaki şekilde genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşümlerin bir 

sınıfını tanımlamıştır [38].  

Tanım 1.3.15.( Suzuki Genişlemeyen Dönüşüm) 

𝒵 bir normlu uzay ve   ≠ 𝑊   𝒵 bir alt kümesi olsun. Bir 𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşümü her 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 için  

 
1

2
∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥     iken    ∥ 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

şartını sağlarsa, 𝐷 dönüşümüne  Suzuki genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşümdür 

yada 𝐷 dönüşümü (C) şartını sağlar denir [38]. Bu tanım daha sonra [14] de 

genişletilmiştir.  
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Örnek 1.3.16. 

𝑊 = [0,1] olsun ve  

𝐷𝑢 = {
1 − 𝑢  eğer 𝑢 <

1

5
4 + 𝑢

5
 diğer durumlarda 

 

şeklinde tanımlansın. Genişlemeyen dönüşümler sürekli olduğundan, buradaki 𝐷'nin 

genişlemeyen olmadığı görülür. Ancak, 𝐷  Suzuki genişlemeyen dönüşümdür. 

Teorem 1.3.17. 

𝒵 bir Hilbert uzay ve  ≠ 𝑊   𝒵 kapalı, konveks ve sınırlı bir alt küme olsun. Eğer 

𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşümü  Suzuki genişlemeyen dönüşüm ise 𝐹(𝐷) kümesi boştan farklı, 

kapalı ve konveksdir [38].  

Lemma 1.3.18. 

𝒵 bir Hilbert uzay ve  ≠ 𝑊   𝒵 bir alt kümesı olsun. Eğer 𝐷: 𝑊 → 𝑊 bir  Suzuki 

genişlemeyen  dönüşüm ise her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 için  

∥ 𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤ 3 ∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥ +∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

 geçerlidir [38]. 

Tanım 1.3.19.(𝐄𝛍 Şartı ) 

𝒵 bir normlu uzay ve   ≠ 𝑊   𝒵 bir alt kümesı olsun. Eğer 𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşümü 

her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 ve μ ⩾ 1 için 

∥ 𝑢 − 𝐷𝑣 ∥⩽ μ ∥ 𝑢 − 𝐷𝑣 ∥ +∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

eşitsizliğini sağlarsa 𝐷 dönüşümü (Eμ)  şartını sağlar denir. Eğer  𝐷 dönüşümü μ = 1 

için (Eμ) şartını sağlarsa D ye  𝑊 üzerinde (E) şartını sağlar denir [14]. 

Bu özel durum, dönüşümün mesafeleri daha sıkı bir şekilde kontrol ettiğini gösterir. 

Bu tanım, dönüşümlerin mesafe özelliklerini analiz etmek için kullanılır ve sabit nokta 

teorisinde, özellikle iterasyon yöntemlerle sabit noktalara yakınsama analizlerinde 

kritik bir öneme sahiptir. (Eμ) ve (E) şartları, dönüşümün davranışını anlamak ve 

matematiksel modellerdeki sabit noktaları tespit etmek için kullanılır. Bu şartların 

sağlanması, çeşitli matematiksel problemlerin çözümlerinin varlığını ve özelliklerini 
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garanti altına alır. 

Açıklama 1.3.20. 

(i) Eğer 𝐷: 𝑊 → 𝑊 genişlemeyen dönüşüm ise 𝐷 dönüşümü (E) şartını sağlar. [14] 

deki Örnek 1’de gösterildiği gibi bunun tersi doğru değildir. 

(ii) [38]’deki Lemma 7 ye göre, eğer 𝐷: 𝑊 → 𝑊 , 𝑊 üzerinde (C) şartını sağlıyorsa  

𝐷 dönüşümü (E3) şartını da sağlar.  

(iii) (E) şartını sağlayan fakat (C) şartını sağlamayan sürekli dönüşümler vardır, [14] 

deki Örnek 1 bunu göstermektedir. 

Tanım 1.3.21. (𝐂𝛄 Şartı )  

𝒵 bir normlu uzay ve  ≠ 𝑊   𝒵 bir alt kümesi olsun. 𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşümü her 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 ve γ ∈ (0,1) için  

γ ∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ iken ∥ 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

ise 𝐷 dönüşümüne (Cγ) şartını sağlar denir [14].   

Açıklama 1.3.22.   

(i) Eğer γ =
1

2
 ise dönüşüm (C) şartını sağlar. 

(ii) Eğer 0 < γ1 < γ2 < 1 ise (Cγ1
) şartı (Cγ2

) şartını gerektirir. Bunun tersi doğru 

değildir.  

γ ≠
1

2
 için (Cγ) şartının (E) şartını gerektirip gerektirmediği bilinmemektedir. Yine 

de, bu durum Lipschitz dönüşümleri için geçerlidir [14].  

Önerme 1.3.23.  

𝒵 bir Banah uzayı,   ≠ 𝑊   𝒵 kapalı bir alt kümesi olsun.  

(i) Eğer 𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşümü γ ∈ (0,1) için (Cγ) şartını sağlayan bir 

Lipschitz dönüşümü ve L, Lipschitz sabiti ise bu takdirde 𝐷 dönüşümü, 

 μ = max{1,1 + γ(L − 1)} olmak üzere  (Eμ) şartını sağlar. 

(ii) Eğer 𝐷 dönüşümü γ ∈ (0,1) için (Cγ) şartını sağlarsa, bu takdirde 𝐹(𝐷)  kümesi 

kapalıdır [14].  

Önerme 1.3.24.  
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𝒵  Opial şartını sağlayan Banach uzayı,   ≠ 𝑊   𝒵 kapalı bir alt kümesi ve 𝐷: 𝑊 →

𝑊 dönüşümü, γ ∈ (0,1) için (Cγ) şartını sağlayan ve Lipschitz sabiti L olan bir 

Lipschitz dönüşümü olsun. Eğer {𝑢𝑙} dizisi zayıf olarak a∗’a yakınsarsa ve 

lim𝑙→∞‖𝐷𝑢𝑙 − 𝑢𝑙‖ = 0 

ise bu takdirde 𝐷a∗ = a∗ olur.  

İspat. Önerme 1.3.23 (i) den, 

∥ 𝑢𝑙 − 𝐷a∗ ∥≤ μ ∥ 𝑢𝑙 − 𝐷𝑢𝑙 ∥ +∥ 𝑢𝑙 − a∗ ∥ 

için μ = max{1,1 + γ(L − 1)} alınır. Sonra  

lim inf 
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − 𝐷a∗‖ ≤ lim inf 
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − a∗‖ 

elde edilir. Bu durumda Opial şartından, 𝐷a∗ = a∗ sonucu çıkarılır. 

2019 yılında, Berinde [10] genişlemeyen dönüşümlerin yeni bir genellemesini sunan 

ilk kişi oldu ve bu yeni dönüşüm sınıfına zenginleştirilmiş genişlemeyen dönüşümler 

adını verdi. 

Tanım 1.3.25. (Zenginleştirilmiş Genişlemeyen Dönüşüm) 

𝒵 bir normlu uzay ve   ≠ 𝑊   𝒵 bir alt kümesi ve  𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşüm olsun. Eğer 

her 𝑢, v ∈ 𝑊 için  

 ∥ 𝑏(𝑢 − 𝑣) + 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir 𝑏 ∈ [0, ∞) sabiti varsa, 𝐷 dönüşümüne 

zenginleştirilmiş genişlemeyen dönüşüm denir [10].  

Zenginleştirilmiş genişlemeyen dönüşümler ve (C) şartını sağlayan dönüşümler sınıfı, 

önemli lineer olmayan dönüşüm sınıflarıdır. 2021 yılında, Ullah ve arkadaşları [45], 

Hilbert uzaylarında zenginleştirilmiş  Suzuki genişlemeyen dönüşüm sınıfını tanıtan 

ilk kişiler oldu. Daha sonra, 2022 yılında, Abdeljawad ve arkadaşları [1] bu dönüşüm 

sınıfını Banach uzaylarında incelediler. 

Tanım 1.3.26. (Zenginleştirilmiş  Suzuki Genişlemeyen Dönüşüm)  

𝒵 bir Hilbert uzay,  ≠ 𝑊   𝒵 bir alt kümesi ve 𝐷: 𝑊 → 𝑊 bir dönüşüm olsun. Eğer 

her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 için 

  
1

2
∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥⇒∥ 𝑏(𝑢 − 𝑣) + 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 
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eşitsizliği sağlanacak şekilde bir 𝑏 ∈ [0, ∞) sabiti varsa, 𝐷 dönüşümüne 

zenginleştirilmiş  Suzuki genişlemeyen dönüşüm denir [45].  

Her  Suzuki genişlemeyen dönüşümü 𝑏 = 0 ile bir zenginleştirilmiş  Suzuki 

genişlemeyen dönüşümüdür.  

Örnek 1.3.27. 

𝑊 = [0,3] alalım ve  

𝐷𝑢 = {
0  eğer 𝑢 ≠ 3
1  eğer 𝑢 = 3

 

olarak  𝐷 dönüşümünü tanımlayalım. D dönüşümü  Suzuki genişlemeyen dönüşüm 

olduğundan, aynı zamanda zenginleştirilmiş  Suzuki genişlemeyen dönüşümdür. 

Çünkü, her  Suzuki genişlemeyen dönüşümü 𝑏 = 0 ile bir zenginleştirilmiş  Suzuki 

genişlemeyen dönüşümdür.  

Tanım 1.3.28. (Zenginleştirilmiş (𝐂𝛄) şartını sağlayan dönüşüm)  

𝒵 bir normlu uzay ve   ≠ 𝑊   𝒵 bir alt kümesi ve 𝐷: 𝑊 → 𝑊 bir dönüşüm olsun. 

Eğer her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 ve γ ∈ (0,1) için  

 γ ∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥  ⇒  ∥ 𝑏(𝑢 − 𝑣) + 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥  

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir 𝑏 ∈ [0, ∞) sabiti varsa bu takdirde 𝐷 dönüşümüne 

zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlar denir.   

Belirli şartlar altında genişlemeyen dönüşümlerin sabit bir noktasının varlığını ve 

tekliğini garanti etmek ve bu sabit noktayı yaklaşık olarak hesaplamak için bir 

iterasyon yöntemi geliştirmek çok önemlidir. Picard tarafından geliştirilen ilk 

iterasyon yöntemi [34], lineer olmayan dönüşümlerin sabit noktalarını bulmak için 

tasarlanmıştır. Banach [7], daha sonra Picard’ın yönteminin daralma dönüşümlerinin 

sabit noktalarını belirlemede etkin olduğunu göstermiştir. Daha sonra birçok 

araştırmacı, çeşitli dönüşüm sınıfları için Picard’ın iterasyon yönteminin 

yakınsaklığını doğrulamıştır. Ancak, genişlemeyen  dönüşümler için Picard iterasyon 

yönteminin uygulanması zorluklar içerdiğinden, birçok araştırmacı, yeni iterasyon 

yöntemleri ortaya koymuştur (örneğin, Mann [26], Ishikawa [19], Noor [29], Ali ve 

Ali [4], Alshehri ve arkadaşları [6], Şahin ve arkadaşları [40] vb.). 

2020 yılında, Ali ve Ali [3]  𝐹-iteratif yöntemini tanıttılar ve bu iterasyon yönteminin 
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yakınsama hızını farklı iterasyon yöntemlerinin yakınsama hızlarıyla karşılaştırdılar. 

𝐹-iterasyon yönteminin, Agarwal ve arkadaşları [2], Gürsoy ve Karakaya [17], 

Karakaya ve arkadaşları [22], Thakur ve arkadaşları [42], Ullah ve Arshad (𝑀∗) [47] 

ve Ullah ve Arshad (𝑀) [46] tarafından önerilen iterasyon yöntemlerden daha hızlı 

yakınsadığını ispatladılar. 2021'de, Jubair ve arkadaşları [20], Banach uzaylarında bu 

iterasyon şemasını kullanarak genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktalarını tahmin 

etmeye çalıştılar. 2022'de, Uddin ve arkadaşları [44], Banach uzaylarında bu iterasyon 

sürecini inceleyerek  Suzuki genişlemeyen dönüşümler için yakınsama sonuçları elde 

ettiler. 

𝒵 bir normlu uzay,  ≠ 𝑊   𝒵 konveks bir alt küme ve 𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşümü 

verildiğinde, 𝐷 nin ortalama 𝐷𝑟 dönüşümü; 𝑟 = 1/(𝑏 + 1) olmak üzere 

𝐷𝑟𝑢 = (1 − 𝑟)𝑢 + 𝑟𝐷𝑢 

olarak tanımlanır. 𝐷𝑟 nin sabit noktaları kümesi ile 𝐷 nin sabit nokta kümesi eşittir. 𝐷𝑟 

dönüşümünü kullanarak, sırasıyla Agarwal iterasyon [2], Thakur iterasyon [42], 𝑀-

iterasyon [46, 39] ve 𝐹-iterasyon [3] yöntemleri şu şekilde tanımlanır: 

Tanım 1.3.29. (Agarwal iterasyonu) 

𝒵 bir normlu uzay,  ≠ 𝑊   𝒵 konveks bir alt kümesi ve 𝐷: 𝑊 → 𝑊 bir dönüşüm 

olsun.  𝑢1 ∈ 𝑊, {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}  (0,1), 𝑟 =
1

𝑏+1
  olmak üzere; Agarwal iterasyonu  

{

𝑢1 ∈ 𝑊

𝑧𝑙 = (1 − 𝛽𝑙)𝑢𝑙 + 𝛽𝑙𝐷𝑟𝑢𝑙

𝑢𝑙+1 = (1 − 𝛼𝑙)𝐷𝑟𝑢𝑙 + 𝛼𝑙𝐷𝑟𝑧𝑙 , 𝑙 ∈ ℕ
 (1.1) 

şeklinde tanımlanır. Agarwal iterasyonu literatürde bazen 𝑆-iterasyonu olarak da 

adlandırılır [2]. 

Tanım 1.3.30. (Thakur iterasyonu) 

𝒵 bir normlu uzay,  ≠ 𝑊   𝒵 konveks bir alt kümesi ve 𝐷: 𝑊 → 𝑊 bir dönüşüm 

olsun.  𝑢1 ∈ 𝑊, {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}  (0,1), 𝑟 =
1

𝑏+1
  olmak üzere;  Thakur iterasyonu 

{

𝑢1 ∈ 𝑊

𝑣𝑙 = (1 − 𝛽𝑙)𝑢𝑙 + 𝛽𝑙𝐷𝑟𝑢𝑙

𝑧𝑙 = 𝐷𝑟((1 − 𝛼𝑙)𝑢𝑙 + 𝛼𝑙𝑣𝑙)
𝑢𝑙+1 = 𝐷𝑟𝑧𝑙, 𝑙 ∈ ℕ

 (1.2) 

şeklinde tanımlanır [42]. 
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Tanım 1.3.31. (M- iterasyonu) 

𝒵 bir normlu uzay,  ≠ 𝑊   𝒵 konveks bir alt kümesi ve 𝐷: 𝑊 → 𝑊 bir dönüşüm 

olsun.  𝑢1 ∈ 𝑊, {𝛼𝑛}  (0,1), 𝑟 =
1

𝑏+1
  olmak üzere;  M-iterasyonu 

{

𝑢1 ∈ 𝑊

𝑣𝑙 = (1 − 𝛼𝑙)𝑢𝑙 + 𝛼𝑙𝐷𝑟𝑢𝑙

𝑧𝑙 = 𝐷𝑟𝑣𝑙

𝑢𝑙+1 = 𝐷𝑟𝑧𝑙, 𝑙 ∈ ℕ

 (1.3) 

şeklinde tanımlanır [46]. 

Tanım 1.3.32. (F- iterasyonu) 

𝒵 bir normlu uzay,  ≠ 𝑊   𝒵 konveks bir alt kümesi ve 𝐷: 𝑊 → 𝑊 bir dönüşüm 

olsun.  𝑢1 ∈ 𝑊, {𝛼𝑛}  (0,1), 𝑟 =
1

𝑏+1
  olmak üzere; 𝐹-iterasyonu 

{

𝑢1 ∈ 𝑊

𝑣𝑙 = 𝐷𝑟((1 − 𝛼𝑙)𝑢𝑙 + 𝛼𝑙𝐷𝑟𝑢𝑙)
𝑧𝑙 = 𝐷𝑟𝑣𝑙

𝑢𝑙+1 = 𝐷𝑟𝑧𝑙, 𝑙 ∈ ℕ

 (1.4) 

şeklinde tanımlanır [3]. 

Bu tez çalışmasında, Banach uzayında zenginleştirilmiş (𝐶𝛾) şartını sağlayan 

dönüşümler için (1.4) ile tanımlanan 𝐹-iterasyon yönteminin yakınsaklığı incelendi. 

(1.4) iterasyon yöntemini kullanarak çeşitli özel şartlar altında Banach uzayında 

zenginleştirilmiş (𝐶𝛾) şartını sağlayan dönüşümler için hem zayıf hem de kuvvetli 

yakınsaklık sonuçları elde edildi. Ayrıca, bulunan sonuçlar sayısal örneklerle 

gösterildi. 

 

 

 



2.  ZENGİNLEŞTİRİLMİŞ SUZUKİ GENİŞLEMEYEN DÖNÜŞÜMLER  

Bu bölümde, zenginleştirilmiş  Suzuki genişlemeyen dönüşümle ilgili önemli teorem 

ve sonuçlar verilecektir [45]. 

Ilk olarak, aşağıda önemli bir sonucu verelim.   

Lemma 2.1.  

𝒵 bir Hilbert uzayı,  ≠ 𝑊   𝒵 bir alt kümesi ve 𝐷: 𝑊 → 𝑊 bir dönüşüm olsun. Eğer 

𝐷 dönüşümü  Suzuki genişlemeyen dönüşüm ve 𝐹(𝐷) ≠ ∅ ise bu takdirde, her 𝑟 ∈

(0,1) için 𝐷 nin ortalama dönüşümü 𝐷r = 𝑟𝐼 + (1 − 𝑟)𝐷  asimptotik olarak düzenlidir 

ve 𝐹(𝐷r) = 𝐹(𝐷) dır. 

İspat. 𝑊 içinden herhangi bir 𝑢 elemanı verilsin ve 𝑢𝑙 = 𝐷𝑟
𝑙 𝑢, (𝑙 = 0,1,2, … ) 

tanımlansın. 𝑧 ∈ 𝐹(𝐷) ve dolayısıyla Dr için de sabit nokta olduğu için 

𝑢𝑙+1 − 𝑧 = 𝑟𝑢𝑙 + (1 − 𝑟)𝐷𝑢𝑙 − 𝑧 = 𝑟(𝑢𝑙 − 𝑧) + (1 − 𝑟)(𝐷𝑢𝑙 − 𝑧) 

olur. Ek olarak, herhangi bir 𝑎 sabiti alındığında aşağıdaki ifade geçerlidir 

𝑎(𝑢𝑙 − 𝐷𝑢𝑙) = 𝑎(𝑢𝑙 − 𝑧) − 𝑎(𝐷𝑢𝑙 − 𝑧) 

 
1

2
∥ 𝑧 − 𝐷𝑧 ∥= 0 ≤ ∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥ olduğundan ve 𝐷 Suzuki genişlemeyen dönüşüm olduğu 

için ∥∥𝐷𝑢𝑙 − 𝐷𝑧∥∥ ≤ ∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥ olur. Bu nedenle 

∥∥𝑢𝑙+1 − 𝑧∥∥2 =𝑟2∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥2 + (1 − 𝑟)2∥∥𝐷𝑢𝑙 − 𝑧∥∥2 + 2𝑟(1 − 𝑟)

 < 𝐷𝑢𝑙 − 𝑧, 𝑢𝑙 − 𝑧 >

≤𝑟2∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥2 + (1 − 𝑟)2∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥2 + 2𝑟(1 − 𝑟)

 < 𝐷𝑢𝑙 − 𝑧, 𝑢𝑙 − 𝑧 >

=(𝑟2 + (1 − 𝑟)2)∥∥𝐷𝑢𝑙 − 𝑧∥∥2 + 2𝑟(1 − 𝑟) < 𝐷𝑢𝑙 − 𝑧, 𝑢𝑙 − 𝑧 >

 

elde edilir. Dahası 

𝑎2∥∥𝑢𝑙 − 𝐷𝑢𝑙∥∥2 = 𝑎2∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥2 + 𝑎2∥∥𝐷𝑢𝑙 − 𝑧∥∥2 − 2𝑎2 < 𝐷𝑢𝑙 , 𝑢𝑙 − 𝑧 >

 ≤ 𝑎2∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥2 + 𝑎2∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥2 − 2𝑎2 < 𝐷𝑢𝑙 , 𝑢𝑙 − 𝑧 >

 = 2𝑎2∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥2 − 2𝑎2 < 𝐷𝑢𝑙 , 𝑢𝑙 − 𝑧 >

 

bulunur. Yukarıdakileri taraf tarafa toplarsak,  
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∥∥𝑢𝑙+1 − 𝑧∥∥2 + 𝑎2∥∥𝑢𝑙 − 𝐷𝑢𝑙∥∥2 ≤(2𝑎2 + 𝑟2 + (1 − 𝑟)2)∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥2 + 2(𝑟(1 − 𝑟)

−𝑎2) < 𝐷𝑢𝑙 − 𝑧, 𝑢𝑙 − 𝑧 >
 

elde edilir. Eğer, 𝑎2 = 𝑟(1 − 𝑟) olduğu gözönüne alınırsa, 𝑎2 > 0 olduğu açıktır. 

∑𝑙=0
𝑙=𝐿   toplamı alınırsa, 

𝑟(1 − 𝑟) ∑  

𝑙=𝐿

𝑙=0

  ∥∥𝑢𝑙 − 𝐷𝑢𝑙∥∥
2 ≤ ∑  

𝑙=𝐿

𝑙=0

  (∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥2 − ∥∥𝑢𝑙+1 − 𝑧∥∥2)

= ∥∥𝑢0 − 𝑧∥∥2 − ∥∥𝑢𝑙+1 − 𝑧∥∥2)

 ≤ ∥∥𝑢0 − 𝑧∥∥2

 

elde edilir. Buradan  

∑  

∞

𝑙=0

∥∥𝑢𝑙 − 𝐷𝑢𝑙∥∥
2 < ∞ 

bulunur. 𝑢𝑙+1 − 𝑢𝑙 = (1 − 𝑟)(𝐷𝑢𝑙 − 𝑢𝑙) olduğu için 

∑  

∞

𝑙=0

∥∥𝑢𝑙 − 𝑢𝑙+1∥∥2 ≤
(1 − 𝑟)∥∥𝑢0 − 𝑧∥∥2

𝑟
 

bulunur. Buna göre, ∑𝑙=0
∞   ∥∥𝑢𝑙 − 𝑢𝑙+1∥∥2 < ∞ olduğundan lim𝑙→∞  ∥∥𝐷𝑟

𝑙+1𝑢 − 𝐷𝑟
𝑙 𝑢∥∥ = 0 

olur. Bu nedenle 𝐷𝑟 dönüşümü asimptotik olarak düzenlidir.  

Teorem 2.2.  

𝒵 bir Hilbert uzayı,  ≠ 𝑊   𝒵  konveks, kapalı ve sınırlı bir alt kümesi ve 𝐷: 𝑊 →

𝑊 bir dönüşüm olsun. Eğer 𝐷 semi kompakt ve zenginleştirilmiş  Suzuki 

genişlemeyen dönüşüm ise bu takdirde, 𝐹(𝐷) kümesi boştan farklı, kapalı ve 

konveksdir. Ek olarak, 𝑢0 ∈ 𝑊 için bir 𝑟 ∈ (0,1) seçilebilir ve verilen Krasnoselskii 

iterasyon dizisi 

𝑢𝑙+1 = (1 − 𝑟)𝑢𝑙 + 𝑟𝐷𝑢𝑙 , (𝑙 = 0,1,2, … ) (2.1) 

𝐹(𝐷) nin bir elemanına kuvvetli yakınsar. 

İspat. D nin ortalama dönüşümü 𝐷𝑟𝑢 = (1 − 𝑟)𝑢 + 𝑟𝐷𝑢  Suzuki genişlemeyen 

dönüşümdür. 𝐷 zenginleştirilmiş  Suzuki genişlemeyen dönüşümü olduğundan, 𝑏 ∈

[0, ∞) sabiti ve her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 için 

1

2
∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥⇒∥ 𝑏(𝑢 − 𝑣) + 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥  
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geçerlidir.  𝑏 =
1−𝑟

𝑟
=

1

𝑟
− 1 yazılabilir. Bu takdirde 𝑏 + 1 =

1

r
 olur. 𝑟 ∈ (0,1] 

olduğunu görmek kolaydır. Yukarıdaki hipotezden 

1

2
∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≤

1

𝑟
∥ 𝑢 − 𝑣 ∥⇒

∥
∥
∥

(
1 − r

r
) (𝑢 − 𝑣) + 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣

∥
∥
∥

≤
1

r
∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

 olur. Bundan  

1

2
∥ 𝑟𝑢 − 𝑟𝐷𝑢 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥⇒∥ (1 − 𝑟)(𝑢 − 𝑣) + 𝑟𝐷𝑢 − 𝑟𝐷𝑣 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

veya 

1

2
∥ 𝑢 − [(1 − 𝑟)𝑢 + 𝑟𝐷𝑢] ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥⇒∥ [(1 − 𝑟)𝑢 + 𝑟𝐷𝑢] − [(1 − 𝑟)𝑣 + 𝑟𝐷𝑣] ∥

≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

bulunur. (1 − 𝑟)𝑢 + 𝑟𝐷𝑢 = 𝐷𝑟𝑢  olduğundan her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 için 

1

2
∥∥𝑢 − 𝐷𝑟𝑢∥∥ ≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥⇒ ∥∥𝐷𝑟𝑢 − 𝐷𝑟𝑣∥∥ ≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

geçerlidir. Böylece, ortalama dönüşümü 𝐷𝑟, Suzuki genişlemeyen operatördür. 

Dolayısıyla Teorem 1.3.18'e göre, 𝐹(𝐷𝑟) nin boştan farklı, kapalı ve konveks olduğu 

açıktır. Ancak, Lemma 2.1'e göre, 𝐹(𝐷) = 𝐹(𝐷𝑟) olduğu görülür, dolayısıyla  

teoremin ispatı biter. 

Sonuç 2.3.  

Teorem 2.2 nin hipotezleri sağlansın. Eğer 𝐷 semi kompakt ve  Suzuki genişlemeyen 

dönüşüm ise bu takdirde 𝐹(𝐷) kümesi boştan farklı, kapalı ve konveksdir. Ayrıca, 

𝑢0 ∈ 𝑊 için bir 𝑟 ∈ (0,1) seçilebilir ve verilen Krasnoselskii iterasyon dizisi 

𝑢𝑙+1 = (1 − 𝑟)𝑢𝑙 + 𝑟𝐷𝑢𝑙 , (𝑙 = 0,1,2, … ) 

𝐹(𝐷) nin bir elemanına kuvvetli yakınsar. 

İspat. Her  Suzuki genişlemeyen dönüşüm 𝑏 = 0 ile bir zenginleştirilmiş  Suzuki 

genişlemeyen dönüşümdür. Bu nedenle, Sonuç 2.3 ve doğrudan Teorem 2.2 den 𝑏 =

0 alınarak sonuç görülür. 

Sonuç 2.4. 

Teorem 2.2 nin hipotezleri sağlansın. Eğer 𝐷 semi kompakt ve zenginleştirilmiş 

genişlemeyen dönüşüm ise bu takdirde 𝐹(𝐷) kümesi boştan farklı, kapalı ve 
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konveksdir. Ayrıca, 𝑢0 ∈ 𝑊 için bir 𝑟 ∈ (0,1) seçilerek elde edilen Krasnoselskii 

iterasyon dizisi 

𝑢𝑙+1 = (1 − 𝑟)𝑢𝑙 + 𝑟𝐷𝑢𝑙 , (𝑙 = 0,1,2, … ) 

𝐹(𝐷) nin bir elemanına kuvvetli yakınsar. 

İspat. Bir dönüşümün zenginleştirilmiş Suzuki genişlemeyen dönüşüm olması için 

gereken şart, zenginleştirilmiş genişlemeyen olması için gereken şartdan daha zayıftır. 

Böylece, Sonuç 2.4, Teorem 2.2 nin bir sonucudur.  

Teorem 2.5. 

Teorem 2.2 nin hipotezleri sağlansın. Eğer 𝐷 zenginleştirilmiş Suzuki genişlemeyen 

dönüşüm ve {𝑧} = 𝐹(𝐷) ise bu takdirde, 𝑊 daki her başlangıç 𝑢0 noktası ve 𝑟 ∈ (0,1) 

için Krasnoselskii iterasyon dizisi  

𝑢𝑙+1 = (1 − 𝑟)𝑢𝑙 + 𝑟𝐷𝑢𝑙 , (𝑙 = 0,1,2, … ) (2.2) 

𝐹(𝐷) nin 𝑧 elemanına zayıf yakınsar. 

İspat. Teorem 2.2 den dolayı, 𝐷𝑟𝑢 = (1 − 𝑟)𝑢 + 𝑟𝐷𝑢  Suzuki genişlemeyen 

dönüşümdür. Lemma 2.1'e göre, 𝐹(𝐷r) = 𝐹(𝐷) = {𝑧} dir. İstenen sonucu elde etmek 

için, eğer {𝑢𝑙𝑗
} dizisi 

𝑢𝑙𝑗+1 = (1 − 𝑟)𝑢𝑙𝑗
+ 𝑟𝐷𝑢𝑙𝑗

 

şeklinde tanımlanan ve 𝑞 ya zayıf yakınsayan dizi ise bu durumda 𝐷𝑟 operatörü için 𝑞  

sabit bir noktadır ve dolayısıyla 𝑞 = 𝑧 olmalıdır. 

{𝑢𝑙𝑗
} nin 𝑧'ye zayıf yakınsamadığını varsayalım. Teorem 2.2 den dolayı, 𝐷r operatörü  

Suzuki genişlemeyendir ve dolayısıyla asimptotik düzenlidir,  

lim
𝑗→∞

 ∥∥𝑢𝑙𝑗
− 𝐷𝑟𝑢𝑙𝑗∥∥ = 0 

olur. Lemma 1.3.19'a göre 

∥∥𝑢𝑙𝑗
− 𝐷𝑟𝑞∥∥ ≤ 3 ∥∥𝑢𝑙𝑗

− 𝐷𝑟𝑢𝑙𝑗∥∥ + ∥∥𝑢𝑙𝑗
− 𝑞∥∥ 

elde edilir. Bundan dolayı 

lim sup
𝑗→∞

  (∥∥𝑢𝑙𝑗
− 𝐷𝑟𝑞∥∥ + ∥∥𝑢𝑙𝑗

− 𝑞∥∥) ≤ 0 (2.3) 
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bulunur. Şimdi 

∥∥𝑢𝑙𝑗
− 𝐷𝑟𝑞∥∥

2
 = ∥

∥(𝑢𝑙𝑗
− 𝑞) + (𝑞 − 𝐷𝑟𝑞)∥

∥
2

 ≤ ∥∥𝑢𝑙𝑗
− 𝑞∥∥

2
+ ∥∥𝑞 − 𝐷𝑟𝑞∥∥2 + 2 ⟨𝑢𝑙𝑗

− 𝑞, 𝑞 − 𝐷𝑟𝑞⟩
 

elde edilir. Dolayısıyla kabulden {𝑢𝑙𝑗
} zayıf bir şekilde 𝑞 ya yakınsamadığı için, 

yukarıdan 

lim
𝑗→∞

  (∥∥𝑢𝑙𝑗
− 𝐷𝑟𝑞∥∥

2
− ∥∥𝑢𝑙𝑗

− 𝑞∥∥
2

) = ∥∥𝑞 − 𝑢𝑙𝑗∥∥
2

(2.4) 

bulunur. Ayrıca 

∥∥𝑢𝑙𝑗
− 𝐷𝑟𝑞∥∥

2
− ∥∥𝑢𝑙𝑗

− 𝑞∥∥
2

= (∥∥𝑢𝑙𝑗
− 𝐷𝑟𝑞∥∥ − ∥∥𝑢𝑙𝑗

− 𝑞∥∥) (∥∥𝑢𝑙𝑗
− 𝐷𝑟𝑞∥∥ + ∥∥𝑢𝑙𝑗

− 𝑞∥∥) (2.5) 

dir. 𝑊 sınırlı küme olduğu için, {∥∥𝑢𝑙𝑗
− 𝐷𝑟𝑞∥∥ + ∥∥𝑢𝑙𝑗

− 𝑞∥∥} dizisi de sınırlıdır ve bu 

nedenle (2.3), (2.4) ve (2.5) birleştirilerek 

∥∥𝑞 − 𝐷𝑟𝑞∥∥ = 0 

olur. Bu 𝑞 ∈ 𝐹(𝐷𝑟) = 𝐹(𝐷) = {𝑧} olduğunu gösterir. 

Sonuç 2.6.     

Teorem 2.5. in şartları altında eğer 𝐷  Suzuki genişlemeyen dönüşüm ise Krasnoselskii 

iterasyon dizisi  𝐹(𝐷) nin bir elemanına zayıf yakınsar.  

İspat. Her  Suzuki genişlemeyen dönüşüm 𝑏 = 0 ile zenginleştirilmiş  Suzuki 

genişlemeyen dönüşümdür. Böylece, Sonuç 2.6 ve Teorem 2.5 den 𝑏 = 0 ve 𝑟 = 1 

seçilerek sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.7.  

Teorem 2.5. in şartları altında eğer 𝐷 zenginleştirilmiş  genişlemeyen dönüşüm ise 

Krasnoselskii iterasyon dizisi 𝐹(𝐷) nin bir elemanına zayıf yakınsar.   

İspat. Bir dönüşümün zenginleştirilmiş  Suzuki genişlemeyen dönüşüm olması için 

gereken şart, zenginleştirilmiş genişlemeyen dönüşüm olması için gereken şartdan 

daha zayıftır. Böylece, Sonuç 2.7 ,  Teorem 3.5 nin bir sonucudur. 

Şimdi başka bir zayıf yakınsaklık teoremi verelim. 

Teorem 2.8.   



24 

Teorem 2.5. in şartları altında eğer 𝐷 zenginleştirilmiş  Suzuki genişlemeyen 

dönüşümü ise bu takdirde, 𝑊 'daki her başlangıç 𝑢0 noktası ve 𝑟 ∈ (0,1) için 

Krasnoselskii iterasyon dizisi 

𝑢𝑙+1 = (1 − 𝑟)𝑢𝑙 + 𝑟𝐷𝑢𝑙 , (𝑙 = 0,1,2, … ) 

 𝐹(𝐷) nin bir elemanına zayıf yakınsar. 

İspat. Teorem 2.2 nın ispatında belirtildiği gibi 𝐹(𝐷) = 𝐹(𝐷𝑟) ≠ ∅ olduğu açıktır. 

Teorem 2.2'ye göre 𝐹(𝐷𝑟) boştan farklı ve konveksdir. 𝐷𝑟  Suzuki genişlemeyen 

olduğu ve 𝐹(𝐷𝑟) deki her 𝑧 için 
1

2 
∥∥𝑧 − 𝐷𝑟𝑧∥∥ = 0 ≤ ∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥ olduğundan, 

∥∥𝐷𝑟𝑢𝑙 − 𝐷𝑟𝑧∥∥ ≤ ∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥ olur. Buna göre 

∥∥𝑢𝑙+1 − 𝑧∥∥ = ∥∥(1 − 𝑟)𝑢𝑙 + 𝑟𝐷𝑟𝑢𝑙 − 𝑧∥∥

 ≤ (1 − 𝑟)∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥ + 𝑟∥∥𝐷𝑟𝑢𝑙 − 𝑧∥∥

 ≤ (1 − 𝑟)∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥ + 𝑟∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥

 = ∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥

 

bulunur. Sonuç olarak ∥∥𝑢𝑙+1 − 𝑧∥∥ ≤ ∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥ dir. Buradan  her 𝑧 ∈ 𝐹(𝐷𝑟) 

lim 
𝑙→∞

 ∥∥𝑢𝑙 − 𝑧∥∥,  

bulunur. 𝐹(𝐷𝑟) kümesi iyi tanımlanmış ve konveks dır . Kalan ispat ([12], Teorem 8) 

nin ispatındaki gibi yapılır. 

Sonuç 2.9. Teorem 2.2 nin şartları altında eğer 𝐷  bir   Suzuki genişlemeyen dönüşüm 

ise bu takdirde, 𝑊'daki her 𝑢0 başlangıç noktası ve 𝑟 ∈ (0,1) için Krasnoselskii 

iterasyon dizisi 

𝑢𝑙+1 = (1 − 𝑟)𝑢𝑙 + 𝑟𝐷𝑢𝑙 , (𝑙 = 0,1,2, … ) 

𝐹(𝐷) nin bir elemanına zayıf yakınsar. 

İspat. Her Suzuki genişlemeyen dönüşüm, 𝑏 = 0 ile zenginleştirilmiş  Suzuki 

genişlemeyen bir dönüşümdür. Böylece, Sonuç 2.9,  Teorem 2.8’den 𝑏 = 0 seçilerek 

ve 𝑟 = 1 için sonuç görülür. 

Sonuç 2.10.  

Teorem 2.2 nin şartları altında eğer 𝐷 zenginleştirilmiş  genişlemeyen dönüşüm ise bu 

takdirde 𝑊'daki her 𝑢0 başlangıç noktası ve 𝑟 ∈ (0,1) için Krasnoselskii iterasyon 

dizisi 
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𝑢𝑙+1 = (1 − 𝑟)𝑢𝑙 + 𝑟𝐷𝑢𝑙 , (𝑙 = 0,1,2, … ) 

𝐹(𝐷) nin bir elemanına zayıf yakınsar. 

İspat. Bir dönüşümün zenginleştirilmiş  Suzuki genişlemeyen dönüşümü olması için 

gereken şart, zenginleştirilmiş genişlemeyen olması için gereken şartdan daha zayıftır. 

Böylece, Sonuç 2.10, Teorem 2.8'in bir sonucudur. 
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3. ZENGİNLEŞTİRİLMİŞ (𝐂𝛄) ŞARTINI SAĞLAYAN DÖNÜŞÜMLER 

Bu bölümde, zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan dönüşümlerin bir sınıfı 

tanımlanarak, bu sınıftaki dönüşümler için Banach uzayında bazı kuvvetli ve zayıf 

yakınsaklık teoremleri sunuldu. 

Önce önemli bir lemma verelim.  

Lemma 3.1.  

𝒵 bir Hilbert uzayı ve  ≠ 𝑊   𝒵  konveks ve kapalı bir alt kümesi ve 𝐷: 𝑊 → 𝑊 

bir dönüşümü olsun. Eğer 𝐷 dönüşümü bazı γ ∈ (0,1) ve 𝑏 ∈ [0, ∞) için 

zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlarsa, bu takdirde her r ∈ (0,1] için  

𝐷r𝑢 = (1 − r)𝑢 + r𝐷𝑢 

ile tanımlanan 𝐷r: 𝑊 → 𝑊 ortalama dönüşümü (Cγ) şartını sağlar.   

İspat. Hipotezden, 𝐷 dönüşümü zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağladığından, her 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 için , 

 γ ∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥⇒∥ 𝑏(𝑢 − 𝑣) + 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

ifadesi sağlanacak şekilde  γ ∈ (0,1) ve 𝑏 ∈ [0, ∞) sabitleri bulunabilir.  𝑏 =
1−r

r
=

1

r
− 1 alındığında 𝑏 + 1 =

1

r
 olur. Buradan r ∈ (0,1] olduğunu görmek kolaydır. 

Yukarıdaki şart 

 γ ∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≤
1

r
∥ 𝑢 − 𝑣 ∥⇒ ‖(

1−r

r
) (𝑢 − 𝑣) + 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣‖ ≤

1

r
∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

şekline dönüşür.  

 γ ∥ r𝑢 − r𝐷𝑢 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥⇒∥ (1 − r)(𝑢 − 𝑣) + r𝐷𝑢 − r𝐷𝑣 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

bulunur. Daha sonra  

 γ ∥ 𝑢 − [(1 − r)𝑢 + r𝐷𝑢] ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

 ⇒∥ [(1 − r)𝑢 + r𝐷𝑢] − [(1 − r)𝑣 + r𝐷𝑣] ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

elde edilir. (1 − r)𝑢 + r𝐷𝑢 = 𝐷r𝑢 olduğundan, her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 için 
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γ ∥ 𝑢 − 𝐷r𝑢 ∥≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥⇒ ‖𝐷r𝑢 − 𝐷r𝑣‖ ≤∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

elde edilir. Bu, ortalama dönüşüm  𝐷r nin (Cγ) şartını sağladığını gösterir.  

Aşağıda, zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan (1.4),  𝐹-iterasyon yöntemi  için elde 

edilenler verildi. Önce bir lemma verelim.  

Lemma 3.2.   

𝒵 bir Banach uzayı ve  ≠ 𝑊   𝒵  konveks ve kapalı bir alt kümesi, 𝐷: 𝑊 → 𝑊 

dönüşümü zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan bir Lipschitz dönüşümü,  𝐹(𝐷) ≠ ∅  

ve {𝑢𝑙} dizisi (1.4) ile elde edilen bir dizi olsun. Bu takdirde her a∗ ∈ 𝐹(𝐷) için 

lim𝑙→∞‖𝑢𝑙 − a∗‖  limiti mevcuttur.  

İspat. 𝐹(𝐷) içindeki herhangi bir a∗ noktası ele alınsın. Bu durumda a∗ ∈ 𝐹(𝐷r) dir. 

Dolayısıyla, Lemma 3.1 kullanılarak 𝐷r nin (Cγ) şartını sağladığı görülür. Özellikle, 

her 𝑢 ∈ 𝑊 için 

γ ∥ a∗ − 𝐷ra∗ ∥≤∥ a∗ − 𝑢 ∥   ise   ‖𝐷ra∗ − 𝐷r𝑢‖ ≤ ‖a∗ − 𝑢‖ 

ifadesi geçerlidir. Bunu kullanarak 

 ‖𝑣𝑙 − a∗‖ = ‖𝐷r[(1 − α𝑙)𝑢𝑙 + α𝑙𝐷r𝑢𝑙] − a∗‖ 

 ≤ ‖(1 − α𝑙)𝑢𝑙 + α𝑙𝐷r𝑢𝑙 − a∗‖ 

 ≤ (1 − α𝑙)‖𝑢𝑙 − a∗‖ + α𝑙‖𝐷r𝑢𝑙 − a∗‖ 

 ≤ (1 − α𝑙)‖𝑢𝑙 − a∗‖ + α𝑙‖𝑢𝑙 − a∗‖ 

 = ‖𝑢𝑙 − a∗‖ (3.1) 

elde edilir. (3.1)’den  

 
‖z𝑙 − a∗‖ = ‖𝐷r𝑣𝑙 − a∗‖

≤ ‖𝑣𝑙 − a∗‖ ≤ ‖𝑢𝑙 − a∗‖
 

bulunur. Bu eşitsizliği kullanarak  

 
‖𝑢𝑙+1 − a∗‖ = ‖𝐷rz𝑙 − a∗‖

≤ ‖z𝑙 − a∗‖ ≤ ‖𝑢𝑙 − a∗‖
 

elde edilir. Şimdi ‖𝑢𝑙+1 − a∗‖ ≤ ‖𝑢𝑙 − a∗‖ olduğundan {∥ 𝑢𝑙 − a∗ ∥} dizisi azalan ve 

alttan sınırlıdır. Bu durumda, herhangi bir a∗ ∈ 𝐹(𝐷r) = 𝐹(𝐷) noktası için 

lim𝑙→∞‖𝑢𝑙 − a∗‖ limitinin var olduğu sonucuna varılır.  
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Lemma 3.2 den aşağıdaki teorem ispatlanabilir. Bu teorem, bu tezde önemli bir rol 

oynamaktadır.  

Teorem 3.3.   

𝒵 bir düzgün konveks, Banach uzayı,   ≠ 𝑊   𝒵 konveks ve kapalı bir alt kümesi,  

𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşümü zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan bir Lipschitz dönüşümü 

ve {𝑢𝑙} dizisi (1.4) ile elde edilen bir dizi olsun. Bu takdirde 𝐹(𝐷) ≠ ∅ ⟺ {𝑢𝑙} dizisi 

𝑊 içinde sınırlıdır ve lim𝑙→∞‖𝑢𝑙 − 𝐷r𝑢𝑙‖ = 0 olur, burada r =
1

𝑏+1
 dir.  

İspat. İlk olarak, Lemma 3.2 den herhangi bir belirli a∗ ∈ 𝐹(𝐷) noktası için, 

lim𝑙→∞ ‖𝑢𝑙 − a∗‖ limitinin var olduğu ve {𝑢𝑙} nın 𝑊 içinde sınırlı dizi olduğu elde 

edilir. Böylece  

 lim 
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − a∗‖ = z (3.2) 

bulunur. Lemma 3.2’de ispatladığımız gibi  

 ‖𝑣𝑙 − a∗‖ ≤ ‖𝑢𝑙 − a∗‖ 

olur. Buradan  

 limsup 
𝑙→∞

‖𝑣𝑙 − a∗‖ ≤ limsup 
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − a∗‖ = z (3.3) 

elde edilir. Lemma 3.1 den 𝐷r  nin (Cγ) şartını sağladığı görülür. Bu takdirde 

 γ‖a∗ − 𝐷ra∗‖ ≤ ‖𝑢𝑙 − a∗‖ ⇒ ‖𝐷r𝑢𝑙 − a∗‖ ≤ ‖𝑢𝑙 − a∗‖ 

bulunur. Böylece  

 limsup 
𝑙→∞

‖𝐷r𝑢𝑙 − a∗‖ ≤ limsup 
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − a∗‖ = z 

olur. Yine Lemma 3.2 ispatından  

 ‖𝑢𝑙+1 − a∗‖ ≤ ‖𝑣𝑙 − a∗‖ 

elde edilir. Bu durumda  

 z ≤ liminf
𝑙→∞

‖𝑣𝑙 − a∗‖ (3.4) 

bulunur. (3.3) ve (3.4) den  

 z = lim
𝑙→∞

‖𝑣𝑙 − a∗‖ (3.5) 

elde edilir. (3.1), (3.2) ve (3.5) ile  
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 z = lim 
𝑙→∞

‖(1 − αl)(𝑢𝑙 − a∗) + αl(𝐷r𝑢𝑙 − a∗)‖ 

bulunur. Lemma 1.2.36 uygulanarak  

 lim
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − 𝐷r𝑢𝑙‖ = 0 

elde edilir.  

Tersine, {𝑢𝑙} ⊆ 𝑊 sınırlı olduğunu ve lim𝑙→∞ ∥ 𝑢𝑙 − 𝐷r𝑢𝑙 ∥= 0 olduğunu varsayarak, 

𝐹(𝐷) ≠ ∅ olduğunun ispatlanması gerekiyor. Bu amaçla, A(𝑊, {𝑢𝑙}) kümesinde yer 

alan her a∗ ∈ A(𝑊, {𝑢𝑙}) için, 𝐷ra∗’nın A(𝑊, {𝑢𝑙}) kümesinde yer aldığını ispatlamak 

yeterlidir. Lemma 3.1 ve önerme 1.3.24 (i) kullanılarak   

 

R(𝐷ra∗, {𝑢𝑙}) = limsup
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − 𝐷ra∗‖

= limsup
𝑙→∞

(μ‖𝑢𝑙 − 𝐷r𝑢𝑙‖ + ‖𝑢𝑙 − a∗‖)

= limsup
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − a∗‖ = R(a∗, {𝑢𝑙})

 

elde edilir, burada μ = max{1,1 + γ(L − 1)} dır. Görüldüğü gibi 𝐷ra∗ ∈ A(𝑊, {𝑢𝑙}) 

olur. Ancak A(𝑊, {𝑢𝑙}) kümesi tek bir noktadan oluşur. Bu ise, a∗ = 𝐷ra∗ olduğunu 

gösterir. Çünkü 𝐹(𝐷r) = 𝐹(𝐷) dır, dolayısıyla 𝐹(𝐷) ≠ ∅ olduğu ispatlanır.  

Opial şartı altında aşağıdaki teoremde bir zayıf yakınsaklık sonucu verildi.  

Teorem 3.4.  

𝒵 bir düzgün konveks, Banach uzayı,  ≠ 𝑊   𝒵 konveks, kapalı bir alt kümesi, 

𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşümü bazı γ ∈ (0,1) için zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan bir 

Lipschitz dönüşümü, 𝐹(𝐷) ≠ ∅ ve {𝑢𝑙} dizis (1.4) ile elde edilen bir dizi olsun. Bu 

takdirde, 𝒵 Opial şartını sağlarsa {𝑢𝑙} dizisi 𝐷 nin bir sabit noktasına zayıf  yakınsar.  

İspat. 𝒵 uzayı düzgün konveks Banach uzayı olduğu için, Teorem 3.3 den  {𝑢𝑙} dizisi 

𝑊 içinde sınırlı bir dizidır. Buna göre, {𝑢𝑙} dizisinden {𝑢𝑙j
} alt dizisini seçebiliriz ki 

{𝑢𝑙j
}, 𝑊 içindeki z’ye zayıf yakınsar. Eğer z, {𝑢𝑙𝑗

} nin zayıf limiti ise bu takdirde z 

nin, {𝑢𝑙} için zayıf limiti ve aynı anda 𝐷 nin bir sabit noktası olduğunu ispatlamak 

yeterlidir. Bu durumda, Teorem 3.3’e göre, limj→∞ ‖𝐷r𝑢𝑙j
− 𝑢𝑙j

‖ = 0 elde edilir. 

Önerme 1.3.25 ile z ∈ 𝐹(𝐷r) olduğu; yani, z nin 𝐷r nin ve dolayısıyla 𝐷 nin bir sabit 

noktası olduğu elde edilir. 

Şimdi z nin, {𝑢𝑙} nin zayıf limiti olduğunu ispatlayalım.  Bunun için, çelişki yötemiyle 
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ispat yapmak için z nin {𝑢𝑙} nin zayıf limiti olmadığını varsayalım. Bu nedenle {𝑢𝑙} 

nin y’yi zayıf limit olarak kabul eden başka bir {𝑢𝑙k
} alt dizisi bulunsun ve y ≠ z olsun. 

Daha önceki hesaplamaları kullanarak y’nin 𝐹(𝐷r) = 𝐹(𝐷)’ye ait olduğu görülür. 

Lemma 3.2 ve 𝒵 uzayının Opial şartını sağladığı dikkate alınarak,  

 

lim 
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − z‖ = lim
j→∞

‖𝑢𝑙j
− z‖ < lim

j→∞
‖𝑢𝑙j

− y‖

= lim
𝑙→∞

‖𝑢𝑙 − y‖ = lim
k→∞

‖𝑢𝑙k
− y‖

< lim
k→∞

‖𝑢𝑙k
− z‖ = lim

𝑙→∞
‖𝑢𝑙 − z‖

 

elde edilir. Buna göre, lim𝑙→∞ ‖𝑢𝑙 − z‖ < lim𝑙→∞ ‖𝑢𝑙 − z‖ olduğu ispatlanmış oldu. 

Ama y ≠ z  olduğundan bu bir çelişkidir. Böylece, istenilen sonuç elde edilir. 

Şimdi bazı şartlar altında aşağıdaki kuvvetli yakınsaklık teoremini verelim.  

Teorem 3.5.   

𝒵 bir düzgün konveks, Banach uzayı,  ≠ 𝑊   𝒵 konveks bir alt kümesi, 𝐷: 𝑊 → 𝑊 

dönüşümü zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan bir Lipschitz dönüşümü, 𝐹(𝐷) ≠ ∅ 

ve {𝑢𝑙} dizisi (1.4) ile elde edilen bir dizi olsun. Bu taktirde, eğer 𝑊 kompakt küme  

ise {𝑢𝑙} dizisi 𝐷 nin bir sabit noktasına kuvvetli yakınsar.   

İspat. 𝑊 kümesinin konveksliği nedeniyle, {𝑢𝑙} dizisinden, bazı 𝑢0 ∈ 𝑊 için 

limi→∞ ‖𝑢𝑙i
− 𝑢0‖ = 0 sağlayan {𝑢𝑙i

} alt dizisi vardır. Ayrıca, Teorem 3.3 den 

limi→∞ ‖𝑢𝑙i
− 𝐷r𝑢𝑙i

‖ = 0 elde edilir. Lemma 3.1’e göre, 𝐷r, dönüşümü  (Cγ) şartını 

sağlar. Böylece, Önerme 1.3.24 (i) kullanılarak  

 ‖𝑢𝑙i
− 𝐷r𝑢0‖ ≤ μ‖𝑢𝑙i

− 𝐷r𝑢𝑙i
‖ + ‖𝑢𝑙i

− 𝑢0‖ 

elde edilir. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafında limi→∞ alındığında, 

limi→∞ ∥ 𝑢𝑙i
− 𝐷r𝑢0 ∥= 0 

elde edilir, yani, 𝑢𝑙i
→ 𝐷r𝑢0 olur. Bu durum, 𝐷r𝑢0 = 𝑢0 olduğunu gösterir. Bu, 𝑢0’ın 

𝐷r için bir sabit nokta olduğunu ispatlar. Ancak, Lemma 3.2 den, lim𝑙→∞ ‖𝑢𝑙 − 𝑢0‖’ın 

var olduğu görülür. 𝑊 kompakt olduğundan, sonuç olarak 𝑢0, {𝑢𝑙} dizisi için kuvvetli 

limit olur. Ayrıca {𝑢𝑙} dizisi 𝐷 nin bir sabit noktası olan 𝑢0’a kuvvetli yakınsar.  

Teorem 3.6.   

𝒵 bir düzgün konveks Banach uzayı,  ≠ 𝑊   𝒵 konveks ve kapalı bir alt kümesi, 
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𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşümü zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan bir Lipschitz dönüşümü, 

𝐹(𝐷) ≠ ∅ ve {𝑢𝑙} dizisi (1.4) ile elde edilen bir dizi olsun. Bu takdirde, 

lim inf𝑙→∞dist(𝑢𝑙, 𝐹(𝐷)) = 0 veya lim sup𝑙→∞dist(𝑢𝑙, 𝐹(𝐷)) = 0 olması için gerek 

ve yeter şart  {𝑢𝑙}  dizisinin 𝐷 nin bir sabit noktasına kuvvetli yakınsamasıdır. Burada 

dist(𝑢𝑙, 𝐹(𝐷)) = inf {‖𝑢𝑙 − 𝑢‖: 𝑢 ∈ 𝐹(𝐷)} dır.  

İspat. İlk kısım basit olduğu için, tersini ispatlıyoruz. Varsayalım ki  

lim inf 
𝑙→∞

dist(𝑢𝑙 , 𝐹(𝐷)) = 0 

olsun. Burada 𝑢 ∈ 𝐹(𝐷) dir. Lemma 3.2 den lim𝑙→∞dist(𝑢𝑙, 𝐹(𝐷)) nin var olduğu ve 

dolayısıyla lim𝑙→∞dist(𝑢𝑙, 𝐹(𝐷)) = 0 olduğu sonucu çıkar. Böylece, verilen bir       

δ > 0 ve her 𝑙 ≥ 𝑙0 için  

 dist(𝑢𝑙, 𝐹(𝐷)) = inf{‖𝑢𝑙 − 𝑢‖: 𝑢 ∈ 𝐹(𝐷)} <
δ

2
 

elde edilir. Özellikle  

 inf{‖𝑢𝑙0
− 𝑢‖: 𝑢 ∈ 𝐹(𝐷)} <

δ

2
 

olduğundan, ‖𝑢𝑙0
− 𝑢‖ <

δ

2
  olacak şekilde 𝑢 ∈ 𝐹(𝐷) bulunmaktadır. Şimdi, 𝑙1, 𝑙 ≥ 𝑙0 

için  

 
‖𝑢𝑙+𝑙1

− 𝑢𝑙‖ ≤ ‖𝑢𝑙+𝑙1
− 𝑢‖ + ‖𝑢 − 𝑢𝑙‖

≤ ‖𝑢𝑙0
− 𝑢‖ + ‖𝑢𝑙0

− 𝑢‖ = 2‖𝑢𝑙0
− 𝑢‖ < δ

 

elde edilir. Böylece {𝑢𝑙} dizisi 𝑊 içinde bir Cauchy dizisidir. 𝑊   𝒵  konveks ve 

kapalı bir alt kümesi olduğundan, lim𝑙→∞ 𝑢𝑙 = 𝑢 olacak şekilde 𝑊 içinde bir u noktası 

bulunur. lim𝑙→∞dist(𝑢𝑙, 𝐹(𝐷)) = 0 olduğundan, bu dist(𝑢, 𝐹(𝐷)) = 0 olması 

anlamına gelir. Dolayısıyla Önerme 1.3.24 (ii)’ye göre 𝑢 ∈ 𝐹(𝐷) dır.  

Tanım 3.7.  

𝒵  bir düzgün konveks Banach uzayı ve  ≠ 𝑊   𝒵 konveks ve kapalı bir alt kümesi 

olsun. Eğer a = 0 ise 𝑓(a) = 0, a > 0 ise 𝑓(a) > 0 ve her 𝑢 ∈ 𝑊 için  

∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≥ 𝑓(dist(𝑢, 𝐹(𝐷))) 

geçerli olacak şekilde bir 𝑓 fonksiyonu bulunabilirse, 𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşümüne (I) 

şartını sağlar denir [36].   

Bu bölüm aşağıdaki (I) şartının sağlanması altında ispatlanmış bir sonuç ile 
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tamamlandı.  

Teorem 3.8.   

𝒵 bir düzgün konveks Banach uzay,  ≠ 𝑊   𝒵 konveks ve kapalı bir alt kümesi, 

𝐷: 𝑊 → 𝑊 dönüşümü zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan bir Lipschitz dönüşümü, 

𝐹(𝐷) ≠ ∅ ve {𝑢𝑙} dizisi (1.4) ile elde edilen bir dizi olsun. Bu takdirde, eğer 𝐷r, 

dönüşümü  (I) şartını sağlarsa {𝑢𝑙} dizisi 𝐷 nin bir sabit noktasına kuvvetli yakınsar.  

İspat. Lemma 3.1 den, 𝐷r nin (Cγ) şartını sağladığı elde edilir. Teorem 3.3 den, 

lim𝑙→∞‖𝑢𝑙 − 𝐷r𝑢𝑙‖ = 0 olduğu bulunur. 𝐷r nin (I) şartını sağladığı gözönüne alınırsa 

önceki eşitlikten, lim𝑙→∞dist(𝑢𝑙 , 𝐹(𝐷r)) = 0 sonucuna varılır. Teorem 3.6 

kullanılarak, {𝑢𝑙} dizisinin 𝐷 nin bir sabit noktasına kuvvetli yakınsadığı görülür. 

Açıklama 3.9. 

(i) Eğer Teorem 3.3 - 3.8 arasında  𝑏 = 0 alınırsa, literatürde yeni olan, (𝐶𝛾) şartını 

sağlayan dönüşüm için bazı yakınsama sonuçları elde edilir. 

(ii) Eğer Tanım 1.3.29  de  𝑏 = 0 ve 𝛾 =
1

2
  alınırsa,  Suzuki genişlemeyen dönüşüm 

elde edilir. Bu durumda, Teorem 3.3-3.8 in yakınsama sonuçları genelleştirilir [44]. 

(iii) Zenginleştirilmiş (𝐶𝛾) şartını sağlayan dönüşüm, genişlemeyen dönüşümün bir 

genellemesidir. Bu durum, Teorem 3.3-3.8 in ilgili sonuçlarını genelleştirir [20]. 
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4. SAYISAL ÖRNEKLER VE YAKINSAMA HIZLARI 

Bu bölümde, iki sayısal örnek kullanılarak iterasyon yöntemlerinin diğer yöntemlere 

göre sabit noktaya yakınsaklığı çalışıldı.  

Öncelikle, ana sonucu desteklemek için hem zenginleştirilmiş (Cγ) şartını hem de 

(Cγ) şartını sağlayan bir dönüşüm örneği sunuldu. Sonra, ana sonucu destekleyen 

zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan, fakat  (Cγ) şartını sağlamayan ve birden fazla 

sabit noktası olan bir dönüşüm örneği verildi. 

Örnek 4.1.   

Verilen bir γ ∈ (0,1) için, 𝐷: [0,1] → [0,1] dönüşümü şu şekilde tanımlanansın: 

 𝐷𝑢 = {

𝑢

2
, 𝑢 ≠ 1,

1+γ

2+γ
, 𝑢 = 1.

 

Burada γ =
3

8
 olduğunda                              

 𝐷𝑢 = {

𝑢

2
, 𝑢 ≠ 1,

11

19
, 𝑢 = 1.

 

elde edilir. [12] deki Örnek 5 ten görüldüğü gibi, 𝐷 dönüşümü (C3

8

) şartını sağlar ve 

dolayısıyla 𝑏 = 0 ile zenginleştirilmiş (C3

8

) şartını da sağlar. Burada 𝑟 = 1/(𝑏 + 1) 

olmak üzere 𝐷𝑟𝑢 = (1 − 𝑟)𝑢 + 𝑟𝐷𝑢 olduğundan, 𝑟 =  1 ve 𝐷1𝑢 = 𝐷𝑢 olur. 𝑢 = 0 

noktası, 𝐷 nin ve aynı anda 𝐷𝑟 nın tek sabit noktasıdır. Aşağıdaki tablo ve grafikte,  𝐹-

iterasyon yönteminin diğer iterasyon yöntemlerinden daha hızlı olduğu görülür. Her 

𝑙 ∈ ℕ için α𝑙 = 0.35 ve β𝑙 = 0.55 alınmıştır.  
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Tablo 4.1. Sabit noktası 0 olan dönüşümde, iterasyonların karşılaştırılması 

l F M Thakur Agarwal 

1 1 1 1 1 

2 0.1065789 0.2131579 0.2297368 0.5107895 

3 0.0109910 0.0439638 0.0519062 0.2308130 

4 0.0011334 0.0090675 0.0117275 0.1042986 

5 0.0001169 0.0018702 0.0026497 0.0471299 

6 0.0000121 0.0003857 0.0005987 0.0212968 

7 0.0000012 0.0000796 0.0001353 0.0096235 

8 0 0.0000164 0.0000306 0.0043486 

9 0 0.0000034 0.0000069 0.0019650 

10 0 0.0000007 0.0000016 0.0008879 

11 0 0.0000001 0.0000004 0.0004012 

12 0 0 0.0000001 0.0001813 

13 0 0 0 0.0000819 

14 0 0 0 0.0000370 

15 0 0 0 0.0000167 

16 0 0 0 0.0000076 

17 0 0 0 0.0000034 

18 0 0 0 0.0000015 

19 0 0 0 0.0000007 

20 0 0 0 0.0000003 

21 0 0 0 0.0000001 

22 0 0 0 0 
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Şekil 4.1. Sabit noktası 0 olan dönüşümde, iterasyonların yakınsama hızları 

Örnek 4.2.   

𝑊 = [−0.5, −2] ∪ [0.5,2]  sınırlı, kapalı ve konveks bir alt kümesi üzerinde, her 𝑢 ∈

𝑊 için 𝐷𝑢 = 𝑢−1 olacak şekilde bir 𝐷 dönüşümü alalım. Bu 𝐷 dönüşümü  

zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlıyor, fakat  (Cγ) şartını sağlamıyor. 

γ ∈ (0,1) için, 𝑢 = 1 ve 𝑣 =
1

2
 alındığında 

 γ ∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥ = γ‖ 1 − (1)−1 ‖ = 0 <
1

2
 = ‖ 𝑢 − 𝑣 ‖ 

ve  

 ∥ 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 ∥ = ‖ (1)−1 − (
1

2
)−1 ‖ =  1 >  

1

2
= ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥. 

elde edilir. Dolayısıyla, 𝐷 dönüşümü (Cγ) şartını sağlamaz. 

Diğer taraftan, 𝐷 dönüşümü zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlar. Her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 için  

γ ∥ 𝑢 − 𝐷𝑢 ∥≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ veya γ ∥ 𝑣 − 𝐷𝑣 ∥≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

olduğunda  

 ∥ 𝑏(𝑢 − 𝑣) + 𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 ∥≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

elde edilir. Bu durumda  

 ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥× ‖𝑏 − (𝑢𝑣)−1‖ ≤ (𝑏 + 1) ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ 

sonucu elde edilir. Sadeleştirirsek 
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 ‖𝑏 − (𝑢𝑣)−1‖ ≤ (𝑏 + 1) 

elde edilir. Bu durum 𝑏 = 1.5 için geçerlidir. Burada 𝑟 = 1/(𝑏 + 1) olmak üzere 

𝐷𝑟𝑢 = (1 − 𝑟)𝑢 + 𝑟𝐷𝑢 olduğundan, 𝑟 =  2/5 ve 𝐷2/5𝑢 = (3𝑢2 + 2)/5𝑢  olur. 

Dolayısıyla, 𝐷 zenginleştirilmiş (Cγ) şartını 𝑏 = 1.5  ile  sağlar. Her 𝑙 ∈ ℕ için  𝛼𝑙 =

0.35 ve 𝛽𝑙 = 0.55 alınmıştır. 

Tablo 4.2. Sabit noktası -1 olan dönüşümde, iterasyonların karşılaştırılması 

l  F   M   Thakur   Agarwal  

1 -2 -2 -2 -2 

2 -1.0201256834  -1.0867720042  -1.1036247297  -1.3445323353  

3 -1.0001205648  -1.0029202115  -1.0042768299  -1.0878163518  

4 -1.0000006946  -1.0000845744  -1.0001460409  -1.0171538720  

5 -1.0000000040  -1.0000024361  -1.0000049436  -1.0029950718  

6 -1.0000000000  -1.0000000702  -1.0000001673  -1.0005096233  

7  -1  -1.0000000011  -1.0000000057  -1.0000863112  

8  -1  -1.0000000000  -1.0000000002  -1.0000146062  

9  -1   -1  -1.0000000000  -1.0000024714  

10  -1   -1   -1  -1.0000004182  

11  -1   -1   -1  -1.0000000708  

12  -1   -1   -1  -1.0000000120  

13  -1   -1   -1  -1.0000000020  

14  -1   -1   -1  -1.0000000003  

15  -1   -1   -1  -1.0000000001  

16  -1   -1   -1  -1  
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Şekil 4.2 Sabit noktası -1 olan dönüşümde, iterasyonların yakınsama hızları 

Tablo 4.3. Sabit noktası 1 olan dönüşümde, iterasyonların karşılaştırılması 

l  F   M   Thakur   Agarwal  

1 2 2 2 2 

2 1.0201256834  1.0867720042  1.1036247297  1.3445323353  

3 1.0001205648  1.0029202115  1.0042768299  1.0878163518  

4 1.0000006946  1.0000845744  1.0001460409  1.0171538720  

5 1.0000000040  1.0000024361  1.0000049436  1.0029950718  

6 1.0000000000  1.0000000702  1.0000001673  1.0005096233  

7  1  1.0000000011  1.0000000057  1.0000863112  

8  1  1.0000000000  1.0000000002  1.0000146062  

9  1   1  1.0000000000  1.0000024714  

10  1   1   1  1.0000004182  

11  1   1   1  1.0000000708  

12  1   1   1  1.0000000120  

13  1   1   1  1.0000000020  

14  1   1   1  1.0000000003  

15  1   1   1  1.0000000001  

16  1   1   1  1  
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Şekil 4.3. Sabit noktası 1 olan dönüşümde, iterasyonların yakınsama hızları 

Tablo ve grafiklerde görüldüğü gibi, 𝐷 ve 𝐷𝑟 dönüşümlerinin sabit noktaları 𝑢 = −1 

ve 𝑢 = 1 dir. Başlangıç noktaları 𝑢1’in −1 e yakın olduğu durumlarda, 𝐹-iterasyon 

yöntemiyle üretilen {𝑢𝑙} dizisi −1 e yakınsar. Benzer şekilde, başlangıç noktaları 𝑢1’in 

1 e yakın olduğu durumlarda, {𝑢𝑙} dizisi 1 e yakınsar. Tablolar ve grafiklerde, 𝐹-

iterasyon yönteminin, iki farklı başlangıç noktası için diğer iterasyon yöntemlerine 

göre daha hızlı sonoç verdiği kolayca görülmektedir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5. SONUÇ 

2. bölümde, zenginleştirilmiş  Suzuki genişlemeyen dönüşüm [45] kavramı çalışıldı  

ve bu dönüşümlerin genişlemeyen, zenginleştirilmiş genişlemeyen ve  Suzuki 

genişlemeyen operatörler kavramından daha genel olduğu gösterildi. 

Bu dönüşümler için varlık ve yaklaşım sonuçları verildi ve Berinde [10], Browder ve 

Petryshyn [12] ve Petryshyn [33]'ye ait literatürde bilinen bazı sonuçların bu yeni 

dönüşüm yapısında geliştirildiği verildi. 

3. bölümde, zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlayan dönüşümlerin bir sınıfı tanıtıldı. 

Eğer 𝐷 dönüşümü zenginleştirilmiş (Cγ) şartını sağlıyorsa, ortalama dönüşümü 𝐷r de 

(Cγ) şartını sağlar. Ayrıca, (1.4) ile belirtilen 𝐹-iterasyon yöntemi aracılığıyla, Banach 

uzayı içinde çeşitli şartlar altında kuvvetli ve zayıf yakınsaklık sonuçları verildi. 

4. bölümde, (1.1) Agarwal iterasyonu, (1.2) Thakur iterasyonu, (1.3)  M-iterasyonu ve 

(1.4) 𝐹-iterasyonu yöntemlerinin yakınsama hızları karşılaştırıldı ve F-iterasyon 

yönteminin diğer iterasyon yöntemlerinden daha hızlı olduğu iki sayısal örnek 

üzerinden gösterildi. Örnek 4.1'de tek bir sabit noktanın bulunduğu durumu incelendi, 

Örnek 4.2'de birden fazla sabit noktanın olduğu durumlar ele alındı. Her iki örnekte 

de, F-iterasyon yönteminin diğer iterasyon yöntemlerine kıyasla sabit noktalara daha 

hızlı yakınsadığı gözlemlendi ve bulgularımız tablo ve grafikler ile detaylandırıldı. 

Açık bir problem olarak: bu tez çalışmadaki tüm sonuçları, CAT(0) uzayı gibi farklı 

bir uzayda, zenginleştirilmiş (Eμ) şartını sağlayan 𝐷 dönüşümüne genişletilebilir 

miyiz? sorusu çalışılabilir.  
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