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BANACH UZAYINDA ZENGINLESTIRILMIS (Cy) SARTINI SAGLAYAN
DONUSUMLER ICIN F-ITERASYON YONTEMI

OZET

Bu c¢alismada, zenginlestirilmis (Cy) sartim1 saglayan doniisiimlerin bir smifi
tanitilmaktadir. Zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan doniisiimlerin sabit noktalari,
Banach uzayinda modifiye edilmis iic adimli F-iterasyon yontemi kullanilarak
incelenmistir.

Giris boliimiinde, ana sonucumuzu elde etmemize yardimci olan 6nceden tanitilmis ve
ispatlanmig bilgiler temel kavramlar olarak sunuldu, sonra sabit noktanin ne oldugu
hakkinda bilgi verildi ve genislemeyen doniisiim, Suzuki genislemeyen doniisiim,
(Cy) sarti, (C) sarti, (E) sarti ve (Eu) sarti tamimlari verildi. Daha sonra
zenginlestirilmis genislemeyen donilisiim ve zenginlestirilmis Suzuki genislemeyen
dontigimler verildi. Ayrica, zenginlestirilmis (Cy) sartini saglayan donisiimler
tanitildi. Son olarak, sayisal orneklerde yakinsama hizini karsilastirdigimiz dort
iterasyon yontemi (Agarwal iterasyonu, Thakur iterasyonu, M-iterasyonu ve F-
iterasyonu) verildi.

Ikinci béliimde, zenginlestirilmis ~ Suzuki genislemeyen doniisiimler ve bu
doniistimlerle ilgili onemli teoremler incelenmistir. Hilbert uzaylarinda tanimlanan bu
doniistimlerin asimptotik diizenlilik ve yakinsaklik 6zellikleri hakkinda teorik sonuglar
sunulmustur. Krasnoselskii iterasyon dizileri kullanilarak, doniisiimlerin sabit
noktalarina zayif ve kuvvetli yakinsakliklar1 ile bu dontisiimlerin konveks, kapali ve
smurlr alt kiimeler tizerindeki sonuglar1 incelendi.

Ucgiincii boliimde, ilk olarak zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan doniisiim tanimi
verilerek, bir doniistimiin zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglamasi durumunda, onun
ortalama doniistimiiniin de (Cy) sartin1 sagladigini ispat eden bir lemma sunulmustur.
Daha sonra, F-iterasyonu kullanilarak zayif ve Kkuvvetli yakinsama teoremleri
ispatlanmigtir. Ayrica, (I) sartt tamimi Kullanilarak kuvvetli yakinsaklik teoremi
verilmistir.

Dordiincti boliimde, iki sayisal ornek verilerek tigiincii boliimde elde edilen sonuglar
ile tanimlanan F- iterasyon yonteminin diger yontemlere gore sabit noktaya daha hizli
yakinsadigi gosterilmistir. Sayisal ornekler ve hesaplamalar ile gesitli iterasyon
yontemlerinden bulunan veriler kullanilarak tablolar ve grafikler yapilmistir. Ornek
4.1'de hem (Cy) sartin1 hem de zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan bir doniisiim
ornegi verilmis, ornek 4.2'de zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan ancak (Cy) sartini
saglamayan baska bir doniisim verilmistir. Bu iki 6rnek yardimiyla dort gesit
iterasyonun sabit noktaya nasil yakinsadigini gosteren tablolar ve grafikler, Python dili
kullanilarak kodlar yazilip hesaplanmis ve grafikleri ¢izilmistir.

Son boliimde ise tiim tezde elde edilen sonuglar kisaca 6zetlenmis ve sonrasinda bu
konu tiizerinde nasil ¢alismalar gelistirilebilecegi ile ilgili bir ag¢ik problem ortaya
konulmustur.
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ON THE F-ITERATIVE METHOD FOR THE CLASS OF MAPS
SATISFYING ENRICHED CONDITION (Cy) IN BANACH SPACES

SUMMARY

This study delves into the fixed point theory of various classes of nonlinear maps in
normed and Banach spaces. Let W be a nonempty subset of a normed space Z, and
D:W — W be a map. A point u € W is a fixed point of D if Du = u. Fixed point
theory is a crucial mathematical concept with applications in various fields such as
economics, engineering, and the sciences. Nonexpansive maps, characterized by the
property || Du—Dv |I<llu—v || for all u,v € W, have been extensively studied.
This condition ensures that the distance between mapped points does not exceed the
distance between the original points, which is essential for convergence analysis.

Suzuki (2008) introduced generalized nonexpansive maps, satisfying condition (C),
which later inspired further generalizations, such as condition (E), (E,), and (C,). A

map D: W — W satisfies condition (C) if % |l u—Dull<lu—vl implies || Du —

Dv lI<lu—wv | for all u,v € W. This condition ensures that the map D does not
increase distances significantly under certain constraints, allowing for more general
mappings while maintaining some control over their behavior.

Another generalization is condition (E,), where [u —Dv IS pllu—Du ll +ll u —
v || for u = 1. This condition allows for a bounded increase in distance based on a
multiplicative factor u, providing a framework for analyzing maps that are not strictly
nonexpansive but still exhibit controlled behavior. Additionally, condition (C,) for
y € (0,1) isdefinedas y lu—Du Il u—v || implying | Du—=Dv I<lu—v |
This condition further generalizes nonexpansiveness by introducing a parameter y that
scales the distance condition, allowing for finer control over the map's behavior.

In 2019, Berinde introduced enriched nonexpansive maps, where D is enriched
nonexpansive if there exists b € [0,00) such that || b(u —v) + Du—Dv I< (b +
1) Il u — v |l. This class of maps incorporates an additional parameter b that enriches
the nonexpansive condition, providing a broader framework for analyzing nonlinear
maps. Later, in 2021, Ullah et al. introduced enriched Suzuki nonexpansive maps,
further studied in Banach spaces by Abdeljawad et al. in 2022. These maps combine
the ideas of enrichment and Suzuki's condition, offering a versatile tool for fixed point
analysis.

Iterative methods play a crucial role in approximating fixed points. These methods
generate sequences that converge to fixed points, which are essential for practical
applications. Notable methods include Picard, Mann, Ishikawa, Noor, Agarwal,
Thakur, M-iterative, and F-iterative methods. These methods are essential for maps
ensuring fixed points under certain conditions. The iterative methods vary in their
approach and convergence properties, making them suitable for different types of maps
and applications.

XiX



This paper focuses on the convergence of the F-iterative method for maps satisfying
an enriched version of condition (C, ). We establish both weak and strong convergence
results in Banach spaces using the F-iterative method. Moreover, we present numerical
examples demonstrating the efficiency of our method compared to others. The F-
iterative method is particularly effective in handling enriched conditions, providing
faster convergence and greater accuracy in approximating fixed points.

We introduce the class of maps satisfying the enriched condition (C,) and prove
convergence results for the F-iterative method. Theorem 3.3 demonstrates that {u; } is
bounded in W and lim;_llu; — Dyw || = 0 if and only if F, # @. Theorem 3.4
establishes weak convergence under Opial's condition. Strong convergence results are
proved under conditions such as compactness of W (Theorem 3.5),
lim inf,_,., dist (u;, Fp) = 0 (Theorem 3.6), and condition (/) (Theorem 3.8). These
theorems provide a comprehensive framework for analyzing the convergence behavior
of the F-iterative method under various conditions, ensuring robust and reliable
approximations of fixed points.

Numerical examples illustrate the superior convergence rate of the F-iterative method
compared to other iterative methods. For instance, Example 4.1 presents a map
satisfying both the enriched condition (C,) and the ordinary condition (C,). The map

DonW = [0,1] defined by Du = gfor u*1landD(1) = % satisfies both conditions.

The F-iterative method again demonstrates faster convergence compared to other
iterative processes, validating its effectiveness.

Example 4.2 demonstrates a map satisfying the enriched condition (C,) but not the
ordinary condition (C,). The map D on W = [—0.5,—2] U [0.5,2] defined by Du =
u~! satisfies the enriched condition with b = 1.5 but not the ordinary condition. The
numerical results show that the F-iterative method converges faster than other
methods, highlighting its efficiency.

In conclusion, this study contributes to the understanding of fixed point theory for
various classes of nonlinear maps in Banach spaces, presenting significant theoretical
results and practical applications through iterative methods. The introduction of the
enriched condition (C,) and the development of the F-iterative method provide
powerful tools for analyzing and approximating fixed points. The convergence
theorems and numerical examples illustrate the robustness and efficiency of our
approach, making it a valuable addition to the field of fixed point theory. This work
lays the foundation for further research and applications in diverse areas, emphasizing
the importance of iterative methods in solving complex nonlinear problems.

The fixed point theory has profound implications in various scientific disciplines. In
economics, fixed point theorems are used in game theory and equilibrium analysis. For
instance, Nash equilibrium in game theory is a solution concept where no player can
benefit by unilaterally changing their strategy, and it can be proven using fixed point
theorems. In engineering, fixed point methods are employed in signal processing,
control theory, and the design of algorithms for solving differential equations. The
ability to ensure the existence and uniqueness of solutions is fundamental in these
applications.

The generalizations introduced in this paper, particularly the enriched condition (C, ),
extend the applicability of fixed point theory to a broader class of problems. By
incorporating parameters such as u and y, we can handle maps that exhibit more

XX



complex behaviors, making the theory more versatile. This is particularly important in
real-world applications where ideal conditions (such as strict nonexpansiveness) are
rarely met.

The enriched condition (C,), as introduced in this study, offers a nuanced approach to
handling nonlinear maps. The condition y ll u — Du lI<ll u — v || implies || Du —
Dv |I<Il u — v |l allows for a controlled relaxation of the nonexpansive condition. This
is crucial for dealing with maps that are not strictly nonexpansive but still exhibit
convergence properties under certain conditions.

The F-iterative method leverages this enriched condition to provide robust
convergence results. By iteratively applying the map and adjusting parameters, the
method ensures that the sequence generated converges to a fixed point. The
convergence theorems established in this study provide a rigorous mathematical
foundation for the method, ensuring its reliability and effectiveness.

The numerical examples provided in this study highlight the practical implications of
the theoretical results. By demonstrating the convergence behavior of the F-iterative
method on specific maps, we provide concrete evidence of its efficiency. The
comparative analysis with other iterative methods, such as the Agarwal and Thakur
methods, further underscores the advantages of the F-iterative method.

The results of this study open up several avenues for future research. One potential
direction is the extension of the enriched condition (C,) to other types of spaces, such
as CAT(0) spaces. These spaces generalize the concept of non-positive curvature and
have applications in various areas of mathematics and computer science. Exploring the
applicability of the F-iterative method in these spaces could lead to new insights and
broader applications.

Another area for future research is the development of new iterative methods based on
the enriched condition (C,). By further refining the parameters and conditions, it may
be possible to design methods that offer even faster convergence and greater accuracy.
Additionally, investigating the stability and robustness of these methods in the
presence of perturbations or noise would be valuable for practical applications.

In conclusion, this study presents significant advancements in the fixed point theory
for nonlinear maps in Banach spaces. The introduction of the enriched condition (C,)
and the development of the F-iterative method provide powerful tools for analyzing
and approximating fixed points. The comprehensive theoretical framework and
numerical examples illustrate the robustness and efficiency of our approach, making
it a valuable addition to the field of fixed point theory. This work lays the foundation
for further research and applications, emphasizing the importance of iterative methods
in solving complex nonlinear problems.
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1. GIRIS

1.1. Literatiir Taramasi

Uygulamali fizik ve matematik miihendisligi gibi bircok farkli alanda ve cesitli
problemlerde, bilinen analitik yontemlerle ¢6ziimii garanti etmek i¢in bir¢ok zorlukla
karsilasilir. Bu tiir durumlarda, sabit nokta teorisi, aranan ¢oziimleri elde etmek i¢in
alternatif teknikler onerir. 1k olarak, ifade edilen denklemin sabit nokta kiimesi ile
verilen problemin ¢oziim kiimesi esit olacak sekilde problemin formiile edilmesi
gerekir. ifade edilen denklemin sabit noktasinin varligi ispatlandiginda, verilen
denklemin ¢6ziimiiniin varligi da ispatlanmis olur. Bundan sonra, ifade edilen
denklemin sabit noktasinin degerini hesaplamak ic¢in bazi iterasyon yontemlerinden
(6rnegin Picard iterasyonu, Krasnoselskii iterasyonu, M-iterasyonu ve F-iterasyonu

gibi gesitli iterasyonlardan) yararlanabiliriz.

Sabit nokta teorisi, 19. ylizyilin baslarinda, adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
varlig1 ve tekligini ispatlama amaciyla gelistirilmeye baslanmistir. Bu teori, 6zellikle
matematiksel analizin ¢esitli dallarinda uygulamali problemlerin ¢6ziimiinde temel bir

arac olarak kabul edilir.

1922'de Stefan Banach, daralma prensibi ile sabit nokta teoremini formiile etmis ve bu
durum, metrik uzaylarda daraltic1 bir doniisiimiin tek bir sabit noktaya sahip oldugunu
belirten ve iterasyonlar araciligiyla bu sabit noktaya yakinsanabilecegini ispatlayan bir

teorem olarak matematikte biiyiik bir devrim yaratmigstir.

1960'1ar ve 1970'lerde, genislemeyen doniisiimler lizerine yogun bir sekilde ¢aligilmis
ve bu doniistimlerin sabit nokta teoremlerine uygulanabilirligi arastirilmistir. Bu
doniistimler, uzaydaki elemanlar arasi mesafeyi artirmayan ve gesitli optimizasyon

problemlerinde kullanilan iglemleri tanimlar.

2008'de Shunichi Suzuki, genislemeyen doniistimler iizerine 6nemli bir gelisme olarak
Suzuki genislemeyen doniisiimii ortaya koymustur. Suzuki'nin bu ¢alismasi, daha
Once var olan sabit nokta teoremlerini genisletmis ve bu teorilerin daha karmagik

sistemlerde uygulanabilirligini artirmistir.



2019'da ise yine Suzuki zenginlestirilmis genislemeyen doniisiimleri tanitilarak bu
alandaki arastirmalari daha da ileriye tagimistir. Bu yeni gelistirilen doniistimler, daha
karmasik sistemlerde sabit noktalarin varligimi ve ozelliklerini kesfetme olanagi

sunmustur.

Gliniimiizde, iterasyon yOntemleri, sabit nokta teoremleri temel alinarak gelistirilmis
ve bu yontemler, algoritma tasariminda ve bilgisayar bilimlerinde genis bir uygulama
alan1 bulmustur. Iterasyon yontemleri, belitli bir islemi tekrarlayarak sabit bir sonuca
yaklasma prensibine dayanir ve bu yontemler, pek ¢ok bilimsel ve miihendislik

disiplininde kritik 6neme sahiptir.

1.2, Temel Kavramlar

Sabit nokta teorisi, matematiksel analizde ve fonksiyonel analizde olduk¢a énemli bir
yere sahiptir ve cesitli matematiksel yapilari anlamada temel bir ara¢ olarak
kullanilmaktadir. Bu teorinin temelleri ve uygulamalarin1 ele almadan 6nce, temel

kavramlar1 ve terminolojiyi agikliga kavusturmak gerekmektedir.
Tamm 1.2.1. (Metrik ve Metrik Uzay)

Z bostan farkl bir kiime olsun. d: Z X Z — R fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa

d fonksiyonuna metrik ve (Z, d) ciftine de metrik uzay denir. Her u, v,z € Z igin

a)duv)=0,duv)=0u="7v

(b) d(u,v) = d(v,u) (simetri)
(¢) d(w,v) < d(u, z) + d(z,v) (iiggen esitsizligi)
[37].

Ornek 1.2.2.

Vu,v € R igin d(u,v) = |u —v| olarak tanimlanan d: R X R - R doniisimii R

tizerinde bir metriktir. Bu metrige R nin mutlak deger metrigi denir [28].

Tamm 1.2.3. (Cauchy Dizisi)

(Z,d) metrik uzayinda {u;} bir dizi olsun. Her € > 0 sayisina karsilik her m,l > N
i¢in

d(u, um) <€



olacak bigimde bir N = N(¢) € N sayisi varsa, {y;} dizisine bir Cauchy disizi denir
[37].

Ornek 1.2.4.

R iizerinde mutlak deger metrigi verilsin. R deki {v;} = 1/n,(n € N) dizisi 0 € R
noktasina yakinsar. Dolayisiyla {u;} bir Cauchy dizisidir [27].

Tanmm 1.2.5. (Tam Metrik Uzay)

(Z, d) bir metrik uzay olsun. Z deki her {u;} Cauchy dizisi bir limite sahip ise (Z,d)

metrik uzayina tam metrik uzay denir [28].

Ornek 1.2.6.

R kiimesi R iizerindeki mutlak deger metrigine gore tamdir [28].
Tamm 1.2.7. (Yakinsakhk)

{u;}, (Z,d) metrik uzayinda bir dizi olsun. u € Z olmak tizere lim;_,d(u;, u) = 0

ise {u;} dizisi u'ya yakinsaktir denir.

lim; ,,u; = uveyau; - u(l - o)
ile gosterilir [27].
Tanim 1.2.8. (Kuvvetli Yakinsaklhk)

{u;}, (Z,d) metrik uzayi iginde bir dizi ve u, € Z olsun. Eger lim;_,,d(u;, uy) = 0
ise bagka bir deyisle, eger Ve > 0 ve 3l, € N 3 VI > [, igin d(u;, uy) < € oluyorsa,

{u,} dizisi uy noktasina kuvvetli yakinstyor denir ve
u; = Uy (I » o) yadalim_,u; = ug

seklinde gosterilir. Metrik uzayda dizilerin yakinsakligi ile kuvvetli yakinsaklik
denktir [28].

Tanm 1.2.9. (Acik Ortii)

(Z,d) bir metrik uzay, I bir indis kiimesi J#A € ZveVi € [ i¢cin A; S Z agik kiime

olsun. Sayet A € U;¢; A; ise (A4;);¢; ailesine A nin bir agik 6rtiisti denir [25].

Bir ortiiniin herhangi bir alt kiimesi de bir ortii ise buna ¢ogunlukla alt ortii ad1 verilir
[25].

Ornek 1.2.10.



n € Z igin (n — 2,n + 2) ile verilen agik araliklarin {(n — 2,n + 2)},,¢z ailesi R i¢in
bir agik ortiisiidiir [37].

Tamm 1.2.11. (Kompakt Kiime)

(Z,d) bir metrik uzay, & # W < Z olsun. W nin her agik ortiisii sonlu bir alt 6rtiiye
sahipse W ya bir kompakt kiime denir [25].

Ornek 1.2.12.

Bir (Z, d) metrik uzaymin sonlu bir W alt kiimesi kompakttir [37].
Ornek 1.2.13.

Dogal metrik ile R reel sayilar kiimesinin

@(©0,1) ()N (©Z (d)R

alt kiimeleri kompakt degildir [37].

Tamm 1.2.14. (Dizisel Kompakt)

(Z,d) metrik uzayinda tanimli her dizi bu uzayda yakinsak bir alt diziye sahipse, bu
uzaya dizisel kompaktir denir [28].

Teorem 1.2.15.
(Z,d) bir metrik uzay olsun. Z kompaktir ancak ve ancak Z dizisel kompaktir [37].
Ornek 1.2.16.
(Z,d) bir metrik uzay olsun.
(a) Herhangi bir
A={u:1<1<n}
sonlu alt kiimesi dizisel kompakt bir kiimedir.

(b) Yakinsak bir {y;} dizisinin terimlerini ve dizinin u, limit noktasin1 igeren B

kiimesi, yani
B = {u;:l € N} U {u,}
kiimesi dizisel kompakttir [37].

Ornek 1.2.17.



Herhangi bir sonlu kiime, herhangi bir metrik altinda kompakt bir metrik uzaydir.
Omegin, Z = {a,b,c} kiimesi iizerinde herhangi bir d metrigi verilsin. Sonlu
kiimelerin her dizisi, en azindan bir elemanini tekrar tekrar icerecek sekilde bir alt
diziye sahiptir. Bu, her dizi i¢in yakinsak bir alt dizinin var oldugunu ifade eder.

Dolayisiyla, 2 kompakt bir metrik uzaydir.
Tamm 1.2.18. ( Semi kompakt)

Z bir Hilbert uzay, & # W < Z bir alt kiimesi ve D: W — W bir doniisiim olsun. Bu
takdirde, eger herhangi bir fujcw siirlt dizisi igin
{Du; —u;}, (1 =0,1,2,...) kuvvetli yakinsaksa, yani {u;}'nin kuvvetli yakinsak bir

{uli} alt dizisi bulunabilirse, D doniisiimiine semi kompakttir denir [33].

Tanim 1.2.19. (Siireklilik)

(Z,d) ve (X, p) iki metrik uzay, f: Z — X bir doniisiim ve u, € Z olsun. Her bir

€ > 0 sayist i¢in
d(u,uy) < & oldugunda p(f(w), f(up)) < €
veya denk bir ifade ile,
f(B(uo; 8)) < B(f (u); &)

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa, f ye u, noktasinda siireklidir denir. f, X in her

noktasinda siirekli ise f ye X iizerinde siireklidir denir [8].
Ornek 1.2.20.

A < R olsun. Her bir f: A — R polinom fonksiyonu A nin her noktasinda siireklidir
[37].

Tanim 1.2.21. (Dizisel Siireklilik)

Z ve X metrik uzaylar olsun ve f: Z — X fonksiyonu verilsin. Z uzayindaki yakinsak
her u, dizisi igin,

w—u=fw)->fw (- )
ise f ye dizisel siireklidir denir [27].

Tamim 1.2.22. (Zayif Yakinsakhk)



Bir {u;} dizisi ve uy € Z noktasi verildiginde, eger Z iizerinde tanimli siirekli her
lineer f* fonksiyoneli igin lim;_ f (uyy = f(uo) esitligi saglaniyorsa, {u;} dizisinin

U, noktasina zayif yakinsadigi sdylenir.
Tamm 1.2.23. (Azalmayan ve Artmayan Fonksiyonlar)
Tanim bolgesindeki her u, v eleman igin
u < voldugunda f(u) = f(v)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna artmayan,
u < voldugunda f(u) < f(v)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna ise azalmayan fonksiyon denir.
Ornek 1.2.24.
Artmayan fonksiyonlar, sabit veya azalan fonksiyonlardir. Ornegin, f(u) = a,

fa =1

u
Azalmayan fonksiyonlar, sabit veya artan fonksiyonlardir. Ornegin , f(u) = a,
fw)=u.
Tanim 1.2.25. (Vektor Uzayr)

Z bostan farkli bir kiime, [F bir say1 cismi olsun.

+:Z2XZ->2 -:FXZ->2Z
(wv)»u+v ARu ->Aiu

ikili islemleri Va, B € F ve Vu, v,z € Z igin
lL.u+tv=v+u
2. u+(v+z)=u+v)+z
3. Yu € Zi¢inu + e = e + u = u olacak sekilde bir e € Z vardir.
4. Yu € Ziginu + (—u) = (—u) + u = e olacak sekilde (—u) € Z vardir.

5 1-u=u

o

a-(u+v)=a-ut+a-v
7. (a+p) - u=a-u+pf-u

8. (a-p) u=a-(b-u



sartlarint sagliyorsa ( X, +, .) Ugclisiine F cismi lizerinde lineer uzay (vektor uzayi)

denir [27].

Tamm 1.2.26. (Norm ve Normlu Uzay)

Z,Fcismi (F = Rveya F = C) iizerinde bir lineer uzay olsun.
I: Z = R, u =|l u |l doniisiimii Vu,v € Z veVa € F igin
@llull=0su=20

G laul=lalllul

Clu+vislull+lvl

sartlarini sagliyorsa ||-|| fonksiyonuna F'de (veya F lizerinde) norm, (Z, II-I) ikilisine

de normlu uzay denir [27].
Ornek 1.2.27.

F (yani R veya C) kiimesi || © ||= |v| normu ile bir normlu vektor uzayidir. Bu norma
FF igin dogal norm ya da mutlak deger normu adi verilir. Bu norm d(u, v) = |u — v|

dogal metrigini iiretir [37].

Tamim 1.2.28. (Banach Uzayr)

Bir normlu lineer uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya Banach uzay1 denir

[27].

Z 1n reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore Banach uzay: reel veya kompleks

Banach uzay1 olarak adlandirilir.

Tamm 1.2.29. (Konvekslik)

Z bir reel lineer uzay ve & # W < Z olsun. Her u,v € W igin
A={zeZ:zz=au+(1—-a)y,0<a<sl}cW

ise W kiimesine konveks denir [28].

Tamm 1.2.30. (Diizgiin Konveks Uzay)

Z bir normlu lineer uzay olsun. Eger her € € (0,2] ve u, v € Z igin

. +
lull< LIlviIS1ivellu—wv > ¢iken ”uTv <5

olacak sekilde § > 0 varsa Z uzayma diizgiin konveks uzay adi verilir [15].
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Tamm 1.2.31. (i¢ Carpim Uzay)

F = R veya C olmak iizere Z bir vektor uzay:r olsun. (+,-):Z X Z — F doniislimii
asagidaki ozelliklere sahip ise (+,-) fonksiyonuna, Z iizerinde bir i¢ ¢arpim, (Z, (+,-))
ikilisine de i¢ carpim uzay1 denir [28].

(il) HerueZicin(u,u)=>20ve (u,u) =0 u =20,
(i2) Heru,v € Z igin (u,v) = (v,u) (kompleks eslenik),
(i3) Heruw,ve Zvea € Figin (au,v) = a(u,v),
(i4) Heruv,zeZigin(u+v,2z)=W2)+ ,2).
F = R olmasi halinde (u, v) = (v, u) dir.
(i2) ve (i4) ifadelerinden Vu, v,z € Z ve Va, b € F igin
@) (au + bv,z) = a(u,z) + b(v, 2),
(b) (u, av) = a(u,v),
() (wav+bz)=a(uv)+ b(u,z) dir.
Tamim 1.2.32. (Hilbert Uzayr)
Bir (Z,(+,")) i¢ carpim uzay: tam ise yani (Z,(:,-)) uzayindaki her Cauchy dizisi
uzayda yakinsaksa, bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzayi denir [28].
Tamm 1.2.33. (Asimptotik Yaricap ve Asimptotik Merkez)
Z bir normlu uzay, & # W < Z kapali, konveks bir alt kiime ve {v;}, Z iginde sinirli
bir dizi olsun. Bu durumda,
R(W,{u}) = inf{linll sup |lu; —ull:u € W}
sayisina {u;}’nin W’ya gore asimptotik yarigapi denir.

AW, {uy}) = {u eEW: lir? sup ||lu; — ul|| = R(W, {ul})}

kiimesine {u;} nin W’ya gore asimptotik merkezi denir [13, 41].
Tamim 1.2.34. (Diizgiin Asimptotik Doniisiim)

Z bir Hilbert uzay, & # W < Z kapali, konveks bir alt kiime ve D: W — W bir

doniisiim olsun. Bu takdirde, D doniisiimii her u € W i¢in
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lim;_,o [[D**1u — D'uj = 0, (1=012,..)
ise D ye diizgiin asimptotiktir denir [12].
Tamm 1.2.35. (Opial Sarti)

Z bir normlu uzay olsun. Eger Z icindeki herhangi bir {u;} dizisi bir zayif limite

sahipse, yani

lign inf ||lu; —ul| < lirln infllu, —v||, VveZ—{u}
—00 —00

ise Z uzay1 Opial sartini1 sagliyor denir [30].
Lemma 1.2.36.

0<i<o <j<1 ve Z dizgin konveks Banach uzayi olsun. Bu durumda, Z

igindeki herhangi {u;} ve {v;} dizileri i¢in
lim sup;L oo lligll < z, lim supLellvill £z ve limpe l qqu; + (1 —apv; =z

olacak sekilde z > 0 varsa, bu takdirde lim;_,||u; — v;|| = 0 dir [35].

1.3. Sabit Nokta Kavram
Tamim 1.3.1. (Sabit Nokta ve Sabit Nokta Kiimesi)

Z + & herhangi bir kiime ve D:Z — Z bir doniisiim olsun. Eger Du = u olacak
sekilde bir u € Z noktas1 varsa, bu u noktasina D nin sabit noktas1 denir ve D nin

tum sabit noktalarinin kiimesi
F(D) ={u € Z:Du = u}
ile gosterilir [16].

Asagidaki orneklerden de goriilebilecegi gibi D: Z — Z doniigiimiin herhangi bir sabit
noktas1 olmayabilir veya bir sabit noktasi olabilir ya da birden fazla sabit noktasi

olabilir.

Ornek 1.3.2.

a)Eger Z = Rve Du =uise F(D) = Rdur.
b) Eger Z = R ve Du = = ise F(D) = {0} olur.

¢) Eger Z = R ve Du = u? ise F(D) = {1,0} elde edilir.



d) Eger Z = [1, o) ve Du = 2u* — 1 ise F(D) = {1} olur.

Orneklerden goriildiigii gibi bir déniisiimiin sabit noktasmin varligi, déniisiimiin

tanimlandig1 kiimeye ve tanimlanma tarzina baglhdir.

Tanmm 1.3.3. (iterasyon)

Z herhangi bir kiime ve D: Z — Z bir doniigiim olsun. Her u € Z igin
D™y = D(D™u)

olacak sekilde D™u tanimlansin. Bu takdirde D™u, D altindaki u in n. iterasyonu
olarak adlandirilir [8].

D: Z — Z bir doniisiim olsun. Keyfi n € N i¢in F(D) € F(D™) dir. Ancak tersi dogru
degildir.
Ornek 1.3.4.
Du = u? — 1 ile tammli D: R — R fonksiyonunun dérdiincii iterasyonu
D*u = D(D(D(Dw)) = (W*-1*-1)*-1)* -1
ile verilir [37].
Tanim 1.3.5. (Daralma Doniisiimii)
(Z,d) metrik uzay ve D: Z — Z bir doniistim olsun. Eger her u, v € Z i¢in
d(Du,Dv) <k -d(u,v)

esitsizligi k € [0,1) olmasi durumunda saglaniyorsa D’ye daralma veya biiziilme

(contraction) doniigiimii denir [16].

Ornek 1.3.6.

u={w} € igin Du= {%} ile tamml D déniisiimii £% den ¢2°ye bir daralma
dontigimiidiir [37].

Banach Sabit Nokta Teoremi veya daralma prensibi, belirli sartlar altinda bir
fonksiyonun sabit bir noktaya sahip oldugunu garantiler. Bu teoremde, daralma
dontisiimii 6zelligi onemlidir.

Teorem 1.3.7. (Banach Sabit Nokta Teoremi)

(Z,d) bir tam metrik uzay ve D: Z — Z bir daralma doniisiimii olsun. Bu takdirde,
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(a) D nin bir ve yalniz bir sabit u € Z noktas1 vardir.

(b) herhangi bir u € Z igin iterasyon dizisi, D nin bu sabit noktasina yakinsar (yani
herl € N igin u; = Du;_; ile tanimli {w; } iterasyon dizisi D nin bu sabit u noktasina
yakinsar) [37].

Sabit nokta teorisi bir¢ok alanda kullanilmaktadir ( [21], [31], [32] ve [43]).

Tamm 1.3.8.( Lipschitz Doniisiim)

(Z,d) bir metrik uzay ve D: Z — Z bir doniisiim olsun. Her u, v € Z i¢in,
d(Du,Dv) < Ld(u,v)

olacak sekilde bir L > 0 sabiti varsa, D ye Lipschitz doniisiimii denir. Yukaridaki
esitsizlige Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiigiik L degerine Lipschitz sabiti

denir [16]. Lipschitz doniisiimii tanimli oldugu kiime tizerinde diizgiin siireklidir.

Ornek 1.3.9.

Z =R, d(u,v) =|u—v|veD:R - R, Du = 2u olsun. Bu takdirde,

d(Du,Dv) = |2u — 2v| = 2|lu — v| = 2d(u,v) < Ld(u,v)

L = 2 i¢in D doniisiimii Lipschitz sartini saglar.

Tamm 1.3.10.(Kesin Daralma Doniisiimii)

(Z,d) bir metrik uzay ve D: Z — Z bir doniisiim olsun. Her u, v € Z ve u # v igin
d(Du,Dv) < d(u,v)

ise D ye kesin daralma (contractive) doniisiimii denir [16].

Tamim 1.3.11.(Genisleyen Doniisiim)

(Z,d) bir metrik uzay ve D: Z — Z bir doniisiim olsun. Her u,v € Z ve k > 1 igin
d(Du,Dv) = kd(u,v)

ise D ye genisleyen (expansive) doniisiim denir [16].

Tanim.1.3.12.(Genislemeyen Doniisiim)

Z bir metrik uzay ve @ # W < Z bir alt kiimesi olsun. Bir D: W — W doniisiimii her

u,v € W igin

d(Du,Dv) < d(u,v)
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ise D ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir.

Bu tanim, D doniistimiiniin W i¢indeki herhangi iki noktay: birbirinden daha fazla
uzaklagtirmadigini, yani u ve v arasindaki orijinal mesafeyi korudugunu veya
azalttigini ifade eder. Genislemeyen doniisiimler, sabit nokta teorisinde 6nemli bir rol
oynarlar. Ciinkii bu tiir doniisiimler genellikle sabit noktanin varligina ve sabit

noktalara iterasyon yontemleriyle yaklagsmanin analizine imkan tanir.

Genislemeyen doniisiimlerin sabit nokta teorisi ve genellemeleri hakkinda genis bir

literatiir bulunmaktadir ([5], [23], [24] ve [39]).

Ornek 1.3.13.

Z=R, du,v)=|u—v|veD:R—-> R, Du=u++1olsun.
d(Du,Dv) =|lu+1—-v—-1|=|lu—-v|=d(u,v)

olacagindan her u,v € Z i¢in d(Du, Dv) < d(u,v) sart1 saglanmis olur. Boylece D
nin genislemeyen bir doniisiim oldugu goriiliir. Fakat D doniistimii daralma ve kesin

daralma doniistimii degildir.
Ornek 1.3.14.

W =10,1] ve Du =1 — u olsun. Bu takdirde D genislemeyen, daralma doniigiimii
olmayan ve tek sabit noktas1 z = 0.5 olan bir operatordiir. Krasnoselskii iterasyonu
D'nin sabit noktasina yakinsar fakat Picard iterasyonu yakinsamaz. Bunu gérmek i¢in,

uy = u # 0.5 olsun, Picard iterasyonu asagidaki yakinsamayan diziyi tiretir:
ul—-—uul—u,..

2008’de, Suzuki asagidaki sekilde genellestirilmis genislemeyen doniisiimlerin bir

siifini tanimlamistir [38].
Tamm 1.3.15.( Suzuki Genislemeyen Doniisiim)

Z bir normlu uzay ve &+ W < Z bir alt kiimesi olsun. Bir D: W — W doniistimii her

u,v € Wigin
1 .
Ellu—Du IKlu—vll iken |[[Du—=Dvi<llu—vl

sartin1 saglarsa, D doniisiimiine Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniistimdiir
yada D doniisimii (C) sartin1 saglar denir [38]. Bu tanim daha sonra [14] de

genisletilmistir.
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Ornek 1.3.16.

W =10,1] olsun ve

1
1—u egeru<-=
Du = 5
44+ u i
z diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Genislemeyen doniisiimler stirekli oldugundan, buradaki D'nin

genislemeyen olmadig1 goriiliir. Ancak, D Suzuki genislemeyen doniisiimdiir.
Teorem 1.3.17.

Z bir Hilbert uzay ve & # W < Z kapali, konveks ve sinirl bir alt kiime olsun. Eger
D:W — W doniisimii Suzuki genislemeyen doniisiim ise F (D) kiimesi bostan farkli,

kapali ve konveksdir [38].

Lemma 1.3.18.

Z bir Hilbert uzay ve & # W < Z bir alt kiimes1 olsun. Eger D: W — W bir Suzuki

genislemeyen doniisiim ise her u, v € W i¢in
lu-Dvis3llu—Dull+lu—-vl

gecerlidir [38].

Tamim 1.3.19.(E, Sart1)

Z bir normlu uzay ve @ # W < Z bir alt kiimesi olsun. Eger D: W — W déniisiimii

heru,v € W ve p > 1 igin
lu—Dvi<pllu—Dvi+llu—vl

esitsizligini saglarsa D doniisiimii (Eu) sartin1 saglar denir. Eger D doniisimip =1

igin (Eu) sartin1 saglarsa D ye W iizerinde (E) sartin1 saglar denir [14].

Bu 6zel durum, dontisiimiin mesafeleri daha siki bir sekilde kontrol ettigini gosterir.
Bu tanim, doniisiimlerin mesafe 6zelliklerini analiz etmek i¢in kullanilir ve sabit nokta
teorisinde, oOzellikle iterasyon yontemlerle sabit noktalara yakinsama analizlerinde
kritik bir 6neme sahiptir. (Eu) ve (E) sartlari, doniistimiin davranisini anlamak ve

matematiksel modellerdeki sabit noktalar1 tespit etmek i¢in kullanilir. Bu sartlarin

saglanmasi, ¢esitli matematiksel problemlerin ¢éziimlerinin varligini ve 6zelliklerini
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garanti altina alir.
Aciklama 1.3.20.

(1) Eger D: W — W genislemeyen doniisiim ise D doniisiimii (E) sartin1 saglar. [14]
deki Ornek 1°de gésterildigi gibi bunun tersi dogru degildir.

(i1) [38]’deki Lemma 7 ye gore, eger D: W — W , W iizerinde (C) sartin1 sagliyorsa

D doniistimii (E3) sartin1 da saglar.

(iii) (E) sartin1 saglayan fakat (C) sartin1 saglamayan siirekli doniistimler vardir, [14]
deki Ornek 1 bunu géstermektedir.

Tamim 1.3.21. (C, Sart1)

Z bir normlu uzay ve & # W < Z bir alt kiimesi olsun. D: W — W doniisimii her

u,v € Wvey€ (0,1) icin
Yllu—Dul<lu—vliken [ Du—Dv I<llu—v
ise D doniistimiine (Cy) sartin1 saglar denir [14].
Aciklama 1.3.22.
(1) Egery = % ise dontisiim (C) sartini saglar.
(1) Eger 0 <y, <y; <1ise (Cy 1) sart1 (CYZ) sartin1 gerektirir. Bunun tersi dogru
degildir.
Y # % icin (CY) sartinin (E) sartin1 gerektirip gerektirmedigi bilinmemektedir. Yine
de, bu durum Lipschitz doniistiimleri igin gegerlidir [14].
Onerme 1.3.23.
Z bir Banah uzay1, & # W < Z kapali bir alt kiimesi olsun.

(1) Eger D:W — W doniisimi y € (0,1) ig¢in (Cy) sartin1 saglayan bir
Lipschitz doniigiimii ve L, Lipschitz sabiti ise bu takdirde D doniisiimii,

p = max{1,1 + y(L — 1)} olmak iizere (Eu) sartin1 saglar.

(i1) Eger D doniisiimii y € (0,1) icin (Cy) sartin1 saglarsa, bu takdirde F (D) kiimesi
kapalidir [14].

Onerme 1.3.24.
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Z Opial sartin1 saglayan Banach uzayi, & # W < Z kapali bir alt kiimesi ve D: W —
W doniisiimii, y € (0,1) igin (Cy) sartin1 saglayan ve Lipschitz sabiti L olan bir

Lipschitz doniistimii olsun. Eger {u;} dizisi zayif olarak a*’a yakinsarsa ve
limye|[Du; — | = 0
ise bu takdirde Da* = a* olur.
Ispat. Onerme 1.3.23 (i) den,
lu, —Da* IS pllw, — Duy Il +llwy —a* |l
icin p = max{1,1 + y(L — 1)} alinr. Sonra

lim inf ||u; — Da*|| < lim inf ||lu; — a*||
>0 >0

elde edilir. Bu durumda Opial sartindan, Da* = a* sonucu ¢ikarilir.

2019 yilinda, Berinde [10] genislemeyen doniisiimlerin yeni bir genellemesini sunan
ilk kisi oldu ve bu yeni doniisiim sinifina zenginlestirilmis genislemeyen dontigiimler

adin verdi.
Tamm 1.3.25. (Zenginlestirilmis Genislemeyen Doniisiim)

Z bir normlu uzay ve @+ W < Z bir alt kiimesi ve D: W — W doniisiim olsun. Eger
her u,v € W igin

I b(u—v)+Du—DviIS(b+1Dllu—vl
esitsizligi saglanacak sekilde bir b € [0,00) sabiti varsa, D doniisiimiine
zenginlestirilmis genislemeyen doniisiim denir [10].

Zenginlestirilmis genislemeyen doniisiimler ve (C) sartini saglayan doniistimler sinifi,
onemli lineer olmayan doniisiim siniflaridir. 2021 yilinda, Ullah ve arkadaslar1 [45],
Hilbert uzaylarinda zenginlestirilmis Suzuki genislemeyen doniisiim sinifin1 tanitan
ilk kisiler oldu. Daha sonra, 2022 yilinda, Abdeljawad ve arkadaglari [1] bu doniisiim

sinifin1 Banach uzaylarinda incelediler.
Tamim 1.3.26. (Zenginlestirilmis Suzuki Genislemeyen Doniisiim)
Z bir Hilbert uzay, @ # W < Z bir alt kiimesi ve D: W — W bir doniistim olsun. Eger
her u,v € W i¢in
1
Ellu—Du IG+Dlu—vi=lbu—-v)+Du—-Dvi<s(h+1llu—vl
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esitsizligi saglanacak sekilde bir b € [0,00) sabiti varsa, D doniisiimiine

zenginlestirilmis Suzuki genislemeyen doniisiim denir [45].

Her Suzuki genislemeyen doniisimii b = 0 ile bir zenginlestirilmis  Suzuki

genislemeyen doniistimiidiir.
Ornek 1.3.27.
W =[0,3] alalim ve

0 egeru=+3

Du={1 egeru = 3

olarak D doniisiimiinii tanimlayalim. D donlisimii  Suzuki genislemeyen doniisiim
oldugundan, ayni zamanda zenginlestirilmis Suzuki genislemeyen donilisiimdiir.
Ciinkii, her Suzuki genislemeyen doniisiimii b = 0 ile bir zenginlestirilmis Suzuki

genislemeyen doniisiimdiir.
Tamim 1.3.28. (Zenginlestirilmis (Cy) sartini saglayan doniisiim)

Z bir normlu uzay ve & # W < Z bir alt kiimesi ve D: W — W bir doniisiim olsun.

Eger her u,v € W vey € (0,1) i¢in
ylu=Dul<b+Dllu—vi=>Iblu—v)+Du—DviISB+Dlu—-vl

esitsizligi saglanacak sekilde bir b € [0, o) sabiti varsa bu takdirde D doniisiimiine

zenginlestirilmis (CY) sartin1 saglar denir.

Belirli sartlar altinda genislemeyen doniisiimlerin sabit bir noktasinin varligini ve
tekligini garanti etmek ve bu sabit noktayr yaklasik olarak hesaplamak icin bir
iterasyon yontemi gelistirmek ¢ok Onemlidir. Picard tarafindan gelistirilen ilk
iterasyon yontemi [34], lineer olmayan doniisiimlerin sabit noktalarini bulmak icin
tasarlanmistir. Banach [7], daha sonra Picard’in yonteminin daralma doniistimlerinin
sabit noktalarin1 belirlemede etkin oldugunu gostermistir. Daha sonra birgok
arastirmacit, c¢esitli doniisiim smiflar1  i¢in  Picard’in iterasyon yoOnteminin
yakinsakligint dogrulamistir. Ancak, genislemeyen doniisiimler i¢in Picard iterasyon
yonteminin uygulanmasi zorluklar icerdiginden, bir¢ok arastirmaci, yeni iterasyon
yontemleri ortaya koymustur (6rnegin, Mann [26], Ishikawa [19], Noor [29], Ali ve
Ali [4], Alshehri ve arkadaslar1 [6], Sahin ve arkadaslari [40] vb.).

2020 yilinda, Ali ve Ali [3] F-iteratif yontemini tanittilar ve bu iterasyon yonteminin
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yakinsama hizini farkli iterasyon yontemlerinin yakinsama hizlariyla karsilagtirdilar.
F-iterasyon yoOnteminin, Agarwal ve arkadaslar1 [2], Giirsoy ve Karakaya [17],
Karakaya ve arkadaslar1 [22], Thakur ve arkadaglar1 [42], Ullah ve Arshad (M*) [47]
ve Ullah ve Arshad (M) [46] tarafindan Onerilen iterasyon yontemlerden daha hizli
yakinsadigini ispatladilar. 2021'de, Jubair ve arkadaslar1 [20], Banach uzaylarinda bu
iterasyon semasini kullanarak genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarini tahmin
etmeye calistilar. 2022'de, Uddin ve arkadaslari1 [44], Banach uzaylarinda bu iterasyon
siirecini inceleyerek Suzuki genislemeyen doniisiimler i¢in yakinsama sonuglari elde

ettiler.

Z bir normlu uzay, @ # W < Z konveks bir alt kiime ve D: W — W doniisimi
verildiginde, D nin ortalama D, doniigiimii; r = 1/(b + 1) olmak tizere
Du=(1—-r)u+rDu

olarak tanimlanir. D,. nin sabit noktalar1 kiimesi ile D nin sabit nokta kiimesi esittir. D,
doniigiimiinii kullanarak, sirastyla Agarwal iterasyon [2], Thakur iterasyon [42], M-

iterasyon [46, 39] ve F-iterasyon [3] yontemleri su sekilde tanimlanir:
Tamm 1.3.29. (Agarwal iterasyonu)

Z bir normlu uzay, @ # W < Z konveks bir alt kiimesi ve D: W — W bir doniisiim

olsun. u; € W, {a,},{Bn} = (0,1),r = ﬁ olmak iizere; Agarwal iterasyonu

u, EW

z; = (1= Bu, + BiDryy (1.1)
Ujp1 = (1 - al)Drul + alDer, leN

seklinde tanimlanir. Agarwal iterasyonu literatiirde bazen S-iterasyonu olarak da
adlandirilir [2].
Tamm 1.3.30. (Thakur iterasyonu)

Z bir normlu uzay, @ # W < Z konveks bir alt kiimesi ve D: W — W bir doniisiim

olsun. u; € W, {a,},{Bn} = (0,1),r = ﬁ olmak tizere; Thakur iterasyonu

u, €EW

v = (1= Bu + BiDry,
z1 = Dy (1 — apw + ayvy)
U411 = Der,l EN

(1.2)

seklinde tanimlanir [42].
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Tamm 1.3.31. (M- iterasyonu)

Z bir normlu uzay, @ # W < Z konveks bir alt kiimesi ve D: W — W bir doniisiim

olsun. u; e W, {a,} < (0,1),r = b_-1+1 olmak tizere; M-iterasyonu

u, EW
v =1 -a)u +aDy
b (1.3)

Upy1 = D‘I‘Zl;l EN
seklinde tanimlanir [46].
Tamm 1.3.32. (F- iterasyonu)

Z bir normlu uzay, @ # W < Z konveks bir alt kiimesi ve D: W — W bir doniisiim

1 . .
olsun. u; € W, {a,} < (0,1),r = — olmak tizere; F-iterasyonu

u, €W
v, = D.((1 — a)u; + a;Dyuy) (1.4)
Z; = Drvl ’

Uiy = Der,l €N
seklinde tanimlanir [3].

Bu tez caligmasinda, Banach uzayinda zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan
doniistimler i¢in (1.4) ile tanimlanan F-iterasyon yonteminin yakinsaklig1 incelendi.
(1.4) iterasyon yontemini kullanarak cesitli 6zel sartlar altinda Banach uzayinda
zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan doniisiimler i¢in hem zayif hem de kuvvetli
yakinsaklik sonuglar1 elde edildi. Ayrica, bulunan sonuclar sayisal Grneklerle

gosterildi.
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2. ZENGINLESTIRILMIS SUZUKI GENISLEMEYEN DONUSUMLER

Bu béliimde, zenginlestirilmis Suzuki genislemeyen doniistimle ilgili onemli teorem
ve sonuglar verilecektir [45].

Ik olarak, asagida 6nemli bir sonucu verelim.

Lemma 2.1.

Z bir Hilbert uzay1, @ # W < Z bir alt kiimesi ve D: W — W bir doniisiim olsun. Eger
D doniistimii Suzuki genislemeyen dontisiim ve F(D) # @ ise bu takdirde, her r €
(0,1) i¢in D nin ortalama doniistimii D, = rI + (1 — r)D asimptotik olarak diizenlidir
ve F(D,) = F(D) dur.

Ispat. W icinden herhangi bir u elemani verilsin ve u; = Dlu, (1= 012..)

tanimlansin. z € F (D) ve dolayistyla D, i¢in de sabit nokta oldugu i¢in
wy—z=ryuyu+QAQ-r)Dy—z=r(y—2z)+ 1A —-r)(Dy, — 2)
olur. Ek olarak, herhangi bir a sabiti alindiginda asagidaki ifade gecerlidir
a(u; — Duy) = a(u; —z) —a(Du; — z)
% | z— Dz |l= 0 < llu; — zIl oldugundan ve D Suzuki genislemeyen déniisiim oldugu
icin [|[Du; — Dz|| < |lu; — z|l olur. Bu nedenle

lupeq — 212 =r?llu; — zII* + (1 = r)2IIDy; — zII* + 2r(1 = 1)
<Duy—zuy—z>
<r?lu; —zI*> + (1 — )%l — zII* + 2r(1 — 1)
<Duy—zuy—z>
=r2+ 1A =0))IDy, —zI* +2r(1 —r) < Du; — z,u; — z >

elde edilir. Dahasi

a?llu; — Dy li* = a?lly; — zII* + a?lIDy; — z||* — 2a% < Duy,u; — z >
< a?llu; — zI* + a?llu; — zII* — 2a® < Duj,u; —z >
= 2a?|ly; — z||* — 2a?% < Duy,w;, — z >
l l l

bulunur. Yukaridakileri taraf tarafa toplarsak,



lupq — zII2 + a?lly; — Dyl <Ra? +r2 4+ (1 =)Dl — zI* + 2(r(1 = 1)
—a?) <Du —z,u —z >

elde edilir. Eger, a? = r(1 —r) oldugu gozoniine alinirsa, a? > 0 oldugu agiktir.

Mi=L toplami alinirsa,

i "2 " 02 "2
(=) ) My =Dwl?< Y (= 21 = gy - 2I?)
=0 =0

i 2 i 2
= llup — zI* = llwggy — zII%)

" 2
< lluy — zI|

elde edilir. Buradan

[

" 2
Z ”ul - Dul” <
=0

bulunur. u;.4 —y; = (1 —r)(Du; — yy) oldugu igin

C 1-nl &
—T)ffunp — Z
. 2 0
Dl = gl <
=0

r
bulunur. Buna gére, Y32, llu; — uy41 11> < o oldugundan lim;_,o, [|D}*'u — Dtul| =0
olur. Bu nedenle D, dontisiimii asimptotik olarak diizenlidir.

Teorem 2.2.

Z bir Hilbert uzay1, @ # W < Z konveks, kapali ve sinirl bir alt kiimesi ve D: W —
W bir donisim olsun. Eger D semi kompakt ve zenginlestirilmis  Suzuki
genislemeyen donisiim ise bu takdirde, F(D) kiimesi bostan farkli, kapali ve
konveksdir. Ek olarak, u, € W igin bir r € (0,1) segilebilir ve verilen Krasnoselskii

iterasyon dizisi
U =1 -r)uyy+rDy, (1=0,12,...) (2.1)
F (D) nin bir elemanina kuvvetli yakinsar.

Ispat. D nin ortalama déniisiimii D,u = (1 —r)u+rDu Suzuki genislemeyen
dontigimdiir. D zenginlestirilmis Suzuki genislemeyen doniisiimii oldugundan, b €

[0, o0) sabiti ve her u, v € W igin

SMu—Dul(b+Dlu=-vi=lbu—-v)+Du—DrI<(b+1) lu—vl
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-r

gegerlidir. b == ==~ 1yazlabilir. Bu takdirde b+1 ==~ olur. r€ (0,1]
oldugunu gérmek kolaydir. Yukaridaki hipotezden

1 1 N/l1-—r I
—|lu—Du IIS;IIu—v||=> |I(T>(u—v)+Du—DvH§

==

olur. Bundan

> lru—=rDull<lu—viI=1A-r)(u—v)+rDu—rDvi<llu—vl
veya

% lu—[A=-ru+rDu]lISlu—vi=21[(1—-—r)u+rDu] —[(1 —=r)v+rDv] |
<lu—-vl

bulunur. (1 — r)u + rDu = D,u oldugundan her u,v € W igin
> lu=Dyull <lu—=v = IDyu =Dl <llu—-vl

gegerlidir. Boylece, ortalama doniisimii D,, Suzuki genislemeyen operatordiir.
Dolayistyla Teorem 1.3.18'e gore, F(D,-) nin bostan farkli, kapal ve konveks oldugu
aciktir. Ancak, Lemma 2.1'e gore, F(D) = F(D,) oldugu goriliir, dolayisiyla

teoremin ispati biter.
Sonug 2.3.

Teorem 2.2 nin hipotezleri saglansin. Eger D semi kompakt ve Suzuki genislemeyen
dontigtim ise bu takdirde F(D) kiimesi bostan farkli, kapali ve konveksdir. Ayrica,

Uy € W icin bir r € (0,1) segilebilir ve verilen Krasnoselskii iterasyon dizisi
U4 = (1 - T')ul + TDul, (l = 0,1,2, )
F (D) nin bir elemanina kuvvetli yakinsar.

Ispat. Her Suzuki genislemeyen déniisiim b = 0 ile bir zenginlestirilmis Suzuki
genislemeyen doniistimdiir. Bu nedenle, Sonug 2.3 ve dogrudan Teorem 2.2 den b =

0 alinarak sonug goriiliir.
Sonug 2.4.

Teorem 2.2 nin hipotezleri saglansin. Eger D semi kompakt ve zenginlestirilmis

genislemeyen dontisim ise bu takdirde F(D) kiimesi bostan farkli, kapali ve
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konveksdir. Ayrica, uy € W igin bir r € (0,1) segilerek elde edilen Krasnoselskii

iterasyon dizisi
U =A—-r)uyy+rDu, (1=0,12,..)
F (D) nin bir elemanina kuvvetli yakinsar.

Ispat. Bir doniisiimiin zenginlestirilmis Suzuki genislemeyen doniisiim olmasi igin
gereken sart, zenginlestirilmis genislemeyen olmasi i¢in gereken sartdan daha zayiftir.

Boylece, Sonug 2.4, Teorem 2.2 nin bir sonucudur.
Teorem 2.5.

Teorem 2.2 nin hipotezleri saglansin. Eger D zenginlestirilmis Suzuki genislemeyen
doniistim ve {z} = F(D) ise bu takdirde, W daki her baslangi¢ u, noktasi ve r € (0,1)

i¢in Krasnoselskii iterasyon dizisi
U1 = A —-r)uy+rDy, (1 =0,1,2,...) (2.2)
F(D) nin z elemanina zay1f yakinsar.

Ispat. Teorem 2.2 den dolayr, D,u= (1—r)u+rDu Suzuki genislemeyen

doniisiimdiir. Lemma 2.1'e gére, F(D,) = F(D) = {z} dir. Istenen sonucu elde etmek
icin, eger {ul].} dizisi
U1 = 1- r)ulj + rDulj

seklinde tanimlanan ve q ya zayif yakinsayan dizi ise bu durumda D, operatorii igin q

sabit bir noktadir ve dolayisiyla ¢ = z olmalidur.

{ulj} nin z'ye zayif yakinsamadigini varsayalim. Teorem 2.2 den dolay1, D, operatorii

Suzuki genislemeyendir ve dolayisiyla asimptotik diizenlidir,

lim ||ulj - Drul].” =0

j—oo
olur. Lemma 1.3.19'a gore
[r; = Drall < 3, = Dy || + [ =
elde edilir. Bundan dolay1
I ol I
lim sup (”ulj —Dyq| + llw; — q||) <0 (2.3)
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bulunur. Simdi

s, = Drall” = || (w; — q) + (a - qu)II2
|

| p—
]
2
< |lw, —al|” + llg = Drql® +2 <uz,- - q,q- qu>

elde edilir. Dolayisiyla kabulden {ul],} zayif bir sekilde g ya yakinsamadigi igin,

yukaridan

112

1 2\ _ Il
—Dra|| —jju,; —q )— 19 — wy | (2.4)

T
lim (||ulj j

j—oo

bulunur. Ayrica
2 2
s, = Drall = s, = alf = (s, = Drall = g, = all) (e, = Dyl + o, = al]) 25)

dir. W sinirli kiime oldugu igin, {”ulj — qu" + ||ulj - q"} dizisi de siirlidir ve bu
nedenle (2.3), (2.4) ve (2.5) birlestirilerek

llg — Drqll =0
olur. Buq € F(D,) = F(D) = {z} oldugunu gosterir.
Sonug 2.6.

Teorem 2.5. in sartlari altinda eger D Suzuki genislemeyen doniisiim ise Krasnoselskii

iterasyon dizisi F (D) nin bir elemanina zayif yakinsar.

Ispat. Her Suzuki genislemeyen doniisim b = 0 ile zenginlestirilmis Suzuki
genislemeyen dontisiimdiir. Boylece, Sonug 2.6 ve Teorem 2.5den b =0ver =1

secilerek sonug elde edilir.
Sonug 2.7.

Teorem 2.5. in sartlar1 altinda eger D zenginlestirilmis genislemeyen dontisiim ise

Krasnoselskii iterasyon dizisi F (D) nin bir elemanina zayif yakinsar.

Ispat. Bir déniisiimiin zenginlestirilmis Suzuki genislemeyen doniisiim olmasi igin
gereken sart, zenginlestirilmis genislemeyen doniisiim olmasi igin gereken sartdan

daha zayiftir. Boylece, Sonug 2.7, Teorem 3.5 nin bir sonucudur.
Simdi bagka bir zayif yakinsaklik teoremi verelim.

Teorem 2.8.
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Teorem 2.5. in sartlann altinda eger D zenginlestirilmis Suzuki genislemeyen
doniistimii ise bu takdirde, W 'daki her baslangic u, noktast ve r € (0,1) i¢in
Krasnoselskii iterasyon dizisi

U =0 —-r)uy,+rdu, (1=0,12,..)
F (D) nin bir elemanina zayif yakinsar.
Ispat. Teorem 2.2 min ispatinda belirtildigi gibi F(D) = F(D,.) # @ oldugu agiktur.
Teorem 2.2'ye gore F(D,) bostan farkli ve konveksdir. D, Suzuki genislemeyen
oldugu ve F(D,) deki her z icin Zlnz — D,z =0 < [lu; — zIl  oldugundan,
ID;u; — Dzl < llu; — z|| olur. Buna gore

luge1 —zll = I(1 = r)u; + rDyu; — z||
< (1—71)llw =zl + rliDyu; — zIl
<A -=—lwy =zl +rilu, — zll
= llu; — zl|

bulunur. Sonug olarak |lu;+; — zIl < llu; — z|| dir. Buradan her z € F(D,.)
lim Jlu; — zIl,

bulunur. F(D,) kiimesi iyi tanimlanmis ve konveks dir . Kalan ispat ([12], Teorem 8)
nin ispatindaki gibi yapilir.
Sonug 2.9. Teorem 2.2 nin sartlar altinda eger D bir Suzuki genislemeyen doniisiim
ise bu takdirde, W'daki her u, baslangi¢ noktas1 ve r € (0,1) i¢in Krasnoselskii
iterasyon dizisi

Uy =0 —-r)uy+rdby,(1=0,12,..)
F (D) nin bir elemanina zay1f yakinsar.
Ispat. Her Suzuki genislemeyen doniisim, b = 0 ile zenginlestirilmis  Suzuki

genislemeyen bir doniisiimdiir. Béylece, Sonug 2.9, Teorem 2.8’den b = 0 segilerek

ve r = 1 i¢in sonug goriiliir.
Sonug 2.10.

Teorem 2.2 nin sartlar1 altinda eger D zenginlestirilmis genislemeyen doniisiim ise bu
takdirde W'daki her u, baslangic noktas1 ve r € (0,1) i¢in Krasnoselskii iterasyon

dizisi
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U411 = (1 - r)ul + rDul, (l = 0,1,2, )
F (D) nin bir elemanina zay1f yakinsar.

Ispat. Bir doniisiimiin zenginlestirilmis Suzuki genislemeyen doniisiimii olmasi igin
gereken sart, zenginlestirilmis genislemeyen olmasi i¢in gereken sartdan daha zayiftir.

Boylece, Sonug 2.10, Teorem 2.8'in bir sonucudur.
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3. ZENGINLESTIRILMIS (C,) SARTINI SAGLAYAN DONUSUMLER

Bu bdliimde, zenginlestirilmis (CY) sartin1 saglayan doniisiimlerin bir simifi

tanimlanarak, bu siniftaki doniisiimler i¢in Banach uzayinda bazi kuvvetli ve zayif

yakinsaklik teoremleri sunuldu.
Once énemli bir lemma verelim.
Lemma 3.1.

Z bir Hilbert uzay1 ve @ # W < Z konveks ve kapali bir alt kiimesi ve D: W — W
bir donlisimii olsun. Eger D doniisimi baz1 y € (0,1) ve b € [0,00) ig¢in
zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglarsa, bu takdirde her r € (0,1] i¢in
Diu=1-r)u+rDu
ile tanimlanan D.: W — W ortalama doniisiimii (Cy) sartini saglar.
Ispat. Hipotezden, D déniisiimii zenginlestirilmis (Cy) sartin1 sagladigindan, her
u,v € Wigin,
ylu=Duls b+ llu—-vi=lbu—-v)+Du—-Dvi<s(bh+1llu—vl
ifadesi saglanacak sekilde y € (0,1) ve b € [0, 00) sabitleri bulunabilir. b = % =
%— 1 alindiginda b + 1 =% olur. Buradan r € (0,1] oldugunu goérmek kolaydir.
Yukaridaki sart
ylu-Ddulsiiu-vi= |(55)@-v)+Du—Dv| <2iu-vi
sekline doniisiir.
vyllru—rDull<lu—vI=21I(1-r(u—-v)+rDu—rDv Slu—vll
bulunur. Daha sonra
Yyllu—[Q1—-vu+rDu]lIllu—v
SN [(I—-vu+rDu]l —[(1—r)v+rDv] ISl u—vll

elde edilir. (1 — r)u + rDu = D,u oldugundan, her u,v € W igin



yllu—Dwul<llu—vl=|Diu—-Dw| <lu—-vl
elde edilir. Bu, ortalama doniisiim D, nin (Cy) sartin1 sagladigini gosterir.
Asagida, zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan (1.4), F-iterasyon yontemi igin elde
edilenler verildi. Once bir lemma verelim.
Lemma 3.2.

Z bir Banach uzay1 ve @ # W ¢ Z konveks ve kapali bir alt kiimesi, D: W - W
doniistimii zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan bir Lipschitz doniisiimii, F(D) # @
ve {u;} dizisi (1.4) ile elde edilen bir dizi olsun. Bu takdirde her a* € F(D) igin

lim;_, o ||u; — a*|| limiti mevcuttur.

Ispat. F(D) igindeki herhangi bir a* noktas1 ele alinsin. Bu durumda a* € F(D,) dir.
Dolayistyla, Lemma 3.1 kullanilarak D, nin (Cy) sartin1 sagladig goriiliir. Ozellikle,

her u € W igin
ylla*=Da" lI<lla* —u |l ise ||Dra* —Duull < [|la* — ul|

ifadesi gecerlidir. Bunu kullanarak

lv, —a*ll = [ID:[(1 — a)w; + oy D] — %l

< [|(1 — a)w + oy Dryy — a*||

< (1 —-a)llu, —a*ll + oyl Dryy — a”|

< @ - a)llu —a*ll + oyllu, —a’l

= lluy ="l G.1)
elde edilir. (3.1)’den

lz —a*ll = IDyv, —a”||
< v —a*ll < llw, —a’l

bulunur. Bu esitsizligi kullanarak

luer —a*ll = [IDyz; — %l
<z —a*ll < flwy —a|l

elde edilir. Simdi ||u;4; — a*|| < ||lu; — a*|| oldugundan {|l u; — a* |I} dizisi azalan ve
alttan sinirlidir. Bu durumda, herhangi bir a* € F(D,) = F(D) noktasi i¢in

lim;_, ||lu; — a”|| limitinin var oldugu sonucuna varilir.
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Lemma 3.2 den asagidaki teorem ispatlanabilir. Bu teorem, bu tezde 6énemli bir rol

oynamaktadir.
Teorem 3.3.

Z bir diizgiin konveks, Banach uzay1, & # W < Z konveks ve kapal1 bir alt kiimesi,
D:W — W doniisiimii zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan bir Lipschitz doniisiimii

ve {u;} dizisi (1.4) ile elde edilen bir dizi olsun. Bu takdirde F(D) # @ < {u,;} dizisi

.. . 1 .
W iginde smurhidir ve lim;_, o ||u; — D;u;|| = 0 olur, burada r = — dir.

Ispat. ilk olarak, Lemma 3.2 den herhangi bir belirli a* € F(D) noktast igin,

lim;_, o ||lu; — a*|| limitinin var oldugu ve {y;} nin W iginde sinirli dizi oldugu elde

edilir. Boylece
lim [, - a'll = 2 (32)
bulunur. Lemma 3.2°de ispatladigimiz gibi
lv, —a*|l < [lw, —a’l
olur. Buradan

limsup ||lv; — a*|| < limsup ||u; —a*|| =z (3.3)

l—>o00 l—00
elde edilir. Lemma 3.1 den D,. nin (Cy) sartin1 sagladigi goriliir. Bu takdirde
vlla* = Dea*|l < |lu; — a*ll = [IDyw; —a*|| < [l —a”|]
bulunur. Boylece

limsup ||Dyu; — a*|| < limsup ||u; —a*|| =z

>0 >0

olur. Yine Lemma 3.2 ispatindan
lupsr —a*ll < llvy —a’l

elde edilir. Bu durumda

7z < lilminfllvl —a’|| (3.4
bulunur. (3.3) ve (3.4) den
7= llimllvl —a’|| (3.5)

elde edilir. (3.1), (3.2) ve (3.5) ile
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z=1lim [[(1 - ) (w —a") + (D, — )|
bulunur. Lemma 1.2.36 uygulanarak
fimlw, = D ]| = 0

elde edilir.

Tersine, {y;} € W sinirli oldugunu ve lim;_,o, Il w; — Dyy; 1= 0 oldugunu varsayarak,
F(D) # @ oldugunun ispatlanmasi gerekiyor. Bu amagla, A(W, {u;}) kiimesinde yer
alan her a* € A(W, {u;}) i¢in, D.a*’nin A(W, {u;}) kiimesinde yer aldigin1 ispatlamak

yeterlidir. Lemma 3.1 ve 6nerme 1.3.24 (i) kullanilarak

R(Dra’, {w}) = limsupllu; — Dra*||

| B=Ye)

= limsup(pullw; = Dyl + llw, —alD)

| B=Ye)

= limsup||lu; — a*|| = R@* {y;})

| B=Ye)

elde edilir, burada p = max{1,1 + y(L — 1)} dir. Gorildugi gibi D.a* € AW, {u;})
olur. Ancak A(W, {u;}) kiimesi tek bir noktadan olusur. Bu ise, a* = D.a* oldugunu

gosterir. Ciinkii F(D,) = F(D) dir, dolayisiyla F(D) # @ oldugu ispatlanir.
Opial sart1 altinda asagidaki teoremde bir zayif yakinsaklik sonucu verildi.
Teorem 3.4.

Z bir diizglin konveks, Banach uzayi, & # W < Z konveks, kapali bir alt kiimesi,
D:W — W doniisiimii baz1 y € (0,1) icin zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan bir
Lipschitz doniisimi, F(D) # @ ve {u;} dizis (1.4) ile elde edilen bir dizi olsun. Bu
takdirde, Z Opial sartin1 saglarsa {u;} dizisi D nin bir sabit noktasina zayif yakinsar.
Ispat. Z uzay1 diizgiin konveks Banach uzay1 oldugu igin, Teorem 3.3 den {u;} dizisi
W iginde sinirh bir dizidir. Buna gore, {u;} dizisinden {ul].} alt dizisini segebiliriz ki
{ul].}, W icindeki z’ye zayif yakinsar. Eger z, {ulj} nin zayif limiti ise bu takdirde z

nin, {u;} i¢in zayif limiti ve ayn1 anda D nin bir sabit noktasi oldugunu ispatlamak

yeterlidir. Bu durumda, Teorem 3.3’ gore, lim;_,, | Drul]_ — Uy, ” = 0 elde edilir.

Onerme 1.3.25 ile z € F(D,) oldugu; yani, z nin D, nin ve dolayistyla D nin bir sabit

noktasi oldugu elde edilir.

Simdi z nin, {y; } nin zayif limiti oldugunu ispatlayalim. Bunun igin, ¢eliski y6temiyle
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ispat yapmak i¢in z nin {u;} nin zayif limiti olmadigini varsayalim. Bu nedenle {u;}
nin y’yi zay1f limit olarak kabul eden baska bir {ulk} alt dizisi bulunsun ve y # z olsun.

Daha 6nceki hesaplamalar1 kullanarak y’nin F(D,.) = F(D)’ye ait oldugu goriiliir.

Lemma 3.2 ve Z uzayinin Opial sartin1 sagladigi dikkate alinarak,

= = o~ < o, ]
= lim[lu, = yll = lim [, — ]|
< i ~ ] = it 1
elde edilir. Buna gore, lim;_, ||u; — z|| < lim;_ ||[u; — z|| oldugu ispatlanmis oldu.

Amay # z oldugundan bu bir ¢eliskidir. Boylece, istenilen sonug elde edilir.
Simdi bazi sartlar altinda asagidaki kuvvetli yakinsaklik teoremini verelim.

Teorem 3.5.

Z bir diizgiin konveks, Banach uzay1, @ # W < Z konveks bir alt kiimesi, D: W — W
doniisiimii zenginlestirilmis (CY) sartin1 saglayan bir Lipschitz doniisiimii, F(D) # @
ve {u;} dizisi (1.4) ile elde edilen bir dizi olsun. Bu taktirde, eger W kompakt kiime

ise {u;} dizisi D nin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat. W kiimesinin konveksligi nedeniyle, {u;} dizisinden, bazi uy, € W igin
lim;_, ||uli — uoll = 0 saglayan {uli} alt dizisi vardir. Ayrica, Teorem 3.3 den
lim;_, ||uli — Dy, || = 0 elde edilir. Lemma 3.1’e gore, D,, donlisiimii (Cy) sartini
saglar. Boylece, Onerme 1.3.24 (i) kullanilarak
”uli - DruO” s u”uli - Druli” + ”uli - uO”
elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinda lim;_,,, alindiginda,
limi_)oo ” uli - Druo "= 0

elde edilir, yani, u;, = Du, olur. Bu durum, Dyug = ug oldugunu gosterir. Bu, u,’1in
D, igin bir sabit nokta oldugunu ispatlar. Ancak, Lemma 3.2 den, lim;_,, ||u; — uo||’1n

var oldugu goriiliir. W kompakt oldugundan, sonug olarak u,, {u;} dizisi igin kuvvetli

limit olur. Ayrica {u;} dizisi D nin bir sabit noktasi olan u,’a kuvvetli yakinsar.

Teorem 3.6.

Z bir diizglin konveks Banach uzay1, & # W < Z konveks ve kapali bir alt kiimesi,
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D: W — W doniisiimii zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan bir Lipschitz doniisiimii,
F(D) # @ ve {w}dizisi (1.4) ile elde edilen bir dizi olsun. Bu takdirde,
lim inf,_, . dist(y;, F(D)) = 0 veya lim sup;_,,dist(u;, F(D)) = 0 olmasi igin gerek
ve yeter sart {u;} dizisinin D nin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsamasidir. Burada

dist(u;, F(D)) = inf {||u; — ul||:u € F(D)} dir.
Ispat. ilk kisim basit oldugu i¢in, tersini ispatliyoruz. Varsayalim ki

lirln inf dist(u;, F(D)) =0

olsun. Burada u € F(D) dir. Lemma 3.2 den lim;_,,dist(u;, F (D)) nin var oldugu ve
dolayistyla lim;_,dist(u;, F(D)) = 0 oldugu sonucu ¢ikar. Boylece, verilen bir

0> 0veherl > [;icin
dist(w, F(D)) = inf{llu, — ull:u € F(D)} <
elde edilir. Ozellikle

. 8
1nf{||ul0 — u|| u€eFD)}< >

oldugundan, |ul0 — u|| < g olacak sekilde u € F(D) bulunmaktadir. Simdi, 4,1 = [,
i¢in
”ul+l1 - ul” < ||ul+l1 - u|| + [lu — wyll
< ey = ull + [ugy =l = 2ffugy — | < 8

elde edilir. Boylece {u;} dizisi W iginde bir Cauchy dizisidir. W < Z konveks ve
kapal1 bir alt kiimesi oldugundan, lim;_,,, u; = u olacak sekilde W icinde bir u noktas1
bulunur. lim;_dist(u;, F(D)) =0 oldugundan, bu dist(u,F(D)) =0 olmasi
anlamina gelir. Dolayisiyla Onerme 1.3.24 (ii)’ye gére u € F(D) dur.

Tanmim 3.7.

Z bir diizgiin konveks Banach uzayi ve & # W < Z konveks ve kapali bir alt kiimesi

olsun. Egera = 0ise f(a) = 0,a > 0ise f(a) > 0 ve heru € W igin
Il w— Du 1= f(dist(w, F(D)))

gecerli olacak sekilde bir f fonksiyonu bulunabilirse, D: W — W dontisiimiine (1)
sartin1 saglar denir [36].

Bu boliim asagidaki (I) sartinin saglanmasi altinda ispatlanmig bir sonug ile
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tamamlandi.
Teorem 3.8.

Z bir diizgiin konveks Banach uzay, @ # W < Z konveks ve kapali bir alt kiimesi,
D:W — W doniisiimii zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan bir Lipschitz doniisiimii,
F(D) # @ ve {u;} dizisi (1.4) ile elde edilen bir dizi olsun. Bu takdirde, eger D,,
dontigimii (1) sartin1 saglarsa {u;} dizisi D nin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat. Lemma 3.1 den, D, nin (Cy) sartin1 sagladig1 elde edilir. Teorem 3.3 den,
lim;_, o ||; — Dyyy|| = 0 oldugu bulunur. D, nin (I) sartint sagladigi gozoniine alinirsa
onceki esitlikten, liml_,oodist(ul, F (Dr)) =0 sonucuna varilir. Teorem 3.6

kullanilarak, {u;} dizisinin D nin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsadigi gortiliir.

Aciklama 3.9.

(1) Eger Teorem 3.3 - 3.8 arasinda b = 0 alinirsa, literatlirde yeni olan, (C,,) sartini

saglayan doniisliim i¢in baz1 yakinsama sonuclar1 elde edilir.

(i1) Eger Tanim 1.3.29 de b =0vey = % alinirsa, Suzuki genislemeyen doniigiim

elde edilir. Bu durumda, Teorem 3.3-3.8 in yakinsama sonuglar1 genellestirilir [44].

(111) Zenginlestirilmis (CV) sartin1 saglayan doniisiim, genislemeyen doniisiimiin bir

genellemesidir. Bu durum, Teorem 3.3-3.8 in ilgili sonuglarini genellestirir [20].
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4. SAYISAL ORNEKLER VE YAKINSAMA HIZLARI

Bu boliimde, iki sayisal 6rnek kullanilarak iterasyon yontemlerinin diger yontemlere
gore sabit noktaya yakinsakligi caligildi.

Oncelikle, ana sonucu desteklemek i¢in hem zenginlestirilmis (Cy) sartin1 hem de
(Cy) sartin1 saglayan bir donlisim 6rnegi sunuldu. Sonra, ana sonucu destekleyen
zenginlestirilmis (CY) sartin1 saglayan, fakat (CY) sartin1 saglamayan ve birden fazla
sabit noktasi olan bir doniisiim 6rnegi verildi.

Ornek 4.1.

Verilen bir y € (0,1) i¢in, D:[0,1] — [0,1] doniisiimii su sekilde tanimlanansin:

u
E' u:/:].,
Du =141+
—Y, u=1.
2+y

Buraday = Z oldugunda

elde edilir. [12] deki Ornek 5 ten goriildiigii gibi, D doniisiimii (C;) sartin1 saglar ve
8

dolayistyla b = 0 ile zenginlestirilmig (Cg) sartin1 da saglar. Buradar = 1/(b + 1)
8

olmak tizere D,u = (1 — r)u + rDu oldugundan, r = 1 ve Dyu = Duolur. u =0
noktasi, D nin ve ayni anda D,. nin tek sabit noktasidir. Asagidaki tablo ve grafikte, F-
iterasyon yonteminin diger iterasyon yontemlerinden daha hizli oldugu goriiliir. Her

l € Nigin o = 0.35 ve B; = 0.55 alinmustir.



Tablo 4.1. Sabit noktas1 0 olan doniisiimde, iterasyonlarin karsilastiriimasi

I F M Thakur Agarwal

1 1 1 1 1

2 0.1065789  0.2131579 0.2297368 0.5107895
3 0.0109910 0.0439638  0.0519062  0.2308130
4 0.0011334 0.0090675 0.0117275 0.1042986
5 0.0001169 0.0018702 0.0026497  0.0471299
6 0.0000121 0.0003857  0.0005987  0.0212968
7 0.0000012 0.0000796  0.0001353 0.0096235
8 0 0.0000164  0.0000306  0.0043486
9 0 0.0000034  0.0000069  0.0019650
10 0 0.0000007  0.0000016  0.0008879
11 0 0.0000001  0.0000004  0.0004012
12 0 0 0.0000001 0.0001813
13 0 0 0 0.0000819
14 0 0 0 0.0000370
15 0 0 0 0.0000167
16 0 0 0 0.0000076
17 0 0 0 0.0000034
18 0 0 0 0.0000015
19 0 0 0 0.0000007
20 0 0 0 0.0000003
21 0 0 0 0.0000001
22 0 0 0 0
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Sekil 4.1. Sabit noktas1 0 olan doniisiimde, iterasyonlarin yakinsama hizlar

Ornek 4.2.

W =[-0.5,—2] U [0.5,2] sinirl, kapali ve konveks bir alt kiimesi iizerinde, her u €

1

W i¢in Du=u"" olacak sekilde bir D doniisimii alalim. Bu D doniisiimii

zenginlestirilmis (Cy) sartin1 sagliyor, fakat (Cy) sartin1 saglamiyor.
YE (O icinu=1vev = %ahndlgmda
ylu=-Dul=yl1-M7*=0<; =llu-v]|
ve
IDu-Dvi=||W71-@"|=1>I=1u-vI.
elde edilir. Dolayisiyla, D doniistimii (Cy) sartin1 saglamaz.
Diger taraftan, D doniistimii zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglar. Her u, v € W i¢in
Yllu=Dul<(b+Dllu—-viveyaylv—=DvIS(bh+Dllu—vl
oldugunda
Ib(u—v)+Du—DviIS(bhb+Dllu—vl
elde edilir. Bu durumda
lu—viIX|lb—@) Y <B+DlIlu—vl

sonucu elde edilir. Sadelestirirsek
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Ib— @) I<@®+1)

elde edilir. Bu durum b = 1.5 i¢in gecerlidir. Burada r = 1/(b + 1) olmak {iizere
D,u= (1-=r)u+rDu oldugundan, r = 2/5 ve D,su = (3u®+2)/5u olur.
Dolayisiyla, D zenginlestirilmis (Cy) sartin1 b = 1.5 ile saglar. Her [ € N i¢in a; =
0.35 ve f; = 0.55 alinmustr.

Tablo 4.2. Sabit noktas1 -1 olan doniisiimde, iterasyonlarin karsilastirilmasi

[ F M Thakur Agarwal

1 -2 -2 -2 -2

2 -1.0201256834 -1.0867720042 -1.1036247297 -1.3445323353
3 -1.0001205648 -1.0029202115 -1.0042768299 -1.0878163518
4 -1.0000006946 -1.0000845744 -1.0001460409 -1.0171538720
5 -1.0000000040 -1.0000024361 -1.0000049436 -1.0029950718
6 -1.0000000000 -1.0000000702 -1.0000001673 -1.0005096233
7 -1 -1.0000000011 -1.0000000057 -1.0000863112
8 -1 -1.0000000000 -1.0000000002 -1.0000146062
9 -1 -1 -1.0000000000 -1.0000024714
10 -1 -1 -1 -1.0000004182
11 -1 -1 -1 -1.0000000708
12 -1 -1 -1 -1.0000000120
13 -1 -1 -1 -1.0000000020
14 -1 -1 -1 -1.0000000003
15 -1 -1 -1 -1.0000000001
16 -1 -1 -1 -1
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Sekil 4.2 Sabit noktasi -1 olan doniisiimde, iterasyonlarin yakinsama hizlari

Tablo 4.3. Sabit noktas1 1 olan doniisiimde, iterasyonlarin karsilastiriimasi

I F M Thakur Agarwal
1 2 2 2 2

2 1.0201256834 1.0867720042 1.1036247297 1.3445323353
3 1.0001205648 1.0029202115 1.0042768299 1.0878163518
4 1.0000006946 1.0000845744 1.0001460409 1.0171538720
5 1.0000000040 1.0000024361 1.0000049436 1.0029950718
6 1.0000000000 1.0000000702 1.0000001673 1.0005096233
7 1 1.0000000011 1.0000000057 1.0000863112
8 1 1.0000000000 1.0000000002 1.0000146062
9 1 1 1.0000000000 1.0000024714
10 1 1 1 1.0000004182
11 1 1 1 1.0000000708
12 1 1 1 1.0000000120
13 1 1 1 1.0000000020
14 1 1 1 1.0000000003
15 1 1 1 1.0000000001
16 1 1 1 1
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Sekil 4.3. Sabit noktasi 1 olan doniisiimde, iterasyonlarin yakinsama hizlari

Tablo ve grafiklerde goriildiigii gibi, D ve D, doniisiimlerinin sabit noktalari u = —1
ve u = 1 dir. Baslangi¢ noktalart u;’in —1 e yakin oldugu durumlarda, F-iterasyon
yontemiyle iiretilen {u; } dizisi —1 e yakinsar. Benzer sekilde, baslangic noktalari u, ’in
1 e yakin oldugu durumlarda, {u;} dizisi 1 e yakinsar. Tablolar ve grafiklerde, F-
iterasyon yonteminin, iki farkli baglangi¢ noktasi i¢in diger iterasyon yontemlerine

gore daha hizli sonog verdigi kolayca goriilmektedir.
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5. SONUC

2. boliimde, zenginlestirilmis Suzuki genislemeyen doniisiim [45] kavrami c¢alisildi
ve bu donilisiimlerin genislemeyen, zenginlestirilmis genislemeyen ve  Suzuki

genislemeyen operatorler kavramindan daha genel oldugu gosterildi.

Bu dontiisiimler i¢in varlik ve yaklasim sonuglar1 verildi ve Berinde [10], Browder ve
Petryshyn [12] ve Petryshyn [33]'ye ait literatiirde bilinen bazi sonuclarin bu yeni

dontisiim yapisinda gelistirildigi verildi.
3. boliimde, zenginlestirilmis (Cy) sartin1 saglayan doniistimlerin bir sinifi tanitildi.
Eger D doniistimii zenginlestirilmis (Cy) sartin1 sagliyorsa, ortalama dontisiimii D, de

(Cy) sartin1 saglar. Ayrica, (1.4) ile belirtilen F-iterasyon yontemi araciligiyla, Banach

uzay1 i¢inde cesitli sartlar altinda kuvvetli ve zayif yakinsaklik sonuglari verildi.

4. boliimde, (1.1) Agarwal iterasyonu, (1.2) Thakur iterasyonu, (1.3) M-iterasyonu ve
(1.4) F-iterasyonu yontemlerinin yakinsama hizlar1 karsilagtirildi ve F-iterasyon
yonteminin diger iterasyon yontemlerinden daha hizli oldugu iki sayisal 6rnek
lizerinden gosterildi. Ornek 4.1'de tek bir sabit noktanin bulundugu durumu incelendi,
Ornek 4.2'de birden fazla sabit noktanin oldugu durumlar ele alindi. Her iki 6rnekte
de, F-iterasyon yonteminin diger iterasyon yontemlerine kiyasla sabit noktalara daha

hizli yakinsadigi gozlemlendi ve bulgularimiz tablo ve grafikler ile detaylandirildi.
Acik bir problem olarak: bu tez ¢calismadaki tiim sonuglari, CAT(0) uzay1 gibi farkl
bir uzayda, zenginlestirilmis (Eu) sartin1 saglayan D doniislimiine genisletilebilir

miyiz? sorusu c¢aligilabilir.
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