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HIiPERBOLIK METRIK UZAYLARDA KF —ITERASYON YONTEMI iCIN
BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

OZET

Bu tezin amaci, 2005 yilinda Kohlenbach tarafindan verilen hiperbolik metrik
uzaylarda KF —iterasyon yontemini kullanarak daralma doniisiimleri igin zayif
w? —kararlilk ve veri bagimlihig teoremleri ile 1. tip genellestirilmis
(a, B) —genislemeyen doniisiimler i¢in bazi 4 —yakinsaklik ve kuvvetli yakinsaklik
teoremlerini ispatlayip literatiirde var olan bazi sonuglar1 genellestirmektir.
Kohlenbach tarafindan tanimlanan hiperbolik metrik uzaylar, 1983 yilinda Goebel ve
Kirk tarafindan tanimlanan hiperbolik tip uzay tanimina gore daha kisitlayici, fakat
1990 yilinda Reich ve Shafrir tarafindan tanimlanan hiperbolik uzay tanimindan ise
daha geneldir. Banach uzayi, CAT(0) uzay1 ve Hilbert yuvari hiperbolik metrik uzayin
6zel durumlaridir.

Tezde ayrica, hiperbolik metrik uzaylarda 1. tip genellestirilmis («, ) —genislemeyen
doniistimler i¢in agikar olmayan bir niimerik 6rnek vererek KF —iterasyon yontemiyle
diger farkli iterasyon yoOntemlerini karsilagtirarak KF —iterasyon yOnteminin
dontisiimiin sabit noktasina diger iterasyon yontemlerinden daha hizli yakinsadigim
gostermek amaglandi.

Bu dogrultuda ilk olarak, 2022 yilinda Ullah, Ahmad ve Khan tarafindan ve Temir ve
Korkut tarafindan yapilan ¢aligmalarda tanimlanan sabit noktaya literatiirdeki bircok
iterasyon yonteminden daha hizli bir sekilde yakinsayan ve Ullah, Ahmad ve Khan
tarafindan KF —iterasyon yontemi olarak adlandirilan iterasyon yontemi hiperbolik
metrik uzaym yapisina uygun bir bicimde yeniden ifade edildi. Daha sonra 1922
yilinda Banach tarafindan caligilan daralma doniisiimleri ile 2021 yilinda Akutsah ve
Narain tarafindan tanitilan ve genellestirilmis o —genislemeyen, ortalama
genislemeyen ve (c; ) sartin1 saglayan dontisiim sinift gibi bir¢ok doniisiim smifini

iceren genislemeyen doniisiimlerin daha genel bir sinifi olan “1. tip genellestirilmis
(a, B) —genislemeyen doniisiimler’” kullanilarak bazi teorik sonuglar ispatlandi. Son
olarak ise bir 1. tip genellestirilmis (@, f) —genislemeyen doniistim 6rnegi verilerek
MATLAB programi araciligiyla elde edilen tablo ve grafik yardimiyla KF —iterasyon
yontemi ile literatiirde var olan diger iterasyon yontemlerinin sabit noktaya yakinsama
hizlar1 karsilastirilarak arastirmacilar tarafindan ileride yapilabilecek caligmalar
hakkinda bilgi verildi.

Bu tezden iiretilen ve SCI-Expanded kapsamindaki dergide yayimlanan makale ile bu
tezde ele alinan konular hiperbolik metrik uzaylarda sabit nokta teorisinin gelisimi igin
ileride yapilacak caligmalara kaynak teskil edecek niteliktedir.
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SOME FIXED POINT THEOREMS FOR THE KF —ITERATION METHOD
IN HYPERBOLIC METRIC SPACES

SUMMARY

The aim of this thesis is to prove the weak w? —stability and data dependence theorems
for contraction mappings and some 4 —convergence and strong convergence theorems
for generalized (a,8) —nonexpansive type 1 mappings using the KF —iteration
method in hyperbolic metric spaces given by Kohlenbach and to generalize some
results that exist in the literature. In addition, it was aimed to show that the
KF —iteration method converges to the fixed point of the mapping faster than other
iteration methods by comparing some iteration methods in the literature with the
KF —iteration method by giving a numerical example for generalized
(a, B) —nonexpansive type 1 mappings in hyperbolic metric spaces.

1. To achieve this goal, firstly, by examining the following studies, the KF —iteration
was restated in a suitable form for the structure of the hyperbolic metric space given
by Kohlenbach.

a. In 2022, in the paper written by Ullah, Ahmad and Khan, and in the paper written
by Temir and Korkut, the iteration method, which converges to the fixed point faster
than some iteration methods in the literature and was called the KF —iteration method
by Ullah, Ahmad and Khan, was defined as follows:

x, €C,
Zn = T((l - ﬁn)xn + ﬁnTxn);
yn = TZnF
Xnt1 = T((l —an)Tx, + anTyn), vn =1,

where C is a nonempty convex subset of a Banach space X, T is a self-mapping on C,
and {a,}, {B,} are two real sequences in [0,1].

b. Let (X, d) be a metric space and W: X x X x [0,1] —» X be a mapping. The mapping
W is said to be a convex structure on X if for all x,y,z € X and a € [0,1],

d(z,W(x,y,a)) < (1 —a)d(z x) + ad(z,y)

and a metric space (X, d) together with the convex structure W is called a convex
metric space which is denoted by (X, d, W). In 2005, Kohlenbach defined the concept
of hyperbolic metric space by adding the following three conditions to Takahashi's
definition of convex metric space.

Let (X, d) be ametric space and W: X x X x [0,1] — X be a mapping. Then (X,d, W)
will be the hyperbolic metric space if the following conditions are satisfied:

XiX



i)  dzWya)<(1-a)d(zx)+ad(zy),

(i) dWCy ,WxyB)=la-Bldxy),

(i) Wy a)=wQx1l-a),

iv) dWx,za),Wy,wa) < (1-a)dxy) +ad(z,w)

forall x,y,z,w € X and a, 8 € [0,1].

The KF —iteration was modified according to hyperbolic metric space in the following
way:

Let X be a hyperbolic metric space, C be a nonempty convex subset of a hyperbolic
metric space X and T: C — C be a mapping. The KF —iteration is defined by

( x, €C,
zZn = T(W (xn, TXn, B)),
i Yn = Tzy,
Xne1 = T(W(Txn, Tyn, @), Vnz1,

where {a,,}, {B,} € [0,1].

2. Then, by examining the definitions given below, the weak w? —stability and data
dependency theorems for contraction mappings were proved.

a. Let (X,d) be a metric space. A mapping T:X — X is said to be a contraction if
there exists a constant k € [0,1) such that for all x,y € X

d(Tx,Ty) < kd(x,y).

b. Let (X,d) be a metric space, T: X — X be a mapping and {x,}c X be an iterative
sequence defined by

{ X1 €EX
Xn+1 = f(T' xn): vn = 1;

where f is a function. Suppose that {x,, } converges strongly to p € F(T). If, for any
equivalent sequence {y,}c X of {x,, },

T{éz/{;lod(yn-i_l, f(T' yn)) =0= #_Z'g-oyn =D
then, the iterative sequence {x,} is said to be weak w? —stable with respect to T.

c. Let (X,d) be a metric space and T,T:X — X be two operators. T is called an
approximate operator of T if d(Tx, T‘x) < ¢ for all x € X and for a fixed € > 0.

After it is shown that the sequence obtained from an iteration method is convergent to
the fixed point of the mapping used, it can be shown that the new sequence obtained
using the approximation operator for this iteration method is also convergent to the
fixed point of the approximation operator. In such a case, the questions of how close

XX



the fixed points of both mappings are to each other and how to calculate this distance
bring up the concept of data dependency.

3. At the same time, the A —convergence and strong convergence theorems for
generalized (a, ) —nonexpansive type 1 mappings were proved in line with the
following information.

a. In 2021, two more general classes of nonexpansive mappings
“generalized (a, ) —nonexpansive type 1 and type 2 mappings’’ were introduced by
Akutsah and Narain. From these classes of mappings, the class of generalized
(a, B) —nonexpansive type 1 mappings include many mapping classes such as the
generalized a —nonexpansive, mean nonexpansive and mappings satisfying the (c;)

condition.

(i) Let C be a nonempty subset of a metric space (X,d). A mapping T:C — C is
said to be generalized (a, B) —nonexpansive type 1 if there exist a, 8, 4 € [0,1) with

a<f and a + B < 1such that forall x,y € C,
Ad(x,Tx) <d(x,y) =
d(Tx,Ty) < ad(Tx,y) + Bd(Ty,x) + (1 — (a + B))d(x,y)

(i) Let C be a nonempty subset of a metric space (X,d). A mapping T:C — C is
said to be generalized (a, 8) —nonexpansive type 2 if there exist a, 8, 2 € [0,1) with

a+ B < 1suchthatforall x,y € C,

Ad(x,Tx) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < max{P(x,y),Q(x,y)},
where

P(x,y) = ad(Tx,y) + Bd(Ty,x) + (1 —(a+ ﬁ))d(x, y)
and

Q(x,y) = ad(Tx,x) + Bd(Ty,y) + (1 — (a + B))d(x, y).
b. Let (X, d) be a metric space, x € X and {x,,} be a sequence in X.

M A sequence {x,} is called a convergent sequence (to x) if, for every € > 0,
there exists ny, = ny(e) € N such that d(x,, x) < ¢, for all n > n,. We write x,, - x
(n - o0) or lim,,_,x, = x.

(i) A sequence {x, } in X issaid to 4 —converge to a point x € X if x is the unique
asymptotic center of every subsequence {u,} of {x,}. In this case, we write 4 —
lim,x, = x and call as 4 —limit of {x,, }.

4. Finally, an example of generalized (a, 8) —nonexpansive type 1 mappings was
given as follows:

Let X = R with the usual metric and C = [0, o). Define a mapping T: C — C by

XXi
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mapping with 1 = % in addition, the convergence speeds of other iteration methods in
the literature to the fixed point were compared with the KF —iteration method using
the MATLAB program.

By the researchers, the generalized (a,8) —nonexpansive type 2 mappings in
hyperbolic metric spaces can be studied using similar approaches in this thesis and
some numerical examples for this class of mappings in hyperbolic metric spaces can
also be investigated.

It was shown that the mapping T is a generalized( )—nonexpansive type 1

XXii



1. GIRIS

Sabit nokta teorisi matematigin en temel konularindan biri olup; miihendislik, fizik,
tip, ekonomi vb. gibi birgok bilim dalinda uygulama alanina sahip olmasinin yani sira
giinliik hayat problemlerinin sabit nokta problemine modellenmesinde kullanilan etkin

matematiksel bir aragtir.

Herhangi bir T doniisiimiin sabit noktasi Tx = x denkleminin ¢6ziimii ile bulunur.
Aragtirmacilar, Tx = x denkleminin ¢6ziimiinii bulmak igin analitik bir yontem
onermeye ¢ok dikkat ettiler ancak bu neredeyse imkansizdi. Bunun yerine, sabit nokta
teorisinde ele alinan bazi doniisiimlerin sabit noktasinin varligini ve yaklasik degerini

hesaplamak i¢in iterasyon yontemleri kullanilmaktadir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teorisi ¢aligmalart 1909 yilinda Brouwer ile
baglamistir. Brouwer, R™ uzayinin kapali birim yuvarlarindan kendi iizerine tanimli
stirekli her doniistimiin en az bir sabit noktaya sahip oldugunu kanitlamistir. 1930
yilinda Brouwer’in teoremi Schauder tarafindan sonsuz boyutlu wuzaylara

genellestirilmistir [1].

Tam metrik uzaylarda sabit nokta teorisi ¢aligmalar1 ise 1922 yilinda Banach ile
baslamistir. Banach sabit nokta teoremi, doniisiimiin sabit noktasinin varligini garanti
ettigi gibi Brouwer ve Schauder sabit nokta teoremlerinden farkli olarak sabit noktanin

tekligini ve nasil bulunabilecegini ortaya koymustur.

Bu teoremde, sabit noktaya ulagmak i¢in kullanilan yontem Picard iterasyonudur.
Ancak bu teoremde daralma doniisiimii yerine genislemeyen doniisim alindiginda
Picard iterasyonundan elde edilen dizi bu sabit noktaya yakinsamaz. Bu nedenle,
aragtirmacilar tarafindan yeni iterasyon yontemleri tanimlama ihtiyaci ortaya ¢ikmistir

[2-10].

Bu tanimlanan iterasyon yontemleri i¢in uygun sartlar altinda, varligi veya tekligi
garanti edilen bu sabit noktaya ulasmak i¢in yakinsaklik, yakinsaklik hizi, zayif
w? —kararlilik ve veri bagimliligi gibi sabit nokta teoremleri elde edilerek genis bir

literatiir olusturulmustur.



Sabit nokta iterasyon yontemlerinin yakinsaklik anlaminda denkligi, ayn1 doniisiim ile
insa edilen iki iterasyon yonteminden elde edilecek dizilerden birisi doniisiimiin sabit

noktasina yakinsak iken diger dizinin de yakinsak olmasi seklinde ifade edilebilir [11].

Belirli sartlar altinda ayni sabit noktaya yakinsayan iki iterasyon yonteminden elde
edilen dizilerden hangisinin daha hizli oldugunun belirlenmesi yakinsaklik hizi

kavramini karsimiza ¢ikarmaktadir [12].

Sabit noktalarin veri bagimliligi; bir doniisim kullanilarak olusturulan iterasyon
yonteminden elde edilecek dizi ile bu doniisiime ¢ok yakin olan bagka bir doéniistim
kullanilarak ayni iterasyon yonteminden elde edilecek dizinin yakinsadiklar

noktalarin farkinin ne kadar oldugu seklinde ifade edilebilir [12-13].

Matematiksel olarak kararlilik kavrami ise bir problemdeki verilerde ya da problemin
belirli asamalarinda yapilan kiigiik degisimlerin elde edilmesi gereken temel sonuca

etkisinin ne kadar oldugunun hesaplanmasi olarak agiklanabilir [14].

1.1. Literatiir Ozeti

Sabit nokta problemlerinde ¢alisilan uzaym geometrik 6zelliginin 6nemli bir roli
vardir. Bu problemlerde agirlikli olarak konvekslik 6zelligi ve Banach uzaylarinin
diger geometrik Ozellikleri kullanilmaktadir. Her Banach uzay1 bir vektér uzay:
oldugundan, bu uzaylara konveks bir yap1 vermek daha kolaydir. Bu nedenle Banach
uzaylarmin konveks yapilar1 ile yogun bir sekilde calisilmigtir. Ancak metrik
uzaylarda konveks bir yap1 elde etmek daha zordur. Takahashi 1972’de konveks
metrik uzay kavramini tanimlamis ve bu uzayda genislemeyen doniisiimler i¢in sabit
nokta teorisi alaninda ¢alismistir. Daha sonra metrik uzaylar iizerine konveks bir yap1
kurmak i¢in farkli galigmalar yapilmistir. Bu konveks yap1 hiperbolik metrik uzaylarda
vardir. Hiperbolik metrik uzay kavrami i¢in literatiirde farkli tanimlar mevcuttur.
Kohlenbach tarafindan 2005°te verilen hiperbolik metrik uzaylar, 1983’te Goebel ve
Kirk tarafindan tanimlanan hiperbolik tip uzaylara gére daha kisitlayici, fakat 1990°da
Reich ve Shafrir tarafindan tanimlanan hiperbolik uzaylardan daha geneldir. Banach

uzay1, CAT(0) uzay1 ve Hilbert yuvari bu uzayimn 6zel durumlaridir.

Diger taraftan, son zamanlarda matematikte sabit nokta teorisi alaninda genislemeyen
doniisiimlerin  genellestirilmesi calismalart yogunlukla yapilmaktadir. Ozellikle

2008’de  Suzuki tarafindan  genellestirilmis  genislemeyen  doniisiimlerin



sunulmasindan sonra gerek genellestirme ve gerekse daha hizli iterasyon yontemleri

sunularak bu doniigiimlerin sabit noktaya yakinsakliklari ile ilgili ¢aligmalar artmistir.

Yine yakin zamanda Aoyama ve Kohsaka, genislemeyen doniisiimlerin
“a —genislemeyen doniisiimler’” olarak adlandirilan yeni bir siifin1 sunmuslardir.
2017°de Pant ve Shukla, a —genislemeyen doniisiimler ile Suzuki-genellestirilmis
genislemeyen  dontlisimleri  birlestirerek  “genellestirilmis  « —genislemeyen

dontistimler’” olarak adlandirilan doniisiimlerin yeni bir sinifin1 sunmuslardir.

2021°’de Akutsah ve Narain tarafindan genislemeyen doniisiimlerin daha genel bir
smiflart olan “1. tip ve 2. tip genellestirilmis (a, B) —genislemeyen dontisiimler’’
tamitildi. 1. tip donlisim smifi  genellestirilmis o —genislemeyen, ortalama
genislemeyen ve (©4) sarti1 saglayan doniisiim smifi gibi birgok déniisiim smifini

icermektedir.

2022’de ise Ullah, Ahmad ve Khan tarafindan yapilan bir ¢alismada ve Temir ve
Korkut tarafindan yapilan bir ¢alismada sabit noktaya literatiirdeki birgok iterasyon
yonteminden daha hizli bir sekilde yakinsayan bir iterasyon yontemi tanitildi ve bu
iterasyon yontemi kullanilarak Banach uzaylarinda genellestirilmis a —genislemeyen
dontistimler i¢in bazi kuvvetli ve zayif yakinsaklik teoremleri elde edildi. Bu iterasyon

Ullah, Ahmad ve Khan tarafindan KF —iterasyon yontemi olarak adlandirildi.

1.2. Tezin Amaci

Bu tezin amaci; Kohlenbach tarafindan verilen hiperbolik metrik uzaylarda
KF —iterasyon yontemini kullanarak daralma déniisiimleri igin zayif w? —kararlilik
ve veri bagimliligi teoremleri ile 1. tip genellestirilmis (a, 8) —genislemeyen
dontisiimler i¢in baz1 4 —yakinsaklik ve kuvvetli yakinsaklik teoremlerini ispatlayarak

literatiirde var olan sonuglar1 genellestirmektir.
Bu amag dogrultusunda, tez ¢alismasi asagidaki sekilde planlandi.

Ikinci boliimde, bu tezin diger boliimlerinde kullanilacak temel kavramlar, tanimlar ve

teoremler verildi.

Uciincii boliimde, KF —iterasyon yontemi hiperbolik metrik uzaylara modifiye
edilerek daralma doniisiimleri icin zayif w? —kararlilik, veri bagimlilig: teoremleri ve

1. tip genellestirilmis (a, B) —genislemeyen doniisiimler i¢in 4 —yakinsaklik ve



kuvvetli yakinsaklik teoremleri ispatlandi. Bu bolimde son olarak, 1. tip
genellestirilmis (a, f) —genislemeyen doniisiim igin bir niimerik ornek verilerek
KF —iterasyon yontemi ile diger iterasyon ydntemlerinin yakinsaklik hizlar

karsilastirildi.

Dordiincii boliimde ise arastirmacilar tarafindan ileride yapilabilecek calisma
hakkinda bilgi verildi. Bu tezde ¢le alinan konular hiperbolik metrik uzaylarda farkli

doniisiim simiflar i¢in ileride yapilacak ¢alismalara kaynak teskil edecek niteliktedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde ana sonuglarimizin elde edilmesi amaciyla kullanilan bazi tanimlar,

teoremler, doniisiim siniflar1 ve iterasyon yontemleri verilmistir.

2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler
Tamm 2.1.1. (Metrik ve Metrik Uzay)

X bos olmayan bir kiime ve d: X X X — R bir fonksiyon olsun. Her x,y, z € X i¢in
(i) d(x,y) = 0 (pozitif tanimlilik)

(i) dix,y)=0eox=y

(i)  d(x,y) = d(y,x) (simetri)

(iv) d(x,y) <d(x,z)+ d(zy) (icgen esitsizligi)

sartlar1 saglansin. Bu durumda d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik ve

(X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir [15].

Ornek 2.1.2.

(i) F bir cisim ve x,y € F olmak iizere; d|(x,y) = |x — y|ile tamml d;; (mutlak
deger) metrigi ile F kiimesi bir metrik uzaydir. Bu metrige FF de ki dogal (alisilmus,

standart) metrik adi verilir [16].

(i) Herhangi bir k > 1 tamsayis1 icin, F¥ bir cisim ve x,y € F* olsun. Bu durumda

k
d (o) = |y -yl
j=1

ile taniml d;: F¥ X F* — R metrigi ile F* bir metrik uzaydir [16].



Tamm 2.1.3. (Kuvvetli Yakinsakhk)

(X, d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Her € > 0 igin n = n,
oldugunda d(x,, x) < € olacak sekilde bir n, = ny(¢) € N sayis1 varsa {x,, } dizisine
x € X noktasina yakinsar ya da kuvvetli yakinsar denir. Bu durumda lim,,_, X, = x

veya x, = x (n = o) seklinde gosterilir [15].

Tamm 2.1.4. (Cauchy Dizisi)

(X, d) bir metrik uzay ve {x,,} bu uzayda bir dizi olsun. Her € > 0 igin n,m = n,

oldugunda d(x,, x,,) < € olacak sekilde bir n, dogal sayis1 varsa {x,} dizisine bir
Cauchy dizisi denir [15].

Metrik uzaylarda, yakinsak bir dizinin limiti tektir ve her yakinsak dizi bir Cauchy
dizisidir, fakat her Cauchy dizisinin yakinsak dizi olmas1 gerekmez. Metrik uzaylarda

{x,} dizisi bir x noktasina yakinsak ise herhangi bir alt dizisi de ayn1 noktaya yakinsar.

Tamm 2.1.5. (Tam Metrik Uzay)

(X, d) bir metrik uzay olsun. X deki her {x,,} Cauchy dizisi x € X noktasina yakinsak

ise (X, d) metrik uzayma tam metrik uzay denir [17].

Tanim 2.1.6. (Kompakt Kiime)

(X, d) bir metrik uzay ve C c X olsun. C kiimesindeki her {x,} dizisi C kiimesinin bir

elemanina yakinsayan bir alt diziye sahipse C kiimesine kompakt kiime denir [16].

Tamim 2.1.7. (Siirekli Doniisiim)
(X,d) ve (X, p) iki metrik uzay, f: X — Y bir doniisiim ve x, € X olsun. Her € > 0
sayisi igin d(x, xy) < 6 oldugunda p(f ), f (xo)) < ¢ olacak sekilde & > 0 sayisi

varsa f ye x, noktasinda siireklidir denir. f, X in her noktasinda siirekli ise f ye X de
stireklidir denir [18].

Tanim 2.1.8. (Asimptotik Yaricap ve Asimptotik Merkez)

(X, d) bir metrik uzay, C < X bos olmayan bir alt kiime ve {x,} bu uzayda sinirli bir

dizi olsun. r(5, x,): X — [0, o) fonksiyonu x€X olmak tizere

r(x, {x,}) = limsupd(x,{x,})

n—-oo



seklinde tanimlanasin. C ftzerindeki r(,x,) fonksiyonunun infimumuna {x,}
dizisinin C ye gore asimptotik yarigapt denir ve r(C,{x,}) ile gosterilir. Yani

asimptotik yarigap r(C, {x,}) = inf{r(x, {x,,}): x € C} dir [19].

Eger z € C igin

r(z,{x,}) = inf{r(x {x,}D):x € C} =r(C,{x,,})

oluyorsa z € C noktasina {x,} dizisinin C ye gére asimptotik merkezi denir ve {x,}
dizisinin C ye gore tim asimptotik merkezlerinin kiimesi A(C, {x,}) ile gosterilir.
{x,} dizisinin asimptotik yarigap1 ve asimptotik merkezi X e gore alinirsa sirasiyla
r({x,}) ve A({x,}) ile gosterilir [19].

Tamm 2.1.9. (4 —Yakinsaklik)

(X, d) bir metrik uzay, x € X ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. {x,} dizisinin her
{u,,} alt dizisi bir tek x asimptotik merkezine sahipse {x,} dizisi x e A —yakinsar

denir. Bu durum 4 — lim,,_, X, = x seklinde yazilir ve x e {x,,} dizisinin 4 —limiti

denir [20].
Tamm 2.1.10. (Denk Dizi)
(X, d) bir metrik uzay, {x,} ve {y,,} X de iki dizi olsun. Eger,

limd(x,, y,) =0
n—->oo

ise bu iki dizi denktir denir [11].

Timis [21], denk dizileri kullanarak asagidaki zayif w? — Kararlilik tanimin1 verdi.

Tanim 2.1.11. (Zayif w? —Kararhhk)

(X, d) bir metrik uzay, T: X — X bir doniisiim ve f bir fonksiyon olmak iizere {x,}c

X iterasyon dizisi

{ x;1 €EX
Xn1 = f(T,x,), Vn=>1

olarak tanimlansin. Ayrica {x,} dizisinin T doniisiimiiniin p sabit noktasina kuvvetli

yakinsadig1 kabul edilsin. Eger {x,, } dizisinin herhangi bir {y,,}< X denk dizisi igin



Tll%d(ynﬂ, f(TJ’n)) =0= rlli—?o%yn -Pp
ise 0 zaman {x,,} dizisi T déniisiimiine gore zayi1f w? —kararlidir denir [21].

Tamm 2.1.12. (Yaklasim Operatorii)

(X, d) bir metrik uzay ve T, T: X — X iki operatdr olsun. Her x € X ve her € > 0 igin
d(Tx,Tx)<e
ise T ya T nin yaklasim operatdrii denir [13].

Tamim 2.1.13. (Vektor Uzayi)

X bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. +: XXX > X ve-: FXX > X
islemleri tanimlansin. Bu durumda asagidaki sartlar saglantyorsa X kiimesine [F cismi

tizerinde vektor uzay1 (lineer uzay) denir.
a. X kiimesi + islemine gore degismeli gruptur. Yani,
Gi. Her x,y € X ig¢in x + y € X dir.
Go. Herx,y,ze Xicinx + (y+2z) = (x +y) + z dir.
Gs. Herx € X igin x + 8 = 6 + x = x olacak sekilde 6€ X vardir.

Ga. Her x € X i¢in x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde —x € X
vardir.

Gs.Herx,y € Xicinx + y =y + x dir.
b. a,f € F olmak tizere asagidaki sartlar saglanir.
L1 ax € X dir.
L2.a(x+y) = ax + ay dir.
L3. (a+ B)x = ax + Bx dir.
L 4. (af)x = a(Bx) dir.

Ls. 1x = x dir.
Burada F = R ise X kiimesine reel vektdr uzayi, F =C ise X kiimesine kompleks

vektor uzayi denir [22].



Tanmm 2.1.14. (Normlu Uzay)

X, T cismi lizerinde herhangi bir vektor uzayi olsun ve || - ||: X = R fonksiyonunun x

noktasindaki degeri || x || ile verilsin. Her x,y € X ve a € IF igin
@M  lxll =0

(i) x| =0 &x=86

(ii)  llax|l=1lalllx]

(iv) lx+yll<lixll +llyl

sartlarin1 saglayan || - || fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de

normlu uzay denir [16].

Tamm 2.1.15. (Banach Uzay1)

(X, | - ]) bir normlu vektor uzay olsun. Eger X uzayi,
dix,y) =llx =yl (x,y € X)
ile verilen normdan iiretilen metrige gore tam ise bu uzaya Banach uzay1 denir [23].

Tanim 2.1.16. (Konveks Kiime)

X bir vektor uzayive A € X olsun. Her x € A igin
B={z€e X: z= ax+ (1 - a)y, 0<a<1}c A
ise A kiimesine konvekstir denir [18].

Tamm 2.1.17. (Diizgiin Konveks Uzay)
(X, | - I]) bir normlu vektor uzay olsun. Eger her € > 0 ve her x,y € X igin || x || < 1

lyll<1vel|x—yll = €oldugunda

lx =yl _

1—
> < é

olacak sekilde § > 0 sayisi1 varsa, X uzayina diizgiin konvekstir denir [16].



Tamm 2.1.18. (Konveks Metrik Uzay)

(X, d) bir metrik uzay ve W: X x X x [0,1] — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y,z €
X vea € [0,1] i¢in

d(z,W(x,y,a)) < (1 —a)d(z,x) + ad(z,y)

sart1 saglaniyorsa W doniisiimiine X iizerinde bir konveks yap1 ve W konveks yapisiyla

birlikte X e konveks metrik uzay denir [24].

Kohlenbach, 2005 yilinda Takahashi’nin konveks metrik uzay tanimina asagidaki

diger ti¢ sart1 da ekleyerek hiperbolik metrik uzay kavramini tanimlamistir.

Tamm 2.1.19. (Hiperbolik Metrik Uzay)

(X,d) bir metrik uzay ve W:X x X x [0,1] - X bir dontsiim olsun. Eger her
x,y,z,w € Xvea,f €[0,1] i¢in

(i) d(z, W(x,y, a)) <A-a)d(z,x)+ad(zy),

(i) dWCy )Wy, p) = la—pldxy),
(i) W,y,a)=W(y,x,1—a),
(iv) d(W(x, z,a), W(y,w, a)) <A-a)d(xy) +ad(z,w)

sartlar1 saglaniyorsa (X, d) metrik uzayina hiperbolik metrik uzay denir ve (X,d, W)
ile gosterilir [25].

Bu tamimdaki (i) sartindan her hiperbolik metrik uzaym bir konveks metrik
uzay oldugu goriliir. Ancak, her konveks metrik uzay bir hiperbolik metrik uzay
degildir.

Ornek 2.1.20.

X =Rolsun.Herx,y € R, a € [0,1] igin W: R X R X [0,1] - R doniistimii
W, y,a) =ax+ (1 —a)y

ved: R X R — [0, ) metrigi

10



|x =yl
d(x,y) = T—x—y]

seklinde tanimlansin. Bu durumda X bir konveks metrik uzay oldugu halde hiperbolik
metrik uzay degildir [24].

Diger taraftan her Banach uzay1 bir hiperbolik metrik uzaydir. Bunu gérmek
icin Banach uzaymi norm metrigi ile disiinip W(x,y, a) = ax + (1 — a)y almak
yeterlidir. Ancak her hiperbolik metrik uzay bir Banach uzay1 teskil etmez.

Ornek 2.1.21.

H bir kompleks Hilbert uzay ve By, H de agik birim yuvar olsun. By {lizerinde

_a-1=1ma—1yl*

oY) TENCRIE

olmak tuzere

1
d(x,y) = argtanh(l —o(x, y))E

olarak tanimlanan Poincare metrigi verilsin. (By, d) metrik uzay1 Hilbert yuvari olarak
adlandirilir. Hilbert yuvari bir hiperbolik metrik uzay olmasina ragmen Banach uzay1
degildir [26].

Tamim 2.1.22. (Diizgiin Konveks Hiperbolik Metrik Uzay)

(X, d, W) bir hiperbolik metrik uzay olsun. Her x, y,u € X,r > 0 ve ¢ € (0,2] i¢gin
dix,u) <r

;((,2/;);; = d(W (xy%)u) <(1-6)r

olacak sekilde § € (0,1] sabiti varsa X e diizgiin konveks hiperbolik metrik uzay denir
[27].

Tamm 2.1.23. (Diizgiin Konvekslik Modiilii)

Verilenbirr > 0 ve ¢ € (0,2] i¢in 6 = n(r, €) esitligini saglayan n: (0, ) X (0,2] -
(0,1] doniisiimiine diizgiin konvekslik modiilii denir. Sabit bir € igin n doniisiimii r ye

gore azaliyorsa 1 modiiliine monotondur denir [27].
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Tamm 2.1.24. (Sabit Nokta)

X bos olmayan bir kiime ve T:X — X herhangi bir donilisiim olsun. Eger Tx = x
olacak sekilde bir x € X varsa bu x noktasina T doniisiimiiniin sabit noktas1 denir ve

T nin tiim sabit noktalarinin kiimesi F (T) ile gosterilir [28].

Asagidaki 6rneklerden de goriilebilecegi gibi T: X — X ile tanimlanan bir doniistimiin
herhangi bir sabit noktasi olmayabilir veya bir sabit noktasi olabilir ya da birden fazla

sabit noktas1 olabilir.

Ornek 2.1.25.

(1) X = R olmak iizere, Tx = x — 4 doniisimi i¢in F(T) = @ dir.

(i) X = [0,8] olmak tizere, Tx = 8 — x doniistimii i¢in F(T) = {4} olur.

(iii) X = R olmak iizere, Tx = x3 doniisiimii i¢in F(T) = {—1,0,1} elde edilir.
Bu kisima, bir sonraki boliimde kullanilacak olan lemmalar ile devam edilecektir.

Lemma 2.1.26.

(X,d, W), n monoton diizgiin konvekslik modiiliine sahip tam diizgiin konveks bir
hiperbolik metrik uzay olsun. Ayrica C de X in bos olmayan kapali konveks bir alt
kiimesi olsun. Bu durumda, X deki her siirlt {x, } dizisi C ye gore bir tek asimptotik
merkeze sahiptir [27].

Lemma 2.1.27.

(X,d,W),n monoton diizgiin konvekslik modiiliine sahip tam diizgiin konveks bir
hiperbolik metrik uzay olsun. x € X ve a, b € (0,1) i¢in {a, }, [a, b] araliginda bir dizi

olsun. {x, } ve {y,, } X de iki dizi olmak iizere uygun bir ¢ = 0 igin
limsupy, o d(x,, x) < ¢, limsup, o d(Yp, x) < c Ve lim, o d(W (Xp, Y, ) = €

sartlart saglansin. Bu durumda lim,,_,,d(x,, y,,) = 0 dir [29].

Lemma 2.1.28.

vn € Ni¢inn, € (0,1) ve Yo 1, = 0 ile {a,}, {r.} ve {t,} negatif olmayan reel

say1 dizileri olsun.Vn > n, i¢in a,,; < (1 —n)a, + mt, esitsizligini saglayan
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ny € N mevcut olsun. Bu durumda 0 < limsup a,, < limsup t,, esitsizligi saglanir

n—-oo n—-oo

[11].
2.2. Bazi Doniisiim Siniflar:

Bu kisimda, tezde kullanilan 1. tip genellestirilmis (a, 8) —genislemeyen doniisiim
tanimi verilmeden 6nce yaygin olarak kullanilan bazi doniisiimler hakkinda bilgiler

verilecektir.

Tamim 2.2.1. (Lipschitzian Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X i¢in
d(Tx, Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde k > 0 sabit sayis1 varsa T ye Lipschitzian dontlisiim ve bu esitsizligi
saglayan en kiigiik k sayisia T nin Lipschitzian sabiti denir [28].

Yukaridaki tanima gore Lipschitzian sartin1 saglayan her doniisiim diizgiin stireklidir.

Ciinki, her € > 0 i¢in
€
d(x,y) <6 = T = kd(x,y) <ké=¢
oldugundan
d(Tx,Ty) < kd(x,y) <&

dur. Buda T doniisiimiiniin diizgiin siirekli oldugunu gosterir. Ancak, bu ifadenin tersi

her zaman dogru degildir.

Tamm 2.2.2. (Daralma (Contraction) Doniisiimii)

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir Lipschitzian doniisiim olsun. Eger her x,y € X
i¢in

d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde k € [0,1) varsa T ye daralma doniisiimii (contraction) denir [28].
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Lipschitz kosulunu saglayan her doniisim diizglin siirekli oldugundan daralma
dontigimleri de diizgiin siireklidir. Dolayisiyla T siirekli degilse, bir daralma

doniisiimii de olamaz.

Teorem 2.2.3. (Banach Daralma Ilkesi)

(X,d) tam metrik uzay ve T:X — X bir daralma dontisiimii olsun. Bu durumda T

doniisiimil bir tek sabit noktaya sahiptir [30].

Tamim 2.2.4. ((I) Sarti)

X Banach uzayi, C de X in konveks bir alt kiimesi, T: C — C herhangi bir doniisiim
ve F(T) # @ olsun. Eger f(0) =0 ve Vr € (0,0) igin f(r) > 0 olacak sekilde

azalmayan bir f: [0, ) — [0, o) fonksiyonu var ve her x € C igin
d(x,Tx) = f(d(x,F(T)))
ise T ye (I) sartin1 sagliyor denir [31].

Tamm 2.2.5. (Kesin Daralma (Contractive) Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X ve x # y igin
d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise T ye kesin daralma doniistimii (contractive) denir [28].

T dontisiimii daralma doniisiimii ise kesin daralma doniistimdiir. Ancak bu ifadenin

tersi dogru degildir.

Tanim 2.2.6. (Genislemeyen Doniigiim)

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X igin
d(Tx,Ty) < d(x,y)
ise T ye genislemeyen doniisiim (nonexpansive) denir [28].

Tamm 2.2.7. (Quasi— Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay, C € X bostan farkli bir alt kiime ve T:C — C bir doniisiim
olsun. Eger y € F(T) # @ ve her x € C igin
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d(Tx,y) <d(x,y)
ise T ye quasi—genislemeyen doniisiim denir [28].

Tanim 2.2.8. (Ortalama Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay, C € X bostan farkli bir alt kiime ve T:C — C bir doniisiim

olsun. Eger her x,y € C igin
d(Tx,Ty) < ad(x,y) + Bd(x,Ty)

olacak sekilde a + 8 < 1 sartim1 saglayan a, 8 € [0,1) sayilar1 varsa T ye ortalama

genislemeyen dontisiim denir [32].

Tamm 2.2.9. (Suzuki Genellestirilmis Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay ve C € X bostan farkli bir alt kiime ve T: C — C bir doniistim

olsun. Eger her x,y € C igin
1
Ed(Tx, x) <d(x,y) =d(Tx,Ty) <d(x,y)

ise T doniisiimiine Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisim veya (C) sartini

saglar denir [33].

Tamm 2.2.10. ((C;) Sarti)

(X, d) bir metrik uzay ve C € X bostan farkl bir alt kiime ve T: C — C bir doniisiim

olsun. Eger her x, y € C i¢in
Ad(Tx,x) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < d(x,y)
olacak sekilde A € [0,1) sayis1 varsa T doniistiimiine (C,) sartin1 saglar denir [34].

Tamm 2.2.11. (¢ —Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay ve C S X bostan farkli bir alt kiime ve T: C — C bir doniistim

olsun. Eger her x, y € C i¢in
d(Tx,Ty)? < ad(Tx,y)? + ad(Ty,x)? + (1 — 2a)d(x,y)?
olacak sekilde a < 1 sayisi varsa T ye a — genislemeyen doniisiim denir [35].
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Tanim 2.2.12. (Genellestirilmis a& —Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay ve C € X bostan farkl bir alt kiime ve T: C — C bir doniisiim

olsun. Eger her x, y € C i¢in

%d(Tx, x) <d(x,y) =>d(Tx,Ty) < ad(Tx,y) + ad(x,Ty) + (1 — 2a)d(x,y)

olacak sekilde @ € [0,1) sayis1varsa T ye genellestirilmis @ — genislemeyen doniisiim
denir [36].

2021 yilinda, Akutsah ve Narain [37] yukarida tanimi verilen doniistimleri igeren 1.
tip genellestirilmis (a, ) —genislemeyen doniisiim sinifin1 tanittt ve bu doniisiim

sinifi icin bazi temel 6zellikleri verdi.

Tamim 2.2.13. (1. Tip Genellestirilmis (a, f) —Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay ve C € X bostan farkli bir alt kiime ve T: C — C bir doniisiim

olsun. Eger her x,y € C igin

Ad(x, Tx) <d(x,y) =
(2.1)
d(Tx,Ty) < ad(Tx,y) + Bd(Ty,x) + (1 —(a+ ﬁ))d(x, V)

olacak sekilde « < B ve a + B < 1 sartlarini saglayan , 8, A € [0,1) sayilar1 varsa T
ye 1. tip genellestirilmis (a, ) —genislemeyen doniisiim denir [37].

Aciklama 2.2.14.

1. tip genellestirilmis (@, B) —genislemeyen doniisiim tanimindan asagidaki ifadelerin
dogru oldugunu gérmek kolaydir.

(1) Eger a = =0 ve 1= % alinirsa T donistimii  (C) sartin1 saglayan bir

doniisiim olur.

(i) Egera= B =0veA€][0,1) alinirsa T dontisimii (C,) sartin1 saglayan bir

doniisiim olur.

(ili)  Eger a,p € [O,%) olacak sekilde a = B ve 1 = % alinirsa T genellestirilmis
a — genislemeyen bir doniisiim olur.
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Onerme 2.2.15. [37]

(i) Eger T dontsimii sabit noktaya sahip 1. tip genellestirilmis

(a, B) —genislemeyen doniisiim ise T doniisiimii quasi—genislemeyen doniisiimdiir.

(i)  Eger T doniisiimii 1. tip genellestirilmis (a, 8) —genislemeyen doniistim ise
F(T) kapali kiimedir.

Lemma 2.2.16. [37]

Eger T donistimii 1. tip genellestirilmis (@, f) —genislemeyen doniisiim ise her x,y €
C,a<p ve a+p <1 sartlarm saglayan «,fB,A,y €[0,1) igin asagidaki

esitsizlikler saglanir.

()  d(T?x,Tx) < d(Tx,x),

(i) 1d(Txx) < d(x,y)veyal d(T?x,Tx) < d(Tx,y)

(i)  d(Tx,Ty) < ad(Tx,y) + Bd(Ty,x) + (1 — (a + B))d(x,y)
veya

d(T?x,Ty) < ad(T?x,y) + Bd(Ty, Tx) + (1 — (a + B))d(Tx, ).

Onerme 2.2.17.

Eger T doniisiimii 1. tip genellestirilmis (@, f) —genislemeyen doniisiim ise her

x,y € C igin
3+
d(x,Ty) < ﬁd(x, Tx) +d(x,y)

esitsizligi saglanir.

Ispat.

Lemma 2.2.16. (iii) den her x,y € C igin
d(Tx,Ty) < ad(Tx,y) + Bd(Ty,x) + (1 — (a + B))d(x,y)
esitsizligi ya da

17



d(T?x,Ty) < ad(T?x,y) + Bd(Ty,Tx) + (1 — (a + B))d(Tx,y)
esitsizligi elde edilir.

d(Tx,Ty) < ad(Tx,y) + Bd(Ty,x) + (1 — (e + B))d(x,y)

esitsizligi kullanilirsa

d(x, Ty)

< d(x,Tx) + d(Tx,Ty)

< d(x,Tx) + ad(Tx,y) + Bd(Ty,x) + (1 — (a + B))d(x,¥)

< d(x,Tx) +ad(Tx,x) + ad(x,y) + Bd(Ty,x) + (1 — (a + ))d(x,y)
< (1+a)d(x,Tx) + Bd(Ty,x) + (1 — B)d(x,y)

elde edilir. Bu da

d(x,Ty) < —Zd(x, Tx) + d(x,y)

3+
< ﬁd(x,Tx) +d(x,y)

1+
1 —

oldugunu gosterir. Ayrica,

d(T?x,Ty) < ad(T?x,y) + Bd(Ty,Tx) + (1 — (a + £))d(Tx,y)

esitsizligi ile Lemma 2.2.16. (i) kullanilirsa

d(x,Ty)

<d(x,Tx) + d(Tx,T?x) + d(T?x,Ty)

<d(x,Tx) + d(x,Tx) + ad(T?x,y) + fd(Ty, Tx) + (1 — (e + B))d(Tx,y)
=2d(x,Tx) + ad(T?x,Tx) + ad(Tx,y) + fd(Ty,x) + B d(x, Tx)

+(1 = (a+B))d(Tx,y)
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<2d(x,Tx) + ad(x,Tx) + a d(Tx,y) + Bd(Ty,x) +  d(x, Tx)
+(1 - (a +B)d(Tx,y)

S@+a+p)dxTx)+ pd(Ty,x) + (1 — p)d(Tx,y)

elde edilir. Buradan

1-B)dxTy) <2+a+p)dxTx)+ (1 —-p£)d(Tx,y)

yazilir. Bu da

24+a+p
<
d(x,Ty) < =7
2
< +ta+p
1-p
34+«

= md(x, Tx)+d(x,y)

d(x,Tx) +d(Tx,y)

d(x,Tx) + d(Tx,x) +d(x,y)

oldugunu gosterir. Boylece her iki durumda da istenilen sonug elde edilir.

Bu kisima, 1. tip genellestirilmis (a, ) —genislemeyen doniisiim 6rnegi ile devam

edilecektir.

Ornek 2.2.18.

X =R?, C ={(0,0),(0,2),(1,4)} ve her x,y € X icin

d(x,y) = d((xpxz); (3’1»372)) = |x; = y1|l + |x, —y,| olmak tizere T:C - C

doniistimii

_((0,0), x€{(0,0),(0,2)},
Tx= {(0,2), x = (1,4)

olarak tamimlansin. T doniigiminin 1. tip genellestirilmis (o, B) —genislemeyen

doniistim oldugu gosterilecektir. Bunun igin
_1p-1 A=0
a = 5,,[3 =3 ve l =

alinarak asagidaki durumlar incelenecektir.
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Durum 1:

ve

dir.

Durum 2a:

ve

elde edilir.

Durum 2b:

ve

elde edilir.

Durum 3a:

x = (0,0) ve y = (0,0) alinirsa

0.d(x,Tx) = 0.d4((0,0),(0,0)) = 0 < d(x,y)

d(Tx,Ty) =0

% d(Tx,y) + L .d(Ty,x) + d(x y)

—_
—_

7
=c.0+3.0+75.0=0

U'l
UJ

x = (0,0) ve y = (0,2) alinirsa

0.d(x,Tx) = 0.d((0,0),(0,0)) =0 < 2 =d(x,y)

d(Tx,Ty) =0

1 1 7
d(Tx y) + .d(Ty,x) + d(x y)

—12+1 0+7 2—4
5 15° 3

x = (0,2) ve y = (0,0) alinirsa

0.d(x,Tx) = 0.d((0,2),(0,0)) =0 < 2 =d(x,y)

—.d(Tx,y) + .d(Ty,x) + d(x y)

x = (0,0) ve y = (1,4) alinirsa
20



ve

elde edilir.

Durum 3b:

ve

elde edilir.

Durum 4a:

ve

elde edilir.

Durum 4b:

0.d(x,Tx) = 0.d((0,0),(0,0)) =0 < 5 =d(x,y)

d(Tx,Ty) = 2

1 1
d(Tx,y) + .d(Ty,x) +

=5
11 7
5

w

15

x = (1,4) ve y = (0,0) alinirsa

13

S54=.24-—.5=—

5

d(x y)

0.d(x,Tx) = 0.d((1,4),(0,2)) =0 <5 =d(x,y)

d(Tx,Ty) = 2

1 1 7
< T d(Tx,y) + .d(Ty,x) +

—12+1 5+7 5=
5 15" 7

x =(0,2) ve y = (1,4) alinirsa

22
5

d(x y)

0.d(x,Tx) = 0.d((0,2),(0,0)) =0 < 3 =d(x,y)

d(Tx,Ty) = 2

—_

1 7

U'l|)—\U'l
w

15

x = (1,4) ve y = (0,2) alinirsa

21

1
—.d(Tx,y) + .d(Ty,x) +

41

S+s.14+4-—=.3=—

15

d(x y)



0.d(x,Tx) = 0.d((1,4),(0,2)) =0 < 3 =d(x,y)

ve
d(Tx,Ty) = 2
1 d(Tx y) + ! .d(Ty,x) + ! d(x y)
:1 0415 +l 346
5 3 15 15
elde edilir.

Durumb5: x =(1,4) vey = (1,4) alinirsa

0.d(x,Tx) = 0.d((1,4),(0,2)) =0 =d(x,y)

ve
d(Tx,Ty) =0
<% d(Tx,y) + .d(Ty,x) + d(x )
Llsilsy l 0=
5 3 15 5
elde edilir.

Durum 6: x = (0,2) ve y = (0,2) alinirsa

0.d(x,Tx) = 0.d((0,2),(0,0)) = 0 = d(x,y)

ve
d(Tx,Ty) =0
1 1
< T d(Tx,y) + .d(Ty,x) + d(x y)
_1s +3 L34 l0=0
5 15° 5
elde edilir.
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Sonu¢ olarak T doniasimi F(T) = {(0,0)} ile 1. tip genellestirilmis

(%, %) —genislemeyen dontlistimdiir.
2.3. Bazi Iterasyon Yontemleri

Bir doniisiimiin sabit noktas1 veya noktalarin1 bulurken ¢esitli iterasyon yontemleri

kullanilir. Bunlardan bazilar1 asagidaki gibidir.

Tanmm 2.3.1. (Picard iterasyonu)

(X, d) bir metrik uzay ve C < X kapal1 bir alt kiime ve T: C — C bir doniisiim olsun.

Xo € X olmak tizere Picard iterasyonu
Xp = Txp_1=T"xy, Yn =1

seklinde tanimlanir [2].

Picard iterasyonu literatiirde bazen ardigik yaklasimlar dizisi olarak da adlandirilir.

Tamim 2.3.2. (Mann iterasyonu)

X bir normlu uzay, C € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: C = C bir doniistim

ve xo € C olmak lizere Mann iterasyonu
Xne1 = (1 — a)xy, + @, Tx,, vn=0
seklinde tanimlanir. Burada {a, } € [0,1] dir [3].

Tamim 2.3.3. (Ishikawa Iterasyonu)

X bir normlu uzay, C € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: C = C bir doniistim

ve x, € C olmak tizere Ishikawa iterasyonu

{ Vo = (1= Br)xn + BrTxy,
Xne1 = (1 —a)x, + @, Ty, vn=>0

seklinde tanimlanir. Burada {a,}, {8,} € [0,1] dir [4].

Ishikawa iterasyonunda her n > 0 i¢in ,, = 0 alinirsa Mann iterasyonu elde edilir.
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Tamim 2.3.4. (Noor iterasyonu)
X bir normlu uzay, C € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: C — C bir doniisiim

Ve xy € C olmak iizere Noor iterasyonu

Zn = (1 - Yn)xn + Txn,
Yn = 1- .Bn)xn + BnT zy,
Xns1 = (1 —ap)x, + Ty, Yn=0
seklinde tanimlanir. Burada {a,,}, {8} ve {y,.} € [0,1] dir [5].
Noor iterasyonunda her n > 0 igin y,, = 0 alinirsa Ishikawa iterasyonu ve her n > 0
icin 8, = ¥, = 0 aliirsa Mann iterasyonu elde edilir.
Tamim 2.3.5. (S —Iterasyonu)
X bir lineer uzay, C < X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: C = C bir doniigiim

ve x; € C olmak iizere S—iterasyonu

{ Yn =1 = Fp)xn + BnTxy,
Xne1 = (1 —a,)Tx, + a,Tyy, vn=>1

seklinde tanimlanir. Burada {a,}, {£,} € (0,1) dir [6].

S—iterasyonu literatiirde bazen kisaca Agarwal iterasyonu olarak da adlandirilir.

Tanmim 2.3.6. (Abbas ve Nazir iterasyonu)

X bir lineer uzay, C < X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: C — C bir doniisiim

ve x, € C olmak iizere Abbas ve Nazir iterasyonu

Zn = (1= vp)xn + ¥ Txp,
Yo =1 = B)Txn + T2y,
X1 = (1 — )Ty, + a,Tz,, Yn =0
seklinde tanimlanir. Burada {a,}, {£.} ve {v»} € (0,1) dir [7].

Abbas ve Nazir iterasyonu literatiirde bazen kisaca Abbas iterasyonu olarak da

adlandirilir.
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Tamim 2.3.7. (Thakur iterasyonu)

X bir normlu uzay, C € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: C - C bir doniisiim

Ve x, € C olmak tlizere Thakur iterasyonu

Zp = (1 - Yn)xn + YT xp,
Yn = (1 - .Bn)zn + .BnTZn'
Xps1 =1 —a )Tz, + a,Ty,, Yn=0

seklinde tanimlanir. Burada {a,}, {f.} ve {v,} € [0,1] dir [8].

Tamim 2.3.8. (Thakur Yeni Iterasyonu)

X bir normlu uzay, C € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: C — C bir doniisiim

Ve x, € C olmak tizere Thakur yeni iterasyonu

Zn = (1 = Bp)xn + fnTxy,
Vo = T((1 = ap)xn + anzy),
Xn+1 = TYn Yn=0

seklinde tanimlanir. Burada {a,}, {$,} € [0,1] dir [9].

Tanmim 2.3.9. (M —Iterasyonu)
X bir normlu uzay, C € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: C — C bir doniigiim

ve x; € C olmak iizere M—iterasyonu

zp = (1 — ay)x, + a,Tx,,
Yn =Tz,
Xns1 = Ty, vn=>1

seklinde tanimlanir. Burada {a,,} € [0,1] dir [10].

Tanmim 2.3.10. (KF —Iterasyonu)

X bir Banach uzay, C € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: C = C bir doniisiim

olmak lizere KF —iterasyonu
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( x; €C,
Zn = T((l - .Bn)xn + ,BnTxn)'
Yn =Tz,
xne1 = T((1 = a)Tx, + anTyy), vn=>1

(2.2)

seklinde tanimlanir. Burada {a,}, {8,} € [0,1] dir [38-39].

2022’de Ullah, Ahmad ve Khan tarafindan yazilan bir makalede asagidaki
ornek yardimiyla genellestirilmis a —genislemeyen doniisiimler i¢in KF —iterasyon
yonteminin doniisiimiin sabit noktasina S, Thakur, M —iterasyon yontemlerinden daha

hizli yakinsadigi niimerik olarak gosterildi.

Ornek 2.3.11. [38]

X =Rveherx,y € Xigin ||x — y|| = |x — y| olsun. C = [0, o) olmak iizere T: C —
C dontistimii

1
E [E—
0, x [0' 5000)’

Tx =
2’ ¥~ 15000

olarak tanimlansin. T, genellestirilmig %—genislemeyen bir doniisim olup Suzuki
genellestirilmis genislemeyen bir doniisiim degildir. Ayrica F(T) = {0} dir. Asagidaki
tablo ve sekil yardimiyla her n > 1 i¢in @, = 0.70 ve 8, = 0.65 alinarak x; = 10
baslangi¢ noktasi i¢in KF —iterasyon yonteminin; S, Thakur, M —iterasyon
yontemlerinden daha hizli bir sekilde T doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsadigi

gosterildi.
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Tablo 2.1. Ornek 2.3.11. deki T doniisiimii i¢in S, Thakur, M, KF —iterasyon

yontemlerinin yakinsaklik davraniglari.

[terasyon sayis1 S Thakur M KF
1 10 10 10 10
2 3.8625000000 1.9312500000  1.62500000000 1.0453120000
3 1.4918906250 0.3729726562  0.26406250000 0.1092678222
4 0.5762427539 0.0720303442  0.04291015625 0.0114219020
5 0.2225737636 0.0139108602  0.00697290039 0.0011939456
6 0.0859691162 0.0026865348 0.00113309631 0.0001248046
7 0.0332055711 0.0005188370  0.00018412815 0
8 0.0128256518 0.0001002004 0 0
9 0.0049539080 0 0 0
10 0.0019134469 0 0 0
11 0.0007390688 0 0 0
12 0.0002854653 0 0 0
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B KF
N :
B Thakur '
S

| N B B N B N S N S S —

iterasyon degeri
™
-

—
T T T T T T T T T T T T

iterasyon sayst
Sekil 2.1. Tablo 2.1.”¢ karsilik gelen grafik.
Yine 2022°de Temir ve Korkut tarafindan yapilan bir ¢alismada asagidaki ornek
yardimiyla daralma dontistimleri i¢cin KF —iterasyon yonteminin doniigiimiin sabit
noktasina M —iterasyon yonteminden daha hizli yakinsadigi nilimerik olarak

gosterilmigtir.

Ornek 2.3.14. [39]

T:[0,10) — [0,10) fonksiyonu T (x) = v2x + 3 olarak tanimlansin. T bir daralma
doniistimiidiir ve tek sabit noktasi 3 tiir. Asagidaki tablo yardimiyla i¢in her n > 1 igin
a, = 0,70 ve B, = 0,30 alinarak x; = 4 baslangic noktasi i¢in KF —iterasyon
yonteminin M —iterasyon yonteminden daha hizli bir sekilde T doniisiimiiniin sabit

noktasina yakinsadigi gosterilmistir.
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Tablo 2.2. Ornek 2.3.14. deki T doniisiimii icin M ve KF —iterasyon yontemlerinin

yakinsaklik davranislari.

Iterasyon sayis1 M KF

1 4 4

2 3.083577194937360 3.037893699789630
3 3.007388352660220 3.001521367442330
4 3.000656421483590 3.000061224295530
5 3.000058346040820 3.000002464079130
6 3.000005186294710 3.000000099171560
7 3.000000461003820 3.000000003991350
8 3.000000040978120 3.000000000160640
9 3.000000003642500 3.000000000006470
10 3.000000000323780 3.000000000000260
11 3.000000000028780 3.000000000000010
12 3.000000000002560 3.000000000000000
13 3.000000000000230 3.000000000000000
14 3.000000000000020 3.000000000000000
15 3.000000000000000 3.000000000000000
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3. HIPERBOLIK METRIiK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu bolimde, (2.2) ifadesi ile verilen KF —iterasyon yontemini hiperbolik metrik
uzaylarda tanimlayarak bu uzayda daralma déniisiimleri i¢in zayif w? —Kararlilik ve
veri bagimlilig1 teoremleri ile 1. tip genellestirilmis (o, B) —genislemeyen dontigtimler

icin A —yakinsaklik ve kuvvetli yakinsaklik teoremleri ispatlanacaktir.

3.1. Zayif w? —Kararhihk ve Veri Bagimlihg Teoremleri

Bu bolime, (2.2) ifadesi ile verilen KF —iterasyon yontemi hiperbolik metrik

uzaylarda tanimlanarak baslanacaktir.

X bir hiperbolik metrik uzay, C de X in bostan farkli konveks bir alt kiimesi ve T: C —

C bir doniisiim olmak {izere KF —iterasyonu

x, €C,
Zn = T(W (xn, Txn, Br)),
Yn = Tzy,
Xne1 = T(W(Txp, Ty, ),  Vn=1

(3.1)

seklinde tanimlanir. Burada {«,,}, {8,} € [0,1] dir.

Zayif w? —Kkararlilik ve veri bagimliligi teoremlerinin ispatlarini yapabilmek igin ilk

once bir kuvvetli yakinsaklik teoremi verilecektir.

Teorem 3.1.1.

X bir hiperbolik metrik uzay, C de X in bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi,
T: C — C birdaralma doniisiimii ve F(T) # @ olsun. [0,1] araligindaki {a,, }, {B,,} reel
dizileri Y ;—; an, Bn = oo sartini saglasin ve (3.1)’ de tanimlanan {x,, } iterasyon dizisisi

verilsin. Bu durumda {x,,} dizisi T nin sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat.

T daralma doniisiimii bir sabit noktaya sahip oldugunda bu sabit nokta tektir. Bu tek

sabit nokta p olsun. (3.1) iterasyon yonteminden



d(zn,p) = d(T(W (xn, TXy, Bn)), TP)
< kd(W (xn, TXy, Bn), P)
< k[(1 — Bp)d(xn, p) + Bnd(Txp, p)]
< k[(1 = Bn)d(xn, p) + Brkd(xy, p)]
= k(1 - Bp(1 = k))d(xnp)

elde edilir ve k € [0,1) oldugundan

d(Yn,p) = d(Tz,, Tp) < kd(zy, p)
< k[(k(1 = Bp(1 = k))d (xy, )]
= k(1 = Bp(1 = k))d(xy, p)
< (1= Bn(1 = k))d (xn, p)

olur. Benzer sekilde

d(Xn41,P) = d(T(W (Txy, Ty, @), TP)
< kd(W (Txn, Tyn, an), )
< k[(1 — an)d(Txp, p) + and(Tyn, p)]
< k[(1 — ap)kd(xn, p) + ankd(yn, p)]
= k*[(1 — a)d (xy, ) + 2 d (Y, p)]
< k2[(1 = a)d (o, p) + (1 = B (1 = k))d (3, 0]
= k*(1 — apBy(1 — k))d (xn, p)

dir. Yukaridaki islemlerin tekrar1 asagidaki esitsizlikleri verir:

d(xn+1: p) < kz(l - anﬁn(l - k))d(xn’ p),
d(xn' p) < kz(l - an—lﬁn—l(l - k))d(xn—l' p);
d(xn—l' p) < kz(l - an—Z,Bn—Z(l - k))d(xn—zf p);

' (3.2)
d(xz,p) < kz(l —af:(1— k))d(xl,p).

(3.2) esitsizliklerinden
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ACinrs ) < G E | | (1= a1 - 1) (33

m=1

elde edilir. Burada her n € N igin ay, 8,, [0,1] araliginda ve k € [0,1) oldugundan
1 — anmBm(1—k) <1 dir. Klasik analizden iyi bilinir ki her x € [0,1] i¢gin 1 — x <

e~ dir. Bu gergek, (3.3) esitsizligi ile birlikte gbz oniine alinirsa
d(Xp11,0) < d(xl,p)ane—(l—k)Z&q amPBm (3.4)

olur. (3.4) esitsizliginin her iki tarafinin limiti alinip ve k € [0,1), Yo @, By =
hipotezleri kullanilirsa lim,_d(x,,p) = 0 elde edilir. Yani {x,} dizisi T

doniistimiiniin sabit noktasi olan p noktasina kuvvetli yakinsar.

Simdi de (3.1) ile tanimlanan modifiye edilmis iterasyon yonteminin T doniisiimiine
gore zayif w2 —kararlilik teoremi ispatlanacaktir.

Teorem 3.1.2.

Teorem 3.1.1 in tiim kosullar1 gegerli olsun. Bu durumda (3.1) ile verilen {x,}
iterasyon dizisi T déniisiimiine gore zayif w? — kararlidir.

ispat.

{x,}, (3.1) ile verilen iterasyon dizisi ve {p,,}  C, {x,} in bir denk dizisi olsun.

qn = Tty ve 1, = T(W (py, Tpn, @y)) olmak iizere

& =d (pn+1r T(W(Tpn’ Tan, an)))

olsun. Ayrica, lim,_,.&, = 0 kabul edilsin.

d(2n, ) = d(T W (X, Tx, Bp)), T(W () TP, B)))
< kd(W (xn, Txn, B, W (P, TP, Bn))
< k[(1 = B)d (e, pn) + Bnd(Txpn, Tpy)]
< k[(1 = Br)d(xn, pn) + Brkd(xp, pn)]

35
= k(1= Bn(1 — k))d(xn, r) Y
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olur. k € [0,1) oldugundan (3.5) ifadesinden
d(Wn, qn) = d(Tzy, T1y)
< kd(zp, 1)
=< k2(1 - ﬁn(l - k))d(xnr pn)
=< (1 - ﬁn(l - k))d(xnr pn)

(3.6)

elde edelir. Benzer sekilde (3.6) esitsizligi kullanilirsa,

d(Pn+1,0)
< d(Pn+1, Xn+1) + d(Xp41,0)
< d (Pusr, TW (TP T, @)
+d(T(W (TP, Tdn, @), A(T(W (T2, TV, @))) + d(¥ns1, D)
< en + kd(W (Tpp, Tdn, &), W (Txn, T¥n, &) + d(Xn11, )
< &p + k[(1 — ap)d(Tpy, Txy) + and(Tqpn, Tyn)] + d(Xp41,p)
< &y + k[(1 — an)kd(pp, 1) + ankd(qn, y2)] + d(xp41,0)
< e, + k2 [(1 — an)d (P, Xn) + an[(1 = Bn(1 = K))d (xn, pn)]]
+d(Xp+1,P)

(3.7)
=&, + kz(l - anﬁn(l - k))d(xn' pn) + d(xn+1’ p)

olur. Teorem 3.1.1 den lim,,_, o d (Xy41,p) = 0 dir. Ayrica, {x,,} ve {p,,} denk diziler
oldugundan lim,,_,..d (x,,, p,) = 0 dir. Simdi (3.7) esitsizliginin her iki tarafinin limiti
alinirsa lim,,o&, = 0 oldugundan lim,,_,d(pn+1, Pn) = 0 elde edilir. Dolayisiyla

{x,} dizisi T doniisiimiine gore zay1f w? — kararldur.
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Teorem 3.1.3.

X, C ve T, Teorem 3.1.1 deki gibi verilsin ve T: X — X, verilen bir & i¢in T nin yaklagim
operatorii olsun. (3.1) ile verilen bir {x,,} iterasyon dizisi ele alalim ve {X,,} asagidaki

gibi tanimlanan iterasyon dizisi olsun.

% €C,
Zn = T(W (&, TR, Bn)),
5, = T2, (3.8)
Tner =T (W(T%0 T an)), V21

Burada {a,},{Bn} [0,1] araligindaki reel dizileri i¢in «@,B, = %, vn>1 ve
Yimeq Ay Bn = oo sartlart saglansin. Eger p = Tp ve lim,_, X, = P olacak sekilde

p=Tpise k € [0,1) olmak iizere

¢
1—-k

d(p,p) <
esitsizligi gecerlidir.
Ispat.
(3.1) ve (3.8) iterasyon yontemlerini kullanarak
d(2n, Zn) = AT W (X, T, Bn)), T(W (X, T, Br)))
< d(TW Cn, T, B)), T(W (F, T, B)))
+ d(T(W (%, T, B ), T(W (in, T2, B )
< kd(W (xn, Txn, Bn), W (n, T2, B)) + €
< k[(1 = B)d(xp, %n) + Bnd(Tx,, T%,)| + €
< k(1 = Bp)d(xp, %n) + kBp[d(Tx,, T%,) + d(T%,, T%,)] + €
< k(1 = B)d(xn, %) + kBnlkd(xp, %) + €] + €

= k(1 = Bu(L = k))d(tn ) + kBt + ¢ (3.9)

elde edilir. (3.9) esitsizliginden
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AW, Fn) = d(Tz,, T2p)
< d(Tz,, T%,) + d(TZ,, T7,)
< kd(z,,z,) + ¢
< k[k(1—B,(1 —k))d(xp, %) + kBre+ €] + &
< k2(1 = Bp(1 = k))d(xn, %) + k2B + ke + € (3.10)

olur. Benzer sekilde (3.10) esitsizliginden k € [0,1) oldugundan
d(Xps1) Znsr) = d (T(W(Txn, Ty, ), T (W (T2, T35, an)))
< d(T(W(Txy, Tyn, @), T (W(Tazn, 5, an))
+d (T (W (T2, T9n ) ), T (W (T2, T3, an))>
< kd(W (Txp, Ty, o), W(T%n, TP, an)) + €
< k[(1 — ap)d(Tx,, T%,) + and(Tyn, T9,)] + €
< k(1 — ay)|d(Tx,, T%,) + d(Tx,, T%,)| + kan[d(Tyy, TH) + d(T5, T9,)] + €
< k(1 — a)[kd(x,, %) + €] + kap[kd(y,, V) + €] + €
=k?(1 — ap)d(xp, %) + k(1 — @) e + k2a,d (Y, V) + kane + €
<k*(1-a)d(x, %) +k(1—a,) e
+k2ay[k2(1 = Ba(1 — k))d(xp, %) + k2 Bre + ke + €] + kaye + €
=k%(1 — a)d (%, %) + k(1 — ap)e + k*a, (1 — B (1 — k)d(xy, %)
+k*a,Bne + k3ane + k?aue + kaye + ¢
< [arn(1 = Ba(1 = K) + (1 — @)|d Cn, %)
+(1—ay)e+afnet+ae+aet+ae+e

= (1= apBn(1 —k)) d(xp, %n) + @nfn + 2ane + 2¢
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bulunur. Her n > 1 i¢in a,, < 1 oldugundan

d(Xp+1, Xni1)
< (1 —ayf,(1— k)) d(xp, X,) + apfne + 4e

= (1 — anfn(1 — k))d(xn, %) + anPne + 4(1 — anfn + anBr)e (3.11)

dir. Her n > 1 i¢in a, 8, = %Varsaylmlndan 1 —a,fn < a,Bn esitsizligi elde edilir.

Bu esitsizlik ile birlikte (3.11) esitsizligi kullanilarak

d(xn+1:55n+1)

< (1= apBn(1—k)) d(xp, %n) + 9 fre

9¢ (3.12)

= (1 - anﬁn(l - k)) d(xn: fn) + anﬁn(l —k) T

1

bulunur. a,, = d(x,, %), T, = anBr(1 — k) ve t, = f_—gk alinip, esitsizlik (3.12) de

yerine yazilirsa Lemma 2.1.28 den

9¢

0 < limsup a,, < limsup (3.13)

n—oo n—oo 1 - k

elde edilir. Teorem 3.1.1 den lim,_ .x, =p Ve hipotezdeki varsayimdan

lim,_ X, = p sonucu bulunur. Bunlar (3.13) esitsizligi ile birlikte kullanirsa

9¢
1-k

d(p,p) <

elde edilir.

3.2. A —Yakinsaklik ve Kuvvetli Yakinsaklik Teoremleri

Hiperbolik metrik uzaylarda 1. tip genellestirilmis (a, 8) —genislemeyen doniisiim
icin (3.1) ile verilen iterasyon dizisinin A4 —yakinsaklik ve kuvvetli yakinsaklik

teoremlerinin ispatlanabilmesi i¢in ihtiya¢ duyulan lemma asagida verilmistir.
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Lemma 3.2.1.

X bir hiperbolik metrik uzay, C de X in bostan farkli konveks bir alt kiimesi, F(T) #
@ olmak tizere T: C — C 1. tip genellestirilmis (@, ) —genislemeyen doniisiim ve
{x,}, (3.1) de verilen iterasyon yontemi ile tanimlanan bir dizi olsun. O zaman her p €

F(T) igin lim,_,..d (x,, p) vardir.

ispat.

Onerme 2.2.15. (i) den,

d(zn,p) = d(TW (xn, TXn, Bn)), D))
< d(W (xp, Txp, Br), D)
< (1 = Bp)d(xpn, p) + Brnd(Txy, p)
< (1 = Bw)d(xp, p) + Bnd(xn, p) (3.14)
= d(xn,p)

elde edilir ve buradan

d(ynl p) = d(TZn: p) < d(Zn: p) < d(xn: p) (3-15)

bulunur. Benzer sekilde, Onerme 2.2.15. (i) ve (3.15) esitsizligi kullanilarak

d(xn+1,0) = A(TW (Txp, Tyn, an)), p)
< dW(Txp, Tyn, @n), p)
< (1 - an)d(Tx,, p) + and(Tyn, p)
< (1= ap)d(qp) + and(n p)
< (1 = ap)d(xp, p) + and(xp, p) (3.16)
= d(xn, p)

elde edilir. Dolayisiyla

d(xn+1r p) < d(xnr p)

bulunur. Boylece her p € F(T) igin {d(x,, p)} dizisi artmayan ve alttan sinirlidir. Bu

sebeple her p € F(T) igin lim,,_,.d(x,,, p) vardir.
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Teorem 3.2.2.

X, n monoton diizgiin konvekslik modiiliine sahip tam diizgiin konveks bir hiperbolik
metrik uzay, C de X in bostan farkli kapali konveks bir alt kiimesi ve T: C — C 1. tip
genellestirilmis (a, ) —genislemeyen doniisim olsun. a, b € (0,1) olmak tizere [a, b]
arahigindaki {a,},{B,} reel dizileri ile (3.1)’ de tanimlanan {x,} iterasyon dizisisi
verilsin. Bu durumda F(T) # @ olmasi i¢in gerek ve yeter sart {x,, } dizisinin sinirl ve

lim,_,od(x,, Tx,) = 0 olmasidir.

Ispat.

F(T) + @ vep € F(T) olsun. Lemma 3.2.1 den lim,,_,,d (x,,, p) vardir ve {x,,} dizisi

sinirhidir. Bazi ¢ = 0 i¢in
lim d(xp,p) = ¢ (3.17)
n—-oo

kabul edilsin. Onerme 2.2.15. (i) den,

d(Txy,p) < d(x,,p)

dir. Bu esitsizligin her iki tarafinin limsup u alinirsa

limsup d(Tx,,p) <c (3.18)

n—-oo

bulunur. Ancak (3.15) esitsizliginden

A, p) < d(x,,p)

dir. Benzer sekilde

limsup d(y,,p) <c (3.19)

n—-0oo

bulunur. (3.16) esitsizliginden

d(xp41,0) < (1 — ap)d(xy, p) + and(Yn, )
= d(xn» p) + an(d(Yn' p) — d(xp, p))
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elde edilir. Buradan

d(xn+1' p) - d(xn: p)
an

< d(Yn,p) —d(xn,p)

olur. {a,} reel dizisi [a, b] araliginda oldugundan

d(xn+1' p) - d(x‘m p)

1
E(d(xn+1'p) — d(x,,p)) < . < d(¥n,p) — d(xp, D)

yazilir. Bu son esitsizlik ve (3.17) esitligi kullanilirsa
c < liminf d(y,, p) (3.20)

n—-oo

bulunur. (3.19) ve (3.20) esitsizliklerinden

lim d(y,,p) =c (3.21)
oldugu goriiliir. (3.15) esitsizligi (3.17) ve (3.21) esitlikleri kullanilirsa

lim d(zp) = ¢ (¢22)

bulunur. (3.14) esitsizliginden

d(zn,p) < d(W (xn, TXn, Bn), p) < d(xn, p)

yazilir. Bu son esitsizlik ile (3.17) ve (3.22) esitliklerinden
7111_)72) d(W (xn, Txn, Bn),p) = ¢ (3.23)

elde edilir. Son olarak; (3.17), (3.18), (3.23) ve Lemma 2.1.27 den

lim,_d(x,, Tx,) = 0 esitligi bulunur.

Simdi tersine {x,,} dizisi sirli ve lim,,_,..d(x,, Tx,) = 0 olsun. p € A(C, x,,) olsun.
Onerme 2.2.17. den,
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r(Tp, {x,}) = limsup d(x,, Tp)

n—-oo
3ta
< 1 limsup d( x,, Txy,) + limsup d(x,,p)
- n—oo n—oco
= limsup d(x,,p)
n—-oo
=1(p, {xn})

olur. Buradan Tp € A(C,{x,}) elde edilir. {x,} dizisi siirli oldugundan Lemma
2.1.26 ya gore A(C,{x,,}) tek noktaya sahiptir. O halde Tp = p olur. Yani F(T) + @
dir.

Yukaridaki iki sonu¢ kullanilarak 1. tip genellestirilmis (a, ) —genislemeyen

doniistimler i¢in (3.1) ile verilen modifiye edilmis iterasyon dizisinin 4 —yakinsaklik

teoremi ispatlanacaktir.

Teorem 3.2.3.

X, n monoton diizgiin konvekslik modiiliine sahip tam diizgiin konveks bir hiperbolik
metrik uzay, C de X in bostan farkli kapali konveks bir alt kiimesi ve T: C - C,
F(T) #+ @ olacak sekilde 1. tip genellestirilmis (a, ) —genislemeyen doniisiim olsun.
a,b € (0,1) olmak tizere [a, b] araligindaki {a,},{B,} reel dizileri ile (3.1)’ de
tanimlanan {x,,} iterasyon dizisisi verilsin. Bu durumda {x,,} dizisi T doniisiimiiniin

sabit noktasina A —yakinsar.

ispat.
Lemma 2.1.26 dan {x,,} dizisi bir tek asimptotik merkeze sahiptir. Yani, A(C,{x,,}) =
x dir. {u,,} dizisi {x,} dizisinin A(C,{u,}) = u olacak sekilde herhangi bir alt dizisi

olsun. Bu durumda Teorem 3.2.2 den

lim d(uy, Tuz) = 0 (3.24)
dir. Teorem 3.2.2 nin ispatina benzer sekilde u noktasinin T doniisiimiiniin bir sabit
noktasi oldugu gosterilebilir. Simdi u sabit noktasinin, {x,} dizisinin {u,} alt dizisi

icin tek asimptotik merkez oldugu gosterilecektir. x # u olsun. Lemma 3.2.1 den

lim,,_, . d(x,, u) vardir ve asimptotik merkezin tekliginden
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limsup d(u,, u) < limsup d(u,, x)

n—->oo n—->oo

< limsup d(x,, x)

n—->oo

< limsup d(x,,u)

n—-oo

= limsup d(u,, u)

n—->0oo

olup bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla x = u dur. Yani u € F(T), {x,} dizisinin her {u,}
alt dizisi i¢in tek asimptotik merkezdir. Bu da {x,} dizisinin T nin sabit noktasina

A —yakinsadigini gosterir.
Simdi, 1. tip genellestirilmis (@, f) —genislemeyen donisiimler i¢in iki kuvvetli

yakinsaklik teoremi ispatlanacaktir.

Teorem 3.2.4.

Teorem 3.2.3 iin varsayimlari altinda eger C, X in kompakt bir alt kiimesi ise {x,}

dizisi T doniistimiiniin sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

ispat.
p € C keyfi bir nokta olsun. € kompakt bir kiime oldugundan {x,,} dizisinin

lim d(xnk,p) =0

k—o0

olacak sekilde bir {xnk} altdizisi vardir. Onerme 2.2.17. den,

3+«
1-p

lim d(xn,, Tp) < lim d(xn,, Txp,,) + Lim d(xn,, p)

yazilir. Teorem 3.2.2 den
’gl_)rg d(xnk,Txnk) =0

elde edilir. O halde Tp = p olur, yani p € F(T) dir. Ayrica, Lemma 3.2.1 den

lim,,_,d(x,, p) vardir ve boylece {x,} dizisi p noktasina kuvvetli yakinsar.

Teorem 3.2.5.

X,C,T ve {x,} Teorem 3.2.3 de verilen ozelliklere sahip olsun. {x,} dizisi T

doniisiimiiniin sabit noktasina kuvvetli yakinsar ancak ve ancak
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liminf d(xp, F(T)) = 0 ya da limsup d(x,, F(T)) = 0

dir. Burada d(x,F(T)) =inf{d(x,p):p € F(T)} dir.

Ispat.
Eger, {x,} dizisi bir p € F(T) noktasina kuvvetli yakinsarsa lim,,_,..d (x,, p) = 0 dur.
Diger taraftan, 0 < d(x,, F(T)) < d(x,,p) oldugundan lim,_,d(x,, F(T)) =0

elde edilir.

Tersine, liminf;, od(x,, F(T)) = 0 olsun. Lemma 3.2.1 den lim,_,.d(x,, F(T))
limiti var ve lim, .d(x,, F(T)) =0 elde edilir. Bu sebeple, her k >1 igin
d(xnk,pk) < zik olacak sekilde {x,} dizisinin bir {xnk} altdizisi ve F(T) de bir {p;}
dizisi vardir. Diger taraftan Lemma 3.2.1 den d(xnk+1,pk+1) < d(xnk,pk) < zik’

yazilir. Bu da

d(pk+1' pk) < d(pk+11xnk+1) + d(xnk.,.l' pk)

1 1 1
+—<——- 0 (k - o iken)

< 2k+1 Zk 2k—1

olmasmi gerektirir. Boylece {py} dizisinin F(T) iginde bir Cauchy dizisi oldugu
goriiliir. Onerme 2.2.15. (ii) ye gore F(T) kapali oldugundan {p,} dizisi p € F(T)

noktasina kuvvetli yakinsar. Diger taraftan, asagidaki esitsizlik yazilir:
d(xn,p) < d(xn, pi) + d(pr, 0.

Eger bu esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa {xnk} dizisinin p noktasina kuvvetli

yakinsadigi goriiliir. Lemma 3.2.1 e gore lim,_,d(x,, p) vardir ve {x,} dizisi p

noktasina kuvvetli yakinsar.

Simdi ise (I) sartin1 kullanarak son kuvvetli yakinsaklik teoremi verilecektir.

Teorem 3.2.6.

X,n monoton diizgiin konvekslik modiiliine sahip tam diizglin konveks bir hiperbolik
metrik uzay, C de X in bostan farkli kapali konveks bir alt kiimesi ve T: C = C,

F(T) #+ @ olacak sekilde 1. tip genellestirilmis (@, 8) —genislemeyen doniistim olsun.
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a,b € (0,1) olmak fiizere [a, b] araligindaki {a,},{B,} reel dizileri ile (3.1)’ de
tanimlanan {x,,} iterasyon dizisisi verilsin. Eger T dontisimii (I) sartin1 sagliyor ise

{x,} dizisi T doniisiimiiniin sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

ispat.

Teorem 3.2.2 den lim,,_,od (X, Tx,,) = 0 dir. O halde (I) sartindan

lim f(d(x,, F(T))) < limd(x,,Tx,) =0
n—oo n—oo

yazilir. f:[0,00) — [0,0) fonksiyonu f(0) = 0 ve her r > 0 igin f(r) > 0 olacak
sekilde azalmayan bir fonksiyon oldugundan limn_)ood(xn,F(T)) = 0 elde edilir,
Teorem 3.2.5 in tiim sartlar1 saglanir ve bu nedenle {x,,} dizisi T doniisiimiiniin sabit

noktasina kuvvetli yakinsar.

Agiklama 3.2.7.

Bu boliimde, hiperbolik metrik uzaylarda genellestirilmis @ —genislemeyen doniisiim
smifini igeren 1. tip genellestirilmis (a, f) —genislemeyen doniistimi kullanilmistir.
Ayrica Banach uzaylarindan daha genel bir uzay olan hiperbolik metrik uzaylarda
caligilmistir. Bu yiizden Teorem 3.2.3-Teorem 3.2.6, [38, 39] in sonuglarini iki sekilde

genellestirmistir: 1) Doniisiim siifi ve 2) Calisilan uzay.

3.3. Niimerik Ornek

Bu kisimda, 1. tip genellestirilmis (a, f) —genislemeyen doniisiime bir niimerik drnek

verilmistir.

Ornek 3.3.1.

X =Rveherx,y € Xi¢ind(x,y) = |x — y| olsun. C = [0, ©) olmak tizere T: C —

C doniisimii
0 € [O 6)
) x ’_ )
Tx = 5
5x c [6 )
127 *S5®

olarak tanimlansin. x = 0 noktasinin T doniisiimiiniin sabit noktasi oldugu agiktir.
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i) x =§ noktasi i¢in T doniisiimi stirekli degildir. Dolayisiyla T genislemeyen

dontigiim degildir.

i) =2vey=2a
X = y = ; almirsa
2| |—5<5—| |
x—Tx < xX—y
fakat
ITx-Tyl=5><-=Ix |
y 575 y

oldugundan T Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiim sartini1 saglamaz.
4 6
i)  x= cvey =_ alinirsa

|Tx —Ty| < alx —y| + Blx — Ty|
1 2a 3B

< —
2- 5 +10
5<4a+3p

oldugundan T ortalama genislemeyen doniisiim sartini saglamaz.

iv) Simdi T nin 1. tip genellestirilmis (@, 8) —genislemeyen doniisim oldugu
gosterilecektir. Bunun i¢in a = %,ﬁ = 1% ve 4 =§ alinarak asagidaki durumlar

incelenecektir.

DurumA: x€ [0, g) icinA|x — Tx| = gx < |x — y| elde edilir. Burada iki durum

s0z konudur:
1) x < y olsun. O zaman gx <y—x=> x< %y =>yE [02) elde edilir.
@ ye [0, S) olsun. Bu durumda

5 6 1
|ITx —Ty|=0< 5 ly| + Elxl + Elx — y| bulunur.
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6 8
(b)y € [E'E) olsun. Bu durumda
-3 S Sl Ly, —
ITx =Tyl = Syl < Zlyl + 5| = 2| + 5 1x — | bulunur.

1 2x 4 6
2) x> yolsun.Ozaman;x SxX-—y=>ys > VYE€ [O'E) c [O'E) olurvebu

durum 1) (a) da verilmistir.

DurumB: «x€ [goo) icin Alx — Tx| = |x - —x| = Zx < |x — ] elde edilir.

Burada iki durum s6z konudur:

7 43 43 6
1) x<yolsun. O zaman —x<y—x= _’y23—6xx=>ye[£,oo)c[g'oo)

elde edilir. Bu durumda

5
Tx —Ty| = —|x —
|Tx — Ty]| 12Ix yl

5 /117x 17y 1
<ﬁ(|§‘§)+§"“y'
<35—x—y |x— 1I -l
12112 12 12

5 |5x

<golis ]+ T3l -l e

olur.
7 36y 29 -
2) x > y olsun. O zaman XS X-y=>x2-_-=YyE€ [5,00) elde edilir.
29 6
@ye [5,5) olsun. Bu durumda
5
ITx =Tyl = = |xl < == = y| + S lxl + = |x — y| dir.
6 . . ..
(b)y € [E’ 00) durumu ise 1) de verilmistir.

Dolayisiyla T genellestirilmis (— —) —genislemeyen tip 1 bir doniistim olup F(T) #
@ dir.

46



Yukarida verilen T doniisiimii kullanilarak KF —iterasyon yonteminin diger iterasyon

yontemlerinden daha hizli bir sekilde doniisiimiin sabit noktasina yakinsadigi

n

gosterilecektir. Bunun i¢in x; =50000ve Vn=>1licin a, =L, =Vn = -0

alinarak asagidaki tablo ve sekil elde edilmistir.

Tablo 3.1. Ornek 3.3.1. deki T déniisiimii i¢in farkli iterasyon ydntemlerinin
yakinsaklik davranislari.

Iterasyon ~Agarwal ~ Abbas Thakur Thakur M KF
sayisl yeni

1 50000 50000 50000 50000 50000 50000
2 20732.8971 9646.8733  8638.7071  19633.4253 8220.2230 8021.1525
3 8498.7280 1977.8457 14754736 72655898 1288.3740 1196.8442
4 3431.1309  420.5066 248.2010 2538.4195  193.5658 167.0390
5 13615599  91.3799 41.0385 839.4244  28.0043  21.9129
6 530.5461  20.1147 6.6629 263.4896  3.9164 2.7135
7 202.9269  4.4589 1.0618 78.7354 0.5312 0
8 76.1902 0.9915 0 22.4611 0 0
9 28.0879 0 0 6.1336 0 0
10 10.1715 0 0 1.6074 0 0
11 3.6200 0 0 0 0 0
12 1.2669 0 0 0 0 0
13 0.2399 0 0 0 0 0
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Sekil 3.1. Tablo 3.1° e karsilik gelen grafik.

Yukaridaki grafikte KF —iterasyon yonteminin T doniisiimiiniin sabit noktasina
Agarwal, Abbas, Thakur, Thakur yeni, M —iterasyon yontemlerinden daha hizli

yakinsadig1 goriilmektedir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasi kapsaminda; 6nce KF —iterasyon yontemi hiperbolik metrik uzaylara
modifiye edilerek daralma déniisiimleri igin zayif w? —kararlilik ve veri bagimlilig
teoremleri ile modifiye edilmis iterasyon yontemi kullanilarak 1. tip genellestirilmis
(a, B) —genislemeyen doniisiimler i¢in baz1 4 —yakinsaklik ve kuvvetli yakinsaklik
teoremleri ispatlandi. Son olarak 1. tip genellestirilmis (a,8) —genislemeyen
doniisiim i¢in bir niimerik 6rnek verilip KF —iterasyon yontemi ile literatiirde var olan

diger iterasyon yontemlerinin sabit noktaya yakinsama hizlari karsilastirildi.

(X, d) bir metrik uzay, C < X bostan farkli bir alt kiime ve T:C — C bir doniisiim

olsun. Eger her x,y € C igin
P(x,y) = ad(Tx,y) + Bd(Ty,x) + (1 - (a + B))d(x,y)

Q(x;J’) = ad(Tx,x) + ﬁd(Ty,)’) + (1 - (a +ﬁ))d(x')’)

olmak tuzere

Ad(x,Tx) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < max{P(x,y),Q(x,y)} 4.1)

olacak sekilde ve a + 8 < 1 sartim1 saglayan a, 8,1 € [0,1) sayilari varsa T ye 2. tip

genellestirilmis (a, ) —genislemeyen doniisiim denir [37].

Arastirmacilar tarafindan; bu tezdeki benzer yaklasimlar kullanilarak hiperbolik
metrik uzaylarda (4.1) esitsizligi ile verilen 2. tip  genellestirilmis
(a, B) —genislemeyen doniisiimler incelenebilir, ayrica hiperbolik metrik uzaylarda

bu doniisiim siifi i¢in bazi niimerik ornekler arastirilabilir.



50



KAYNAKLAR

[1]
[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]
[12]

[13]

Neumann, J. V. (1928). Zur theorie der gesellschaftsspiele, Mathematische
Annalen, 100, 295-320. https://doi.org/10.1007/BF01448847

Picard, E. (1890). Memoire sur la theorie des equations aux derivees partielles
et la methode des approximations successives. Journal de Mathématiques
pures et appliquées. vol. 6, pp. 145-210.

Mann, W. R. (1953). Mean value methods in iteration. Proceedings of the
American Mathematical Society, 4, 506-510. http://dx.doi.org/10.1090/S0002-
9939-1953-0054846-3

Ishikawa, S. (1974). Fixed points by a new iteration method. Proceedings of
the American Mathematical Society, 44(1), 147-150.
https://doi.org/10.2307/2039245

Noor, M.A. (2000). New approximation schemes for general variational
inequalities, Journal of Mathematical Analysis and applications, 251(1), 217-
229. https://doi.org/10.1006/jmaa.2000.7042

Agarwal, R. P., O Regan, D., & Sahu, D. (2007). Iterative construction of fixed
points of nearly asymptotically nonexpansive mappings. Journal of Nonlinear
and convex Analysis, 8(1), 61-79.

Abbas, M., & Nazir, T. (2014). A New faster iteration process applied to
constrained minimization and feasibility problems. Matematicki Vesnik, 66,
223-234.

Thakur, B. S., Thakur, D., and Postolache, M. (2016). A new iteration scheme
for approximating fixed points of nonexpansive mappings. Filomat, 30(10),
2711-2720. https://doi.org/10.2298/FIL1610711T

Thakur, B. S., Thakur, D., and Postolache, M. (2016). A new iterative scheme
for numerical reckoning fixed points of Suzuki’s generalized nonexpansive
mappings. Applied  Mathematics and  Computation, 275,  147-155.
https://doi.org/10.1016/j.amc.2015.11.065

Ullah, K., Arshad, M. (2018). Numerical reckoning fixed points for Suzuki’s
generalized nonexpansive mappings via new iteration process. Filomat, 32(1),
187-196. https://doi.org/10.2298/FIL1801187U

Cardinali, T., and Rubbioni, P. (2010). A generalization of the Caristi fixed
point theorem in metric spaces. Fixed Point Theory, 11(1), 3-10.

Berinde, V. (2003). On the approximation of fixed points of weak contractive
mappings. Carpathian Journal of Mathematics, 19(1), 7-22.

Soltuz, S. M., & Grosan, T. (2008). Data dependence for Ishikawa iteration
when dealing with contractive-like operators. Fixed Point Theory and
Applications, 2008, 1-7.


https://doi.org/10.1007/BF01448847
https://doi.org/10.1006/jmaa.2000.7042
https://doi.org/10.2298/FIL1610711T
https://doi.org/10.1016/j.amc.2015.11.065
https://doi.org/10.2298/FIL1801187U

[14]
[15]
[16]
[17]
[18]
[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]
[29]

Harder, A. M., and Hicks, T. L. (1988). Stability results for fixed point iteration
procedures. Mathematics Japonica, 33(5), 693-706.

Kreyzig, E. (1978). Introductory Functional Analysis with Applications, John
Wiley & Sons, New York.

Soykan, Y. (2012). Fonksiyonel Analiz, Genisletilmis ve Yeniden
Diizenlenmis (2. Baski). Nobel Yayincilik. Ankara.

Maddox, 1.J. (1970). Elements of Functional Analysis, Cambridge University
Press.

Brown, A. L., and Page, A. (1970). Elements of Functional Analysis, The New
University Mathematics Series.

Edelstein, M. (1972). The construction of an asymptotic center with a fixed-
point property. Bulletin of the American Mathematical Society, 78, 206-208.

Lim, T. C. (1976). Remarks on some fixed point theorems. Proceedings of the
American Mathematical Society, 60(1), 179-182.
https://doi.org/10.1090/S0002-9939-1976-0423139-X

Timis, 1. (2010). On the weak stability of Picard iteration for some contractive
type mappings. Annals of the University of Craiova-Mathematics and
Computer Science Series, 37(2), 106-114.
https://doi.org/10.52846/ami.v37i2.324

Pugachev, V. S., and Sinitsyn, I. (1999). Lectures on functional analysis and
applications. World Scientific Publishing Company.

Curtain, R.F., Pritchard, A.J. (1977). Functional in Modern Applied
Mathematics, Academic Press, London.

Takahashi, W. (1970). A convexity in metric space and nonexpansive
mappings, I. In Kodai mathematical seminar reports (Vol. 22, No. 2, pp. 142-
149). Department of Mathematics, Tokyo Institute of Technology.
https://doi.org/10.2996/km;/1138846111

Kohlenbach U. (2005). Some logical metatheorems with applications in
functional analysis. Transactions of the American Mathematical Society,
357(1), 89-128.

Khan, M. A. A. (2013). Convergence analysis of a multi-step iteration for a
finite family of asymptotically quasi-nonexpansive mappings. Journal of
Inequalities and Applications, 2013, 1-10.

Shimizu,T. and Takahashi, W. (1996). Fixed points of multivalued mappings
in certain convex metric spaces, Topol. Methods Nonlinear Anal., 8 (1), 197—
203.

Berinde, V.(2007). Iterative Approximation of Fixed Points, Springer, Berlin.

Khan, A. R., Fukhar-Ud-Din, H., and Ahmad Khan, M. A. (2012). An implicit
algorithm for two finite families of nonexpansive maps in hyperbolic
spaces. Fixed  Point  Theory and  Applications, 2012(1),  1-12.
https://doi.org/10.1186/1687-1812-2012-54.

52


https://doi.org/10.52846/ami.v37i2.324
https://doi.org/10.2996/kmj/1138846111

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

Banach, S. (1922). Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur
application aux équations intégrales. Fundamenta mathematicae, 3(1), 133-
181.

Senter, H. F., Dotson, W. (1974). Approximating fixed points of nonexpansive
mappings. Proceedings of the American Mathematical Society, 44(2), 375-
380.

Zhang, S. S. (1975). About fixed point theory for mean nonexpansive mapping
in Banach spaces. Journal of Sichuan University, 2, 67-68.

Suzuki, T. (2008). Fixed point theorems and convergence theorems for some
generalized nonexpansive mappings. Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 340(2), 1088-1095. https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2007.09.023

Garcia-Falset, J., Llorens-Fuster, E., and Suzuki, T. (2011). Fixed point theory
for a class of generalized nonexpansive mappings. Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 375(1), 185-195.
https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2010.08.069

Aoyama, K., Kohsaka, F. (2011). Fixed point theorem for a —nonexpansive
mappings in Banach spaces. Nonlinear Analysis: Theory, Methods &
Applications, 74(13), 4387-4391. https://doi.org/10.1016/j.na.2011.03.057

Shukla, R., Pant, R., and De la Sen, M. (2016). Generalized o —nonexpansive
mappings in Banach spaces. Fixed Point Theory and Applications, 2017, 1-16.
https://doi.org/10.1186/s13663-017-0597-9

Akutsah, F., Narain, O. K. (2021). On generalized (a, 3) — nonexpansive
mappings in Banach spaces with applications, Nonlinear Functional Analysis
and Applications, 26(4), 663-684. https://doi.org/10.22771/nfaa.2021.26.04.02

Ullah, K., Ahmad, J., and Khan, F. M. (2022). Numerical reckoning fixed
points via new faster iteration process. Applied General Topology, 23(1), 213-
223. https://doi.org/10.4995/agt.2022.11902

Temir, S., Korkut, O. (2022). Approximating fixed points of generalized
a —nonexpansive mappings by the new iteration process. Journal of
Mathematical Sciences and Modelling, 5(1), 35-30.
https://dx.doi.org/10.33187/jmsm.993823

53


https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2007.09.023
https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2010.08.069
https://doi.org/10.1016/j.na.2011.03.057
https://doi.org/10.4995/agt.2022.11902

54



OZGECMIS

Ad-Soyad :Emre OZTURK
OGRENIM DURUMU:
« Lisans :2013, Biilent Ecevit Universitesi, Matematik Boliimii

« Yiiksek lisans  :Devam ediyor, Sakarya Universitesi, Matematik, Fonksiyonlar
Teorisi ve Fonksiyonel Analiz

TEZDEN TURETILEN ESERLER:

e Sahin, A., Oztiirk, E., Aggarwal, G. (2023). Some fixed-point results for the
KF —iteration process in hyperbolic metric spaces. Symmetry, 15(7), 1360.
https://doi.org/10.3390/sym15071360

e Sahin, A., Oztiirk, E., Aggarwal, G. (2023, 11-14, July). Some fixed point results
for the KF —iteration process in Kohlenbach hyperbolic spaces. 14th International
Conference on Fixed Point Theory and its Applications (ICFPTA - 2023). Brasov,
Romania.


https://doi.org/10.3390/sym15071360

