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SIMGELER VE KISALTMALAR

F, : n. Fibonacci sayist

Ly : n. Lucas sayis1

(E) : Fibonacci dizisi

(L) : Lucas dizisi

U,) : Genellestirilmis Fibonacci dizisi
V) : Genellestirilmis Lucas dizisi

U, : n. Genellestirilmis Fibonacci sayisi
V, : n. Genellestirilmis Lucas sayis1
(P . Pell dizisi

Q) : Pell-Lucas dizisi

|A| . A kare matrisinin determinanti
At : A kare matrisinin n. kuvveti

[a] . a reel say1sinin tam degeri

I : Birim matris

N : Dogal sayilar iimesi

> : Toplam sembolii
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MATRISLER YARDIMIYLA GENELLESTIRILMIS FIBONACCI VE
LUCAS SAYILARI iLE iLGILi OZDESLIKLER UZERINE

OZET

Leonardo Fibonacci Avrupa orta ¢agmin en gen¢ matematik¢isi olarak taninir.
Matematik yazilarinda verdigi bilgiler disinda hayati hakkinda ¢ok az sey
bilinmektedir. Pisali bir tiiccar olan babasi Fibonacci’ye heniiz ¢ocuk yastayken
Cezayir’in Bugia sehrinde ticaretlerini takip etmesi ve hesaplama sanatini 6grenmesi
icin ilk egitimini aldirir. Fibonacci, Hint-Arap sisteminin o zamanlar Italya’da
kullanilan Romen numaralandirma sistemine gore daha iistiin olduguna ikna olmustur.
Daha sonra Fibonacci 1202°de ncii ¢alismasi Liber Abaci’yi yayinladi. Liber Abaci
kitabinda bahsedilen 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... say1 dizisi birgok matematik¢inin ilgisini
cekmistir. Bu dizinin elemanlar1 kendinden 6nceki iki saymin toplami seklindedir. Bu
say1 dizisine Fibonacci dizisi denir. n. Fibonacci sayis1 F, ile gostrilir. Baglangi¢
kosular farkli secildiginde olusan bir diger dizi ise 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, ... seklinde
tanimlanan Lucas dizisidir. n. Lucas sayis1 L, ile gostrilir. Bu iki dizi baslangi¢
kosullar1 Fy = 0,F; =1ve Ly =2,L; =1,n > 2 i¢in swrastyla F, = F,, 4 + F,,_, ve
L, = L,_41 + L,,_, tekrarlama bagintilar1 ile tanimlanir. Literatiirde bu iki dizi ile ilgili
bircok 06zdeslik bulunmaktadir. Bu 06zdesliklerin ispatinda ise matrislerden,

matematiksel timevarimdan ve Binet formiillerinden yararlanilmigtir. Bu matrislerden
1 1

1 0
yilinda Charles H. King’in San Jose Eyalet Koleji yiiksek lisans tezinde “Fibonacci’nin

Bazi Diger Ogzellikleri” bashgiyla ortaya c¢iktigi biliniyor. Burada, Q =
(1 (1)) matrisinin n. kuvveti Q™ = (F’I@“ FF” )’dir. [lk olarak 1753 yilinda Robert
n n-1

Simson tarafindan verilen F,, 1 F,,_; — E? = (—1)™ Cassini 6zdesliginin daha sonra Q
matrisi ile ilgili |Q|™ = |Q™| esitligi yardimiyla elde edildigi goriilmiistiir. Burada
Fibonacci ve Lucas dizileri baslangi¢ kosullar1 farkli secildiginde elde edilen
dizilerden sadece ikisidir. Daha sonra genel bir tanim yapilmistir. Genellestirilmis
Fibonacci ve genellestirilmis Lucas dizileri sirasiyla Uy = 0,U; = 1,V, = 2,V; =
k,n>2 i¢in swrasiyla U, = kU,_, +tU,_, ve V, =kV,_; +tV,_, tekrarlama
bagntilart ile tanimlanmustir. Literatiirde bu iki dizi ile ilgili birgok o6zdeslik
bulunmaktadir. Bu 6zdeslikleri elde etmek i¢in farkli yontemler kullanilmistir. Bu
yontemlerden biri de kare matrisleri kullanmaktir. Bu matrislerden en bilineni ise A =
(II (t)) matrisidir. Bu matrisin n. kuvveti A™ = (Ul’}: tlt]l,ﬁ) ‘dir. Burada |A|" =
|A™| esitligi kullanildiginda Cassini 6zdesliginin en genel hali olan U, ,U,_; — U2 =
(=)™t 6zdesligi elde edilir.

en bilineni ise Q = ( ) Fibonacci matrisidir. Q matrisinin ilk kullanimi 1960

Birinci boliimde ¢alismanin igerigi hakkinda bazi bilgiler kisaca verilmistir. Ayrica
karesel matrisler ile ilgili literatiirde bulunan bazi ¢alismalar tanitilmistir ve alinan
matrislerin genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili 6zdesliklerin
tiiretilmesinde nasil kullanildigindan bahsedilmistir.
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Ikinci boliimde, ilk olarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarmin tanimlari
verilmistir. Daha sonra bu sayilarla ilgili baz1 6zelliklere yer verilmistir.

Uciincii boliimde, ilk olarak terimleri {0,1, +a, +b, a + b, —ab} kiimesinde olan

2 X 2 boyutlu matrisler segilerek bu matrislerin n. kuvveti hesaplanmistir.
Hesaplamalar yapilirken segilen kare matrislerin 6zdegerleri ve oOzvektorleri
kullanilarak kosegenlestirilip n. kuvvetleri hesaplanmistir. Daha sonra buradan
hareketle elde edilen matrislerde

k+VEk2+4t
a:a:—
2
ve
k—VkZ+4t
b= ,8——

alinarak terimleri genellestirilmis Fibonacci sayisi ve genellestirilmis Lucas sayisi olan
bazi yeni 2 X 2 boyutlu matrisler elde edilmistir. Elde edilen bu matrislerden Binom
acilimi yardimiyla, n ve m dogal say1 iken

Un+1 = tZ}l:o (7) (_1)11—] ijn—j—p
Un = =30 (?) (D" KU,
Vo = Xjso (111) D" KV,
Uppy = 37 (”) (=)™ tU v
mn+1 J=0\j mn—-1-mj ¥m
UmUmn+mk+m = Umn+mUmk+m + (_t)mUanmka

v = = 5o (%) (e tym Ui,

j i
V=30, ()( O™ Upns1-2mj»
=0 (7) Vin-2my (=

( (=" Vs Vo

)
k™ = (7) t) Un- 2j41
2k" = ?0()( t) Vn 2j

k(2 + 40" = 52280 () Ul o,

J

0= ]0()( t) Un 2j

20k% + 40" = B3 (1) UUznoajon,

XVi



0= 7:0 (;l Umn—ij(_t)mj
0zdeslikleri elde edilmistir.

Ayrica n tek dogal say1 iken
= kY}0 tUp_yj,
Vo = kz;':(} Uz,
?;(} tjUn—Zj—l =0,

n-1

z:120( )( £) Up- 2j = Zn ”“( )( " ]UZJ -n
205, (k2 +46) T = 570 (") Upnncmy (=)™ (=1,

0= (7) O™ (=1 Viun-2my

ve n ¢ift dogal say1 iken

() Oy = 5, (7) (-

203 (k2 + 40)% = X0 (") Vinnozmy (—O™ (= 1)/,

0= X% (") Unn—zm (O™ (—1))
gibi Ozdeslikler bulunmustur. Daha sonra terimleri {0,1, +k, ¢, 2t, +kt, k? + 2t}
kiimesinde olan baz1 2 X 2 boyutlu matrisler segilerek bu matrislerin de n. kuvveti
hesaplanmistir. Elde edilen bu matrisler yardimiyla da yukarida verilen 6zdesliklere

benzer yeni 6zdeslikler elde edilmistir. Son olarak ise elde edilen matrisler yardimiyla
(ke +40) (=" = Viq Vipog — WY
0zdesligi elde edilmistir.

Dordiincti boliimde ise 3 X 3 boyutlu matrislere yer verilmistir. Bu bolimde bazi
kaynaklardan alman 3 X 3 boyutlu matrislerin 6zdeslik elde etmede nasil
kullanildigindan bahsedilmistir. Daha sonra 3 X 3 boyutlu bazi matrisler verilip n.
kuvvetleri kosegenlestirme yontemi kullanilarak hesaplanmistir. Bu matrisler yeni
Ozdeslikler elde etmek icin kullanilmistir. Bu 06zdesliklerden bazilari asagida
verilmistir.
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Un+n = UnUnpyq + U1 Upy,
Unn+mk+mUm = UmntmUmicem — (O™ Ui Unne,
Unmn+miUm = UnnUmiam — ()" Unn-m Uk »

(=)™ ™UR = U = Unn-mUmn+m-

Besinci boliimde sonug ve oneriler yer almaktadir.
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ON IDENTITIES RELATED TO GENERALIZED FIBONACCI AND LUCAS
NUMBERS BY THE HELP OF MATRIiCES

SUMMARY

Leonardo Fibonacci is known as the youngest mathematician of the European Middle
Ages. Little is known about his life, except for a few facts he gave in his mathematical
writings. His father gave him his first education in Bugia, Algeria, to learn the art of
calculation in order to follow their trade. Fibonacci was convinced that the Indo-
Arabic system was superior to the Roman numbering system used in Italy at the time.
Fibonacci then published his pioneering work, Liber Abaci, in 1202. The
1,1,2,3,5,8,13, ... number sequence mentioned in the book Liber Abaci has attracted
the attention of many mathematicians. The elements of this array are the sum of the
two numbers before it. This sequence of numbers is called the Fibonacci sequence.
The nth Fibonacci number is denoted by F,. Another sequence that occurs when the
initial conditions are chosen differently is the Lucas sequence defined as
2,1,3,4,7,11,18, .... The nth Lucas number is denoted by L,,. These two sequences
are defined by the recurrence relations F,, = F,,_y + F,_, and L,, = L,_; + L,,_, for
n > 2 with the initial conditions F, = 0,F; = 1and L, = 2,L; = 1, respectively.
There are many identities regarding these two sequences in the literature. In proving
these identities, matrices, mathematical induction and Binet formulas are used. The
1 1

1 0
that the first use of the Q matrix appeared in 1960 in Charles H. King's San Jose State

College master's thesis under the title "Some Properties of the Fibonacci Numbers".
The nth power of the matrix Q = (1 1) isQ" = (F"“ fn ) It has been seen that
10 Fy  Fhg
the equation F,,,F,_; — E? = (—1)™ (Cassini's identity) given by Robert Simson in
1753 is obtained from the equation|Q|™ = |Q™|. Here, Fibonacci and Lucas sequences
are just two of the sequences obtained when initial conditions are chosen differently.
Then, a general definition was made. Generalized Fibonacci and generalized Lucas
sequences are defined by the recurrence relation U,, = kU,,_; + tU,_,, Uy = 0,U; =
1 and V, = kV,,_; + tV,_,, Vo = 2,V; = k, respectively. There are many identities
regarding these two series in the literature. Different methods have been used to obtain

these identities. One of these methods is to use square matrices. The most well-known
k

1
). When the |A|™" =|A™| equation is used here, the identity

most well-known of these matrices is the Fibonacci matrix Q = ( ) It is known

of these matrices is A=(

(Un+1 tUn
U, tU,_,
Ups1Up—1 — U2 = (=)™ 1, which is the most general form of Cassini's identity, is
obtained. In this study, new identities were obtained after taking the power of different
square matrices by diagonalizing them.

8) The nth power of this matrix is A" =

In the first chapter, some brief information about the content of the study was given.
In addition, some studies in the literature on square matrices were introduced and it
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was mentioned how the matrices were used to obtain identities regarding generalized
Fibonacci and Lucas sequences.

In the second chapter, firstly, the definitions of generalized Fibonacci and generalized
Lucas numbers were given. Later, some theorems about these numbers were given.

In the third part, some 2 x 2 square matrices with terms {0,1, +a, +b,a + b, —ab}
were selected and the nth power of these matrices was calculated. While making the
calculations, the eigenvalues and eigenvectors of the selected square matrices were
found, diagonalized and nth powers were taken. Then, in these matrices obtained,

k+Vk2+4t
a=qQ =—
2
and
k—VkZ+4t
b = ,3 = —

were used and the terms were used as generalized Fibonacci number and generalized
Lucas number. Using these matrices and Binomial expansion, the following identities
were found when n and m are natural numbers:

Unsr = t X0 (}) (D" K Vo,
Un = =% (1) D" KUy,

Unns1 = Xj=o (1}) (=" tUnp—1-m; Vi
UnUnnsmism = UmnsmUmkam + ()" Upnn Ui,
Vo = X0 (;l) (—Dn ijn—ja

"o (1) (CD" Vo Vi
= - S () -
n:o (n) (_t)mj Umn+1—2mja
"o (1) (-O™ Viun-zmj.

k=300 (1) (<07 Unogjin,

)m+mj Umn—ij—m
Um

2k™ = Y- o( )( £) Vaozj,
Kk + 400" = 22080 () U Uy

z(kz + 4t)n _ 22n+1 (2n+1) ¢ U2n 2+t
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7o (1) 0 Unzj = 0,

o

) )m] Umn 2m] — 0’
2TL+1 (2n+1) t Vzn 2] — 0

?0()( t)m mn-2mj — =0,
?:0 (;l) Umn—ij(_t)mj =0.
;'l=_01 tjUn—Zj—l =0,

n-1
Zjio (;l) (_t)]Un—zj = Z;l:nTH (7) (—t)n_] Uzj—n )
n-1 .
k(K2 +40) 7 = 2o () 0 Unoajon,

2 -t n n 1 1
20 (k% +4t) 7 = X720 (1) Uz (=)™ (=1)7,
Vn = kz:n;(:)l tjUTl—Zj’

- kzn 1t]+1Un 2j=2»

Zj;:)( )t Vn-zj = = X} nn ()¢ 07V,

?0(1)( t)m]( 1)]an 2mj — =0

if n is an odd natural number.

0 () Oy = 5, (7) (-0
(k% + 4t)7 = n, (1}1) t Upz i1,

20 (k2 + 402 = X0 (") (O™ (=) Vinn-zmy,

"0 (%) Unnezm (=)™ (=1) = 0

if n is an even natural number.

Then, some 2 x 2 square matrices whose terms are in the set {0,1, +k, t, 2t, +kt, k? +
2t} are selected and the nth power was calculated. With the help of these matrices,
identities similar to those given above were obtained. Finally, with the help of the

obtained matrices, the identity
(k? +4) (=" = Vypy 1 Vog — V7

was found.
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In the fourth chapter, 3 x 3 square matrices were included. In this section, it was
mentioned how 3 x 3 square matrices taken from some sources were taken and used
to obtain identities. Then, some 3 X 3 square matrices are given. The nth powers of
these matrices were calculated using diogonelizetion method. These mtrices were used

to obtain some identities such as
Unin = UnUpy1 + tUp—1 Uy,

Umn+mk+mUm = mn+mUmk+m - (_t)mUanmki
Unn+mkUm = UnnUpmicsm — (_t)mUmn—mUmk )
(_t)mn_murzn = UErm — Unn-mUmn+m-

In the fifth chapter, results and suggestions regarding the study were given.
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1. GIRIS

Leonardo Fibonacci, Leonardo Pisano veya Pisa’li Leonard olarak da bilinir. Avrupa
orta gaginin en geng ve basarili matematikgisi olarak taninir. Babasi, Fibonacci’ye aile
ticaretini takip etmesi ve hesaplama sanatini1 6grenmesi i¢in Cezayir’in Bugia sehrinde
ilk egitimini aldirir. Burada Fibonacci Hint-Arap hesap teknikleriyle tanigir[1]. Hint-
Arap sistemindeki matematiksel hesaplamalarin nasil yapildigini agiklayan Liber
Abaci kitabin1 yazar. Siiphesiz ki Fibonacci’yi taninir yapan Liber Abaci kitabinda
bahsettigi 1,1, 2,3, 5, 8,13, 21, ... say1 dizisidir. Bu say1 dizisi Fibonacci dizisi olarak
bilinir. Bu dizi elemanlarina Fibonacci sayilar1 denir. n. Fibonacci sayis1 F, ile

gosterilir. Bu dizinin terimleri Fy = 0, F; = 1 baslangi¢ kosullari ve n > 2 i¢in

FE, = F,_; + F,,_, tekrarlama bagintis1 ile tanimlanir[1]. Fibonacci dizisi bir¢ok
matematik¢inin ilgisini ¢ekmistir. Bunlardan birisi de Frangois Edouard Anatole
Lucas’tir. Baslangic kosullar1 farkli secildiginde olusan 2,1, 3,4,7,11,18, ... say1
dizisine ise Lucas dizisi denir. n. Lucas sayis1 L, ile gosterilir Bu dizinin terimleri
Ly = 2,L; = 1baglangi¢ kosullart ve n>2 i¢in L, =L,_, + L,_, tekrarlama
bagintisi ile tanimlanir[1]. Literatiirde bu iki dizi ile ilgili yapilan ¢alismalar sonucunda
bir¢ok 6zdeslik elde edilmistir. Bu 6zdegliklerin ispatinda matrislerden, matematiksel

tiimevarimdan ve Binet formiillerinden yararlanilmistir. Bu matrislerden en bilineni

Q= (i (1)) Fibonacci matrisidir. Q matrisinin karakteristik denklemi x?2 —x — 1 =

1+V5
2

0 olup kokleri ise a = ve B =1_T\/§ ‘dir. Q matrisinin n. kuvveti Q" =

(Fn+1 Fy
Fo  Fnoq

)’dir[l]. Q Matrisinin tarihi gegmisine bakilirsa ilk olarak Q matrisinin
temel kullanim1 1960 yilinda Charles H. King’in San Jose Eyalet Koleji yiiksek lisans
tezinde “Fibonacci’nin Baz1 Diger Ozellikleri” bashigiyla ortaya ¢cikmistir[2]. Halbuki
Fibonacci Q matrisinin ilk ortaya ¢iktigi yer Joel Brenner’in “Lucas’in Matrisi”
baslikl1 makalesinin bir 6zetinde yer almaktadir. Bu 6zet, Mart 1951 tarihli American
Mathematical Monthly dergisinin 221 ve 222. sayfalarinda yayimlandi[3]. Burada

1 1
1 0

Fppw B

Brenner, Q = ( E. F,,

) matrisinin n. kuvvetinin ( )’e esit oldugunu verir.



Fppw B )

Q matrisi 6zdesliklerin ispatlarinda kullanilmistir. Ornegin; Q™ =< E P
n n-1

matrisinin determinant1 alindiginda Cassini 6zdesligi, yani F, 41 F,,_; — E? = (—1)"

elde edilir. Ayn1 o6zdeslik [4,5] numarali Kaynaklarda ele alman R = ((1) 1)
Fn—l Fn
Fn Fn+1

determinant1 alinarakda elde edilmistir. Burada Q ve R matrisleri benzer matrislerdir.

matrisinin n. Kuvvetinin R" =( ) oldugu gosterilerek ve bu R™’nin

Benzer matrisler ayn1 6zdeslikleri verir. Bu ¢alismada genellestirilmis Fibonacci ve
Lucas dizileri ile ilgili yeni 6zdeslikler elde etmek igin bircok karesel matristen
yararlanilacaktir. Bunun igin ilk 6nce genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin
tanimlarin1 verelim. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri (U,) ve (1},),
stirastyla, baslangic kosullan Uy =0,U; =1,V,=2,V; =k ve n>2 i¢cin U, =
kU,_1 +tUp_y, V, = kVy,_q + tV,,_, tekrarlama bagintilar1 ile tanimlanir[6,7]. Bu
dizilerle ilgili bircok 6zdeslik vardir. Bu 6zdeslikleri elde etmek i¢in farkli yollar

izlenmistir.

Hoggatt, Fibonacci ve Lucas sayilarini igeren birgok 6zdeslik vermistir[8]. Daha sonra
bu 6zdeslikler genisletilebilir mi sorusu tizerine yogunlasmistir. Hoggatt ve Bergum,
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerini tanimlayip yukarida bahsedilen

calismada verdikleri 6zdesliklerin en genel halini bulmuslardir[9].

Melham ve Shannon M = (k t) matrisini ele almistir[10]. Bu matris, baslangig

1 0
kosullar1 Wy = a, W; = b,n = 2 i¢in W,, = kW,,_; + tW,,_, tekrarlama bagintis1 i¢in
kullanilmigtir. Burada a = 0, b = 1 alinwrsa U,, = kU,_y + kU,_, illea=2,b =k
alinirsa V,, = kV,,_, + tV,,_, tekrarlama bagintisi ile tanimlanan (U,,) ve (V},) dizileri
elde edilir. Bununla birlikte k =t = 1 alinirsa M matrisi Q matrisine indirgenir.
Melham ve Shannon bu calismada, W,, = kW,,_; + tW,,_, tekrarlama bagmtis1 ve
(U,,) dizisiyle iliskili olan ve ayrica M matrisinin genellestirilmis hali olan

M — (Uk+m _(_t)mUk >
fom Uk _(_t)mUk—m

matrisini tanimlamislardir. . Daha sonra M, ,,, matrisine benzer sekilde

N — (Vk+m —(—t)ka >
fom Vk _(_t)ka—m



matrisinin tanimin1 vererek genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri ile ilgili

Ozdeslikler elde etmislerdir.

k t

Cerda-Morales M = (1 0

) matrisini ele alip

o= (472 )

matrisini tanimlamistir[11]. Bu matrisi kullanarak genellestirilmis Fibonacci ve

Lucas dizileriyle ilgili verilen 6zdeslikleri farkli bir sekilde elde etmistir.

Keskin ve Siar (k t) ve (0 i) matrislerinin X2 = kX + tI denklemini saglayan

1 0 t
X, 2 X 2 boyutlu matrislerin 6zel bir durumu oldugunu belirtmislerdir[12]. Ayrica X
matrisi X = (Z i E a) ve |X| = —t olacak sekilde tanimlanmistir. Bu matrisin n.

kuvvetinin

¥ = (aUn +tU,_, bU,, )
B cUn Un+1 — aly

oldugu gosterilmistir.  Yine determinantt -t olan S = matrisi

N|lRrN|X

tanimlamiglardir. Daha sonra X ve S matrislerini genellestrilmis Fibonacci ve Lucas

sayilari ile ilgili 6zdeslik tiretmek igin kullanmislardir[12].

a b

Kawala ve Lahurikar M(a,b) = <1+a—a2 1—a> matrisini tanimlamistir[13].
b

Burada a = b = 1 alinirsa M (a, b) matrisi Q matrisine indirgenir. Eger a = %g ve

B = 1_2—\@ alindiginda a yerine a, b yerine 1 alinirsa (g ;) matrisi ve a yerine 8, b

yerine —1 alinirsa (g _al) matrisi elde edilir. Bu matrisler Fibonacci ve Lucas
sayilari ile ilgili 6zdeslik elde etmede kullanilmistir.
Kalman ve Mena genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilar ile ilgili 6zdeslik elde

etmek i¢in ((t) ]1() matrisini ele almiglardir[14].

a+b —ab

Gould ( 1 0

) matrisini ele alarak bu matrisin n. kuvvetinin



an+1 _ bn+1 _ab(an _ bn)

a—>b a—b>b
an _ bn _ab(an—l _ bn—l)
a—>b a—b>b

matrisine esit oldugunu belirtmistir[2].

Bu caligmada ise, Gould tarafindan verilen matristen esinlenerek yeni matrisler elde
edilip bu matrislerin n. kuvvetleri hesaplanarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas

sayilari ile ilgili yeni 6zdeslikler elde edilecektir. Ayrica, yukarida belirtilen

=1

k t

1 0) matrisi ile birlikte diislintildiglinde D = kA + 2t

matrisi ele alinarak A = (
e o C 0 t k2t

esitliginin saglandig1 goriiliir. Buradan hareketle B = ( 1 — k) , C = (2 - k)’ E =

(Zt —kt
—k k*+2t

esitliklerinin saglandiklar1 goriilerek genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari ile

) matrisleri icin D =AC=CA, B=C—-A, E=CB=BC

ilgili yeni 6zdeslikler elde edilecektir.

k+Vk2+4t —Vk2+4t

_ Kk , a 1 B -1
Bunun yam sira, a = —, Ve g = . olmak tizere (0 ,3) ve ( )

0 «a
matrisleri kullanilarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileriyle ilgili bazi

Ozdeslikler verilecektir.



2. ON BILGIER

Tamm 2.1. k ve t sifirdan farkli tam sayilar ve k% + 4t # 0 olsun. Bu durumda U, =
0, U; =1 olmak {izere n = 2 i¢in U, = kU,_, + tU,_, ile verilen (U,) dizisine
genellestirilmis Fibonacci dizisi denir. U,,’e ise n. genellestirilmis Fibonacci sayisi

denir[1].

Tamm 2.2. k ve t sifirdan farkli tam sayilar ve k? + 4t # 0 olsun. Bu durumda V, =
2, Vi = k olmak tizere n = 2 igin V,, = kV,,_; + tV,_, ile verilen (V;) dizisine

genellestirilmis Lucas dizisi denir. V,,’e ise n. genellestirilmis Lucas sayis1 denir[1].

Burada U, yerine U, (k, t), V,, yerine ise V,,(k, t) yazilabilir. Bu dizilerde, 6zel olarak
k =t = 1 alindiginda sirasiyla (F,) Fibonacci dizisi, (L,) Lucas dizisine doniisiir.
Ayrica, k = 2 ve t = 1igin (U,) ve (V) dizileri sirasiyla, (B,) Pell dizisi ve (Q,)

Pell-Lucas dizisine doniisiir.

Ote yandan, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerine iliskin karakteristik

denklemi x? — kx — t = 0 olup bu denklemin kokleri

_k+Vk?+4t
“= 2

ve
ﬁ_k—\/k2+4t
=——

dir. Burada, a + =k, af = —t, a—f =Vk?+4t,a’ =ak+t, B2 =Pk+t
oldugu kolaylikla goriiliir.

Ayrica; n € N i¢in negatif terimli genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari sirasiyla
U_, =—(—t)""U, ve V_, = (—t) ™V, seklinde tanimlanir.

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarina iliskin baz1 6zdeslikler ve bu sayilar ile
bu say1 dizilerinin sagladigi karakteristik denklemin kokleri arasindaki bazi formiiller
verilecektir. Bu boliimde verilecek olan teorem ve dnermelerin ispatinda, bu dizilere

iliskin Binet formiilleri ve matematiksel tiimevarim kullanilacaktir[1,12].



Teorem 2.3. n >1 tamsayaist i¢in asagidakiler dogrudur.

a)a™ =al, +tU,_;,

b) B" = BUn + tUp_1,

c)Vk? +4ta™ = aVy, + tV,_4,
d) —Vk2 + 4t B™ = aV, + tV,_,.

Ispat: Ispat1 matematiksel timevarimla gosterelim.

a)n = 1ligina® = aU; + tUy = a- 1+t -0 = a oldugundan esitlik saglanir. Esitlik
n = k i¢in dogru olsun. O zaman
ak*tl = afa = a( aUy + tUy_,) = a?Uy + atUy_; = (ak + t)Uy + atU,_,
= akUy + tUy + atU,_; = a(kUy + tU,_1)+tU, = aUy.,+tU;

bulunur. Dolayisiyla esitligin n =k + 1 i¢in dogru oldugu goriilir. Su halde
tiimevarim ilkesine gore iddia tamamlanmastir.

b) n=1licinp! = pU; + tUy = a - 1 + t - 0 = S oldugundan esitlik saglanir. Esitlik
n = k i¢in dogru olsun. O zaman

Bt = B*B=B(BU) + tUp_1)=B*Uy + BtU_y = (Bk + YUy + BtU;_,
= BkUy + tUy + BtU,_; = B(kUy + tUp_)+tU, = BUs,q1 + tUy

bulunur. Boylece esitligin n = k + 1 i¢in dogru oldugu goriiliir. Su halde tiimevarim

ilkesine gore iddia ispatlanmaistir.

c)n = 1i¢in
ViZ+4ata' =a(a—B)=a?—af =ka+t+t=ka+2t
=aVl; + tV,
oldugundan esitlik saglanir. Esitligin n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim.
n = k + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim. O zaman
Vi2 + 4ta**t = V2 + dtaka = a(Vk? + 4tak)
= a(aVy + tVy4)
= a?V, + atV,_, = kaV, + tV, + atV,_,
a(kV, + tV,_,) + tV,
= aVpi1 +thy

bulunur ve esitligin n = k + 1 i¢in dogru oldugu goriiliir. Bu ise ispat1 tamamlar.

d)n =1 igin



~VkZ+4tpl = —Bla—B)=P*—af =kB+t+t=kB +2t
=BV, +tV,
oldugundan esitlik saglanir. Esitligin n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. n =
k + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim. O zaman
~VkZ + 4" = —VkZ + 4t B = B(—VEkZ + 4t*) = BBV, + tVy_1)
= B*Vo + BtVy_y = kBVo + tVy + BtViny = BVpiy +

bulunur ve esitligin n = k + 1 i¢in dogru oldugu goriiliir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 2.4. n > 1 ve n tam say1 olmak iizere; n. genellestirilmis Fibonacci ve Lucas

n_pn
sayilari, sirastyla, U,, = % ve I, = a™ + " formiilleri ile verilir.

Ispat: Teorem 2.3’iin a) ve b) sikkinda verilen esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa

an

a™ — " = aU, — BU, bulunur. Buradan U,, = a:z

esitligi elde edilir.
Teorem 2.3’tin ¢) ve d) sikkinda verilen esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa
(a™ + B™MVk? + 4t=V,,(a — B) bulunur. Buradan @ — f = Vk? + 4t ve

k? + 4t # 0 oldugundan V,, = a™ + B" esitligi elde edilir.

amn-pn

a-p

Teorem 2.5. n tam say1 olmak iizere U,, = veV, = a™ + g™ dir.

Ispat:n > 0 icin Teorem 2.4’te ispat1 verilmistir.

a®-p°  1-1

n=0 i¢in Uy = T e 0veVog=a’+p%°=1+1=2 esitlik saglanir.
n < 0 icinm < 0 olmak lizere n = —m yazilabilir. Buradan
g g I gran _gangn
Un = aa:ﬁ =5 a:ﬁ = = a’fﬁm—(i—ﬁ) - (i(trj)tm(_aﬁ—ﬁ)) =07
=U,,
Vy=a'+p =a ™+ p™ =aim+ﬁim= “;:;:

= ()@ + ™)
= V_m
=V,

esitlikler saglanir.



Tanim 2.6. n tam say1 olmak iizere

an—gn
a—p

Lucas dizilerine iliskin Binet formiilleri denir.

U, =

Onerme 2.7. n tam say1 olmak iizere asagidakiler dogrudur.

a) = Upqq + tUp_q,
b) V, = kU, + 2tU,_4,
c) (k2+40)U,, =V, +tV, 4.

Ispat:

a) Binet formiilleri kullanilarak ispati1 yapilir. Gergekten

a,n+1_ﬁn+1 n 1_ﬁn 1 an+1_ﬁn+1_ﬁan+aﬁn

Un+1 + tUn—l + ( aﬁ) - a-pf

a™(a-p)+p"(a-p)
a-p

=a"+p" =
esitligi elde edilir.
b) a) sikkindaki esitlikten yararlanilarak ispati yapilir. Gergekten
Vo=Up,+tUp_1 = kU, +tU,_ +tU,_1 = kU, + 2tU,_4
esitligi elde edilir.
c) Binet formiilleri kullanilarak ispati yapilir. Gergekten
Virr + Vg = @™ + 71 + (—af) (@™ + ")
= ™ 4+ f = pat — af" = a"(a — B) - f(a— )
= (a" = (@~ B)(a ~ B) =5 = Un(k? + 40)
esitligi elde edilir.
Teorem 2.8. n tam say1 olmak iizere agsagidakiler dogrudur.
a) a?" = Vya™ — ()",
b) a®™ = U,Vk? + 4ta™ + (—t)™
Ispat: Binet formiilleri kullanilarak ispat1 yaplir.

a) V;lan _ (_t)n — (an + Bn)an _ anﬁn — aZn + anﬁn _ anﬁn — aZn

ve V, = a™ + B formiillerine sirastyla, genellestirilmis Fibonacci ve



oldugu goriiliir.
b) UnVAZ + 4t + (—t)" = L2 (@ — p)a” + anp"
= q%" — g™ + @B = a?"
esitligi elde edilir.
Onerme 2.9. X, 2 X 2 boyutlu matris olmak iizere
X?=kX +tlisehern € Zigin X" = U,X + tU,_,I esitligi dogrudur[12].
Teorem 2.10. X, 2x2 boyutlu matris olmak tizere

b

I — a) ve detX = —t veya A € {a, f} olmak lizere

X2=kx+t1<:>X=(‘C‘

X = Aldu[12].

b

aly, + tU,_, bU,, )
k —

_(a
Sonug 2.11. X = (* U, T

)ve |X| =—tiseX”=(
a

dir[12].
Sonug¢ 2.12. n tam say1 olmak tizere

V2 — (k* + 4t)UZ = 4(—t)"
dir.

Ispat: Binet formiilleri kullanilirsa

n_ pny2
V= (kP +40UE = (@ + B = (k* + 40) 22
— 21 npn 2n _ 2 @-2a" T+
=a "+ 22"+ (a—PB) a5

= ¥ 42a"B" + B2 — P + 2a" BT — BN
= 4a"p"
=4(—t)"
esitligi elde edilir.
Teorem 2.13. m ve n tam say1 olmak iizere asagidakiler dogrudur.
) Umsn = UnUpyq1 + tUpm_1Up,
b) (=) M Up-n = Um—1Up — UpUn_y,

€) Uf = Upy1Up_g = (_t)n_l :



ispat:

a) Binet formiilleri kullanilirsa ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

UnnUn s + Uy Uy = (S ) (2B ) (222 ) (22

. am+"+1—am,Bn"'l—an+1ﬁm+ﬁm+n+1+(—aﬁ)(am+n'1—am‘lﬁn—a”ﬁm‘1+ﬁm+”'1

(a—p)?
_ am"'""'l—am[f”+1—an+1ﬁm+ﬁm+n+1—am+nﬁ+amﬂ”+1+a”+1ﬁm—aﬂm+”
B (a—PB)?
_ a™ M (a-p)-pm " (a=p)
B (a-B)?
am+n_Bm+n
a-p
= Um4n

ve
b) Um—1Un - UmUn—l
- (=) () () (=)
QMAN=1_gm=-1pn_gnem=-1,4 gm+n-1,(_gg)(gM+n-1_gMm-1gn_gngm-1, gm+n-1

(a—p)?

a™ ﬁm(%1+%)+amﬁm(%+é

a-p

_ OV @M —at ™) | (@)
a—p @p)™™

= (_t)n_lUm—n
oldugu goriiliir.
c) b) sikkinda m yerine n + 1 yazilirsa istenen elde edilir.

Teorem 2.14. n tam say1 olmak {izere

k  kZ+4t Vn  (K2+4t)U,
—_ |2 2 ; n_|[| 2 2 > 3
A= " . iIse A" = U, v, dir.
2 2 2 2

Ispat: Onerme 2.9 kullanilarak ispat1 yapilir. Gergekten

10



k  k2+4t\ [k k2+4t k2+k2+4t  k(k?+4t)+k(k?+4t)
A2 =| 2 2 2 2 — 4 4
1 k 1 k 2k kZ2+4t+k?
2 2 2 2 4 4
k?+2t  k(k?+4t) k k%44t
2 2 k 2 2 1 O
= t(; D) =ka+u
k k2+2t 1 k + 0 1 +
2 2 2 2
saglandigindan
k k2+at
2 1 0
A" =Up A+ tUn gl =Up| 2 2 |+ tUpy (0 1)
2 2
kUp+2tUp—q  (K2+40)Up Ve (K2+40)U,
= 2 2 — 2 2
Un kUp+2tUp_q Un Vn
2 2 2 2
esitligi elde edilir.

Teorem 2.15. k ve t sifirdan farkli tam sayilar olmak tlizere X = (k t) ise

1 0
Xn — (Un+1 tUn >

Up tUp
dir.
e S [ Y IR BT T BT (O Y S

oldugundan Onerme 2.9‘a gore

X" =U,X + tU,_,I

=U, (’; 8) +tU,_, ((1) 2)

B (kUn +tU,, tU, )
B Uy tUn-1

(U
Un  tUn-s

esitligi elde edilir.

Asagida Girard-Waring 6zdesligi verilecek ve bununla ilgili (Uy,), (V,,) dizilerinin

yeni bir agilimi elde edilecektir.

11



Teorem 2.16. ( Girard-Waring 6zdesligi ) x ve y’ler reel sayilar ve n dogal say1 olmak

uzere

X"+ oyt = Zk e DF = (n;k) (e + )" (xy)*

ve

xn+1 n+1

- 32 -k ("7 ") G+ Gy duis),
Teorem 2.16’da x yerine a, y yerine  yazilirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 2.17. n dogal say1 olmak tizere

[ N—=J\, i
=2 (" e el

n—j

)k” 2ie]
J

]
Uny1 = ijzo(
dir.

Teorem 2.15’te verilen X = ('11c (t)) matrisi ile ilgili detaylar i¢in [1,12] numarali

kaynaklara bakilabilir. Bu matrisin 6z degerleri a = u e f= ﬁ ‘dir.

Literatirde bu matris ve benzer matrisler kullanilarak elde edilen bir¢ok

genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileriyle ilgili 6zdeslik vardir[1].

12



3. IKINCIi MERTEBEDEN MATRISLER YARDIMIYLA OZDESLIK
TURETME

a # b olmak tizere (a 1_ b _gb) matrisi ve bu matrisin n. kuvveti
an+1 _ bn+1 _ab(an _ bn)
a—>b a—>b
a™ — pm" _ab(an—l _ bn—l)
a—>b a—>b
: o g Xy .

seklinde verilmistir[2]. Asagidaki teoremde 2 X 2 boyutlu (Z t) matrisinde
yz = —ab ve {x,t} = {a + b, 1} alinarak elde edilen matrisler ve bu matrislerin n.

kuvvetleri kullanilarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri ile ilgili yeni

Ozdeslikler elde edilecektir.

Teorem 3.1. a, b sifirdan ve birbirinden farkli tam sayilar olmak {izere agagidakiler

dogrudur.
aqnti_pnti —ab(a”—bn)
_(a+b —ab\. n _ a-b a-b
a) X = ( 1 0 ) Ise X* = a-pn —ab(a™"1-p1) |’
a—-b a—-b
an+1_bn+1 _a(an_bn)
_ a + b —Qa\ . n _ a—b a—b
b) A= ( b 0 ) Ise A" = b(a™b™  —ab(a™1-p*1) |’
a—-b a-b
a‘l’l+1_b1’l+1 a(an_bn)
_ a + b a\ - n _ a—b a—b
C) B _( —b 0) Ise B¥ = -b(a™-b") —ab(@™ 1-p"*1) |’
a—-b a—b
—ab(a™1-p™" 1) —a(a™-b")
_ (0 —a \. n _ a-b a-b
d) C - (b a+ b) IS C - b(an_bn) qhti_pn+t

a—-b a—-b



—ab(a™1-p" 1)  a(a"-b")

_ 0 a . n _ a-b a-b
€ D= (—b a+ b) Ise D" = —b(a™-b™) anti_pntt
a—-b a—b
an+1_b7’l+1 _b(an_bn)
_f(a +b -—b\. n _ a-b a-b
f) E= ( a 0 ) Ise E* = a(@a®-p™  —ab(@™1-p*1) |’
a—-b a—b
an+1_bn+1 b(an_bn)
_(a+b by, n _ a-b a-b
9) F= ( —a 0) Ise F* = —a(a™-b"™) —ab(a™1-p" 1) |
a-b a—-b
—ab(a™1-p"" 1)  p(a™-b™)
_ 0 b - n _ a—-b a—b
h) G - (_a a+ b) 1se G - _a(an_bn) qnti_pn+t P
a—-b a—-b
—ab(a™*-p"" 1) —b(a™-b™)
: _ 0 —b H n _ a-b a-b
I) H - (a a+ b) I1Se H - a(an_bn) qhti_pn+i
a—-b a—-b

ispat:

BuradaAile G, Bile H, C ile F, D ile E matrisleri benzer matrislerdir. Benzer matrisler
oldugundan dolay1 A, B, C ve D matrislerinin n. kuvvetinin ispatlarinin verilmesi
yeterlidir.

X, A, B, C, D matrislerinin n. kuvvetlerinin hesaplanisinda kosegenlestirme yontemi

kullanilacaktir.

a) X matrisinin karakteristik denklemi |X — AI| = 0yani A2 — (a + b)A + ab = 0’dur.
Bu denklemin kokleri sirasiyla a ve b’dir. Dolayisiyla a ve b, X matrisinin
Ozdegerleridir. Birbirinden farkli iki 06zdeger bulundugundan X matrisi
kosegenlestirilebilirdir. Simdi a ve b 6zdegerlerine karsilik gelen Ozvektorleri

bulalim. a ile ilgili 6zvektorleri bulmak i¢in (X —al)x = 0 denklemi yani
b —ab\ (*1\ _ C e .1 . X1\
(1 —q ) (xz) = 0 denklemi ¢oOziilmelidir. Buradan s # 0 olmak iizere (xz) =

(ass) seklindeki her vektoriin bir 6zvektor oldugu kolaylikla goriilebilir. O halde s =

1 alindiginda (Cll) ozvektori elde edilir. Benzer sekilde, b ile ilgili 6zvektorler i¢in

14



a —ab) (3’1

(X —bI)y = 0 denklemi ele alinirsa ( 1 -\,

) = 0 denklemi ¢oziilmelidir.

Buradan s; # 0 olmak iizere (ﬁ) = (b:1> bicimindeki her vektoriin bir zvektor

1

oldugu gortilecektir. O halde s; = 1 igin (ll)) 6zvektori bulunur. Siitunlar (Cll) ve (?)

b

1) olsun. |P| = a— b # 0 oldugundan P

Ozvektorlerinden olusan matris P= (611

matrisinin tersi P~1 = ﬁ (_1 1 _ab)’dir. Kosegen elemanlar1 6zdegerler olan matris
J = (g 2) olsun. X = PJP1 esitligi saglandigindan X™ = PJ"P~1dir. Dolayisiyla
n qntl_pnti —ab(a”—bn)
n_f(a bya 0\ 11 =b)_ a-b a-b
X" = (1 1) (0 b) a-b (—1 a ) - a-pn —ab(a™"1-pn~1)
a-b a-b

esitligi elde edilir.
b) a) sikkindakine benzer sekilde A matrisinin karakteristik denkleminin

A2 —(a+b)A+ab=0 ve bu denklemin koklerinin a ile b oldugu goriiliir.
Dolayisiyla a ve b, A matrisinin 6zdegerleri olup birbirinden farkli oldugundan A

matrisi kdsegenlestirilebilirdir.
Simdi a ve b 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri bulalim. Buna gore a ile ilgili

(2) Ozvektorleri (Z :Z) (2) = 0 denkleminden s # 0 olmak tizere (2) = (Zi)

olarak elde edilir. O halde s = 1 alindiginda (Z) 0zvektori bulunur. Benzer sekilde

b ile ilgili (ﬁ) ozvektorleri (Z :Z) (i;) = 0 denkleminden s; # 0 olmak tizere

s
(yl) = ( Si) biciminde oldugu goriiliir. Burada s; = 1 alindiginda (1

v, 1) Ozvektoru elde

edilir. Siitunlar (Z) ve (D Ozvektorlerinden olusan matris P = (Z 1) olsun. |P| =

a—b # 0oldugundan P matrisinin tersi P! = alTb( 1 _al)’dir. Kosegen

a O

olsun. A = PJP1 esitliginden A™ =
0 b 8

elemanlar1 6zdegerler olan matris J = (
PJ"P~1dir. Dolay1siyla

an+1_bn+1 _a(an_bn)

A" = (Z 1) (g 2)na_ib(—1b _al) - b(;”_—bb”) —ab(ag__lb—b"_l)
a-b a-b
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esitligi elde edilir.

a+b a

) a) ve b) siklarindakine benzer sekilde goriilebilir ki B = ( _b 0) matrisinin

: X
Ozdegerleri a ile b ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla (x;) = (_a[js) ve

@i) = (_5;1) dir. Burada s =1 ve s; =1 alindiginda sirasiyla (_ab) ve (_11)

Ozvektorleri bulunur. Siitunlari (_ab) ve ( 1 ) Ozvektorlerden olusan matris P =

-1

(& _11) olsun. P matrisinin tersi ise |P| = —a+ b # 0 oldugundan P~% =

. (_1 _1)’dir Kosegen elemanlart 6zdegerler olan matris |/ = (a 0) olsun
—a+b\ b a ' $C8 g 0 b .
B = PJP~ ! esitligi saglandigindan B™ = PJ™P~1 ‘dir. Dolayisiyla

" an+1_bn+1 a(an_bn)

n_(a 1yfa 0 1 (=1 -1\_ | abp a-b

B" = (—b —1) (0 b) —a+b( b a ) — \ -b@"*-b™) -ab(a™"1-pn1)
a-b a-b

esitligi elde edilir.
d) Yukaridakilere benzer sekilde C matrisinin 6zdegerlerinin a ile b ve bu 6zdegerlere

karsilik gelen 6zvektorlerin sirasiyla ( 11> ve (_ab) oldugu gortilebilir. Siitunlar1 bu

1 a

1 —b) olsun. P matrisinin tersi P~ =

Ozvektorlerden olusan matris P =(

alTb(_lb _1a)’dir- J =(8 2) olmak iizere C =PJP~! oldugundan C" =

PJ"P~1dir. Dolayisiyla

" —ab(a™1-p" 1) —a(a™-b™)
n_(1 ay(a 0y 1 (-b -—a)_ a-b a-b
¢ _(—1 —b) (O b) a—b(l 1)_ b(a™-b™) qhtl_pn+l
a-b a-b

esitligi elde edilir.
. .. - (1 a _f(a O
e) Yukaridakilere benzer yontem uygulandiginda P = ( 1 b) ve | = ( 0 b) olmak
tizere D = PJP~! ve dolayisiyla D™ = PJ"P~1 oldugu gériilebilir. Boylece
" —ab(a™1-p™"1)  a(a™-b")
n_(1 ay(a O 1 b —a\ _ a—b a-b
D" = (1 b) (0 b) —a+b (—1 1 ) - —b(a™-b") qhtl_pntl

a—-b a—b

esitligi elde edilir.
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a-pn

Teorem 3.1’ de a yerine o,b yerine § almirsaa+b =k, —ab=t, U, = o

V, = a™ + B olup sonug olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2. k ve t sifirdan farkli tam sayilar olsun. Bu durumda asagidakiler

dogrudur.
_ k ty. . n _ Un+1 tUn )
a) X = (1 0) igin X" = ( U, tU, )
(k —a\.. . (Unps1 —aUn)
b) A= (ﬁ 0 )1g1n A (ﬁUn tu,_. )’

o 5=(ty §)inmn=(Tt o)
0 =3 )n =5 o)
o b= F)imon= (L o)
0 E=(5 F)ign = (U 00
o F=(*, By pr= (U B0
W 6= (0 Byign g = (T B0

i 0 —B\.. tu,_., —pU
) H:(a kﬁ>1§ll’l H"=(a7£,n1 U[jﬂn)'

Teorem 3.3. n dogal say1 olmak iizere asagidakiler dogrudur.
Q) U = 572 (}) D" WUy,

D) Un == () LT KU,

) U1 = o () D" KU,

) V= (}) O RV,

Ispat: Teorem 3.2°deki A = (k —a) veD = (_Oﬁ a) matrislerini ele alalim. Agik

B 0 k
| kA+D—(k _“>+(0 “)—kl AD = DA = —tI’dir. Boyl
Olara = ﬁ 0 _ﬁ k = ve = = Ir. boylece
At = (=D + ki) = 570 (1) (=D)" kI = 57 (1) ()" kI D (3.1)
esitligi elde edilir. Ote yandan
U —aU
An — ( n+1 n) 32
.BUn tUn—l ( )
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oldugundan 3.1 ve 3.2 esitliklerinden
s sty ()W T ()0 W
—BEo(?) DMKy 20 (1) (DT U

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden

BU,  tUpq

Unsr = t 20 () (CD™ KU, (33)
Un = =23 (}) D" K Upy,
-1 = e () (" W Un (3.4)

esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve c) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.3 ve

3.4 esitligi taraf tarafa toplamr ve Onerme 2.7 a) 6zdesligi kullamilirsa
Vo= 2o (7) D" WV

oldugu goriiliir. Bu ise d) esitligidir.

Teorem 3.4. n tek dogal say1 olmak iizere agagidakiler dogrudur.

&) V= k 123ty ),

b) Vy, = k X123 /1 U g,

c) Z}lz_ol tjUn—Zj—l =0.

Ispat: Teorem 3.2°deki A = (k _a) veD = <—0l3 a) matrislerini ve bu matrislerin

B O k
n. kuvvetlerini ele alalim. Agik olarak
An 4 pn o= (Un+1 —aUn) (tUn_l a:Un) _ (Un+1 +tU,_1 0 )
BU, tUp_q —BUn  Unis 0 Unt1 +tUn—4
AR
ve AD = DA = —t[’dir. Dolayisiyla
Vol = A" + D" = (A+ D) ¥}y A" 1/ DI (—1)/ (3.5)

esitligi elde edilir. Ote yandan AD = DA = —tI esitliginden
AVIDI(—1)) = An 120 (3.6)
oldugu goriiliir. Bu durumda A + D = kI oldugu kullanilirsa ve 3.6 esitligi 3.5

esitliginde yerine yazilirsa

(3.7)

. : kYr-idu, ,; —akY" Yy, . .
VI = kZ?:’ol t/ A2 :( J=0 " "n=2j j=0t"tn-1 21)

Bk X gt Un_1—z;  thX]ot/Up_p ;)

e V, O . P
esitligi bulunur. O halde V,,I = ( 61 v ) olup 3.7°de elde edilen matris esitliginden
n
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Vo = kXT3 Uy,
Vo = kX3 0 /4 Unpj s
7};& t/Up_p; =0
esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve c) esitlikleri oldugu goriiliir.

Teorem 3.5. n dogal say1 olmak iizere asagidakiler dogrudur.
a) k™ =Xj (;l) (=) Up—zjs1,

b) k" =t X7 o (") (=) Up—y;

) _t2j=0 j ( t) n-2j—1»

0) 2k" = 5o () (-0 Va-ay,

0) 0 = 5oo (7) (-0 Vs

k —a

Ispat: Teorem 3.2°deki A = ( B 0

olarak A + D = (k —a) + ( 0 Z) =kl ve AD = DA = —tI’dir. Buradan

B 0 —B
K" = (kD)™ = (A+ D)" = 37y (1) A"~IDJ
esitligi elde edilir. AD = DA = —tI oldugu kullanilirsa
AN IDI=A""2) (—t)/
esitligi bulunur. 3.9°daki esitlik 3.8”de yerine yazilirsa
k= 2o (7) 472 (-0
1o (1) COUnirmz; —a 0o (?) (—8) Unosy
B0 (M) (—0)Unozj 300 (?) (-0 Unsos;

k™ 0

esitligi bulunur. O halde k"I = ( 0 kn

) olup 3.10°daki esitlikten
k™ =Yoo (;l) (=) Unt1-2j »
k™= t¥i o (7) (=) Up—1-2j,

0= ?:0 (7) (_t)jUn—zj
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(3.12)



elde edilir. Bunlarin a), b) ve d) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.11 ve 3.12

esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Onerme 2.7 a) 6zdesligi kullanilirsa
2k = 370 (1) (—) Vas

esitligi bulunur. Bu ise ¢) esitligidir.

Sonug 3.6. n dogal say1 olmak iizere;

n ¢ift say1 ise

() Oy = 5, (3) (O

n tek say1 ise

n-—1

2120 (}) GO Unozj = 2w () (<0 Vs
dir.
Ispat: n ¢ift dogal sayis1 icin

n—-2j<0 &j> g vej = g ise Up—»; = 0 oldugundan ve Teorem 3.5%in d)

sikkinda verilen 0 = )5 0(})( ) Up_sp ; esitligi kulllanilirsa

0= 352 () Oy + B, () 01

yazilabilir. Buradan

2-1
120 (1) GV Uy = =570, () G Uy (3.13)
olur. U_,, = —(—t) ™U,, oldugu kullanilirsa

n2]_ -(- )n_ZjUZj—n (3.14)

olur. O halde 3.15 esitligi 3.14’te yerine yazildiginda
21 .
10 () GO Un2y = =570, (7) GO (= (="

=37 n,, () O Uz

esitligi elde edilir.
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Ote yandan n tek dogal sayis1 icin n — 2j # 0 oldugundan ve Teorem 3.5’in d)

sikkinda verilen 0 = )5 0( )( ) U,_, ; esitligi kullanilirsa

n-1

O_Z]_O()( t) Un 2]+2 n+1()( t) Un 2j

ve dolayisiyla

n—-1

2120 (}) COVnmzy = = 2 ows (3) (-0 Uy (3.15)
bulunur. Burada U_,, = —(—t)™"U,, oldugu kullanilirsa

n2]_ —-(- )n_ZjUZj—n (3.16)

olur. O halde 3.16 esitligi 3.15’de yerine yazilirsa

n-1

2,20 (7) GO Unozj = = 5 () (S0 (= (0" Uz
= o (7) GO
esitligi elde edilir.

Teorem 3.7. m ve n dogal sayilar olmak tizere asagidakiler dogrudur.

i Unn—2mj-
Q) Vit = = o () (-oymem i,

B) YR = Boo (}) (—oym Lmesimen,

J Unm

)0 = X (5) (o™ et

Ispat: Teorem 3.1°deki H = (2 a_-l-bb) ve F = (a_—i—ab g) matrislerini ele alalim.

. : 0o -pm
Burada a yerine a™ ve b yerine ™ alinirsa, H = (am VB ) ve
m

m
F = ( Vn B 0 )matrisleri elde edilir. Agik olarak

—am

— 0 _ﬁm Vm ,Bm — Vm 0 —
H+F—<am Vm>+(—am 0)_(0 Vm>_vm1ve
HF = FH = (—t)™I’dir. Bu durumda
Wil = VD)™ = (H + F)" = S0 (1) H* I P (3.17)

esitligi elde edilir. Ote yandan HF = FH = (—t)™I oldugu kullanilirsa
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HYFJ = g2 (—t)™ (3.18)

olur. O halde 3.18’deki esitlik 3.17’de yerine yazilirsa

VR = 3 (7) Hn=2 (—g)mi (3.19)

esitligi bulunur. Teorem 3.1°de verilen
—(—)™ Umn-m —pm Umn

H™ = Um Um ) matrisi ve VRl = (

m Umn YUmn+m
Um Umn

Vg O

m . . P -
0 VJZ) matrisi 3.19’daki

esitlikte yerine yazilirsa

(5 )=
o vr)T
i Ummn-2j)-m i Um(n-2j
"o () (= (mmy(—eym ez () (- gy () e
n i Um(n—z ) n i Um(n—z +m
o (1) ey ntnzn o () (o) e

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden

33
I

: Umnn— i

n n mi+m Ymn-2mj-m

-2 0( )(—t) ] _MmAzemjmm
bm

J

.U _ .
VT:'LL = Z?:O (;l) (_t)m] anZT:ln]+m ’

.U .
— TL n _+\mj mn-2mj

esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve ¢) esitlikleri oldugu goriiliir.

Teorem 3.8. n dogal say1 olmak {lizere;

7 - kK —2a)\. 7n (k? + 4t)§l, n cift dogal say1 ise
(o x)ezr=l T ol caon
(k*+4t) 2 Z, ntekdogal sayiise

dir.

Ispat: Z matrisinin karakteristik denklemini |Z — AI| = 0 yani A2 — (k? + 4t) =
0’dir. Bu denklemin kokleri sirasiyla @ — f§ ve B — a’dir. Dolayisiylaa — S ve f —
a, Z matrisinin 6zdegerleridir. Birbirinden farkli iki 6zdeger bulundugundan Z
matrisi kosegenlestirilebilirdir. Simdi a — f ve f — a 6zdegerlerine karsilik gelen
ozvektorleri bulalm. @ — B ile ilgili 6zvektorleri bulmak i¢in (Z — (¢ — f))x =0

B —2a) (x1

2 . . .. . . ..
28 —2a xz) = 0 denklemi ¢oziilmelidir. Boylece

denklemi ¢oziilmelidir. Yani (
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X1 _ asq . . L L. ) 5
) = ( 51) seklindeki her vektoriin bir 6zvektor oldugu

s; # 0 olmak iizere (Xz

a
goriiliir. O halde s, = 1 alindiginda ( ﬁ) szvektorii elde edilir. Benzer sekilde, § —

a ile ilgili 6zvektorler igin (Z + (@ — B)I)y = 0 denklemi ele alinirsa

2 —2a\ (Y1\ _ C o L .
(2 B -2 ﬁ) (}’z) = 0 denklemi ¢o6ziilmelidir. Ayn1 zamanda s, # 0 olmak {izere

szvektorlerin (1) = (7 bigimindeki her vekir bir 6zvektordiir. O halde s, = 1
Y2 S2 2
a
icin (1) Ozvektori bulunur. Siitunlari ( [3) ve (1) Ozvektorlerinden olusan matris
P = (; 1) olsun. P matrisinin tersi ise |P| = @ — B # 0 oldugundan P! =
L(l _1>’d' Ko lemanlar1 8zdegerler olan matris ] =
ey _B a Ir. Koscgen clicémanlari 0zdcgerier olan a |S] =

o

0 _ -1 “ g
0 g 0() olsun. Z = PJP~" esitligi

saglandigindan Z™ = PJ"P~1 ‘dir. Dolayisiyla

= (g 1) (agﬁ —(ao— m)nﬁ(—lﬁ <)

a(@-p"-p-D"(@-pH" -ala-p)"+a-1H"(a-H"

_ a-B a—-pB
|\ B@-B"-B=D"@-p)" -Bla=p"+a(-1)"(a-p)"
a—p a—-pB

B {(k2 +4t)zI,  nift dogal say1 ise
- n-1
(k? + 4t) 2z Z, ntekdogal sayise

esitligi elde edilir.

Teorem 3.9. n dogal say1 olmak iizere asagidakiler dogrudur.
n ¢ift dogal sayi ise;

&) (k2 +40)2 = X (") U Unoajun,

) (k% +40)7 = B (1) 7 Unoajoa,

c) 2(k*+ 4t)§ =X (7) t/ Vo2,

d)0 =370 (1) /Uy .

n tek dogal say1 ise ;
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) k(? +40% = X0 (1) ¢ Unojun,

0 —k(k? +40F =20 (1) U Vg,

Q) 20k +40) 7 = Xoo (") 6 Unaj,

h)o=3m, (7) Vs

Ispat: Teorem 3.2°deki 4 = (k —a) veD = (_Oﬁ a) matrisleri ile Teorem

g0 k

k
2p

A-D= (/I; _oa>‘(—oﬁ i) = (2kﬁ )=t

ve AD = DA = —tI’dir. Buradan

3.8°deki Z = ( —_Zka) matrisini ele alalim. A¢ik olarak

Zt = (A= D) =Xy (%) A" (-DY/ (3.20)
esitligi elde edilir. AD = DA = —tl oldugu kullanilirsa

AV (=D)) = A" (3.21)
esitligi bulunur. O halde 3.21°deki esitlik 3.22°de yerine yazilirsa

7m =30, (7]1) A2 ¢ (3.22)

esitligi elde edilir. Buradan n ¢ift dogal say1 ise Teorem 3.8’e gore

P ((k2 + 4t)2 0 n) (3.23)
0 (k% + 4t)=

oldugundan 3.22 ve 3.23 esitliklerinden

<(k2 + 4t)§ 0 ) _ j=0 (7) HUn_zjr1 —aXig (7) t/ Un_z;
0 U +402)  \ B0 (V) Vney o (?) 7 Wnzjn

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden
(k? + 402 = 5o () VUn-20a, (3.24)

(k2 +40)2 = X7 (M) 4 Upgya (3.25)

0= 570 () /Unsy
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esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve d) esitlikleri oldugu goriliir.Ayrica 3.24 ve
3.25 esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Onerme 2.7 a)’daki 6zdeslik kullanilirsa

2(k* +4t)2 = 37, (;‘) t/Vn_zj
esitligi bulunur. Bu ise ¢) esitligidir.

n tek dogal say1 ise Teorem 3.8’e gore

2 = _ 2 =
o ( k(e +407  —2a(k*+40) 7 ) (3.26)
2(k? +4t) 2 —k(k?+4t) 2z
oldugundan 3.22 ve 3.26’dan
< k(K2 +4t)7  —2a(k? + 4t)n%>
28(k% +4t) 7 —k(k2+4t) 7
i=0 (7) HUn_zjs1 —aXig (7) t/ Un_z;
B Z?:O (;l) t/ Un—Zj ?:O (7) tj+1Un—2j—1

matris esitligi bulunur. Bu matris esitliginden

n-1 .
k(k? +4t) 7 =3, (7) U241, (3.27)
—k(k? +46) 7 = 5o (") I Uy, (3.28)

2 nl n n j
Z(k +4t) 2 = j=0(j)tJUn—2j

esitlikleri elde edilir. Bunlarin e), f) ve g) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.27 ve
3.28 esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Onerme 2.7 a)’daki 6zdeslik kullanilirsa

0= 570 (}) Va2
esitligi bulunur. Bu ise h) esitligidir.
Bu esitlikten asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.10. n tek dogal say1 ise

n-1

2,20 (1) ¥z = = Xa (1) 0™ i

dir.
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Ispat: n tek dogal say1 i¢in n — 2j # 0 oldugundan ve Teorem 3.9’dan n tek dogal
say1 iken d) sikkinda verilen 0 = ;-lzo (7) t'v,_, ; esitligi kullanilirsa
1’1._—1
_ n i n n i
0=2;% (1) EVn—zj + 2j=”7“ (1) tVn-2j

yazilabilir. Buradan

5120.0) o = ()W o

2 2

esitligi bulunur. Ayrica V_,, = (—t) "V, oldugu kullanilirsa
Vn—zj = (_t)n_zjvzj—n (3.30)

olur. O halde 3.30 esitligi 3.29 esitliginde yerine yazilirsa
n-1

2,20 (1) Voo = = Zan (7) 0 0™ i

esitligi elde edilir.

Teorem 3.11. n dogal say1 olmak iizere;

7, = (_I;B E(z) ise 27 = {(k2 + élt)i{1 n ¢ift dogal say1 ise
(k? + 4t) "z Z;, ntek dogal say1 ise
dir.
Ispat: Z, matrisinin karakteristik denkleminin A2 — (k? + 4t) = 0 ve bu denklemin
koklerinin sirasiyla @ — 8 ve f — a oldugu kolaylikla goriilebilir. « — f ve f — «,

Z4 matrisinin birbirinden farkli iki 6zdegeri oldugundan Z; matrisi

kosegenlestirilebilirdir. Simdi @ — B 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorler

Zﬁ 2a X1 _ . ) X, B as,
(_2,3 —2a> (Xz) = 0 denkleminden s; # 0 olmak iizere (Xz) = (—ﬁ51) olarak

elde edilir. O halde s; = 1 alindiginda (_“ﬁ) Szvektorii bulunur, B — a ile ilgili

. wq e 20 2a )\ (Y1) _ . , Y1\ _
ozvektorlerin ise (—23 —2,8) (yz) = 0 denkleminden s, # 0 olmak iizere (YZ) =

s
( ;2) bi¢iminde oldugu goriiliir. O halde s, = 1 alindiginda (_11) 0zvektorii

. . 1
11) ozvektorlerinden olusan matris P = (_a )

bulunur. Sttunlari (_aﬁ) ve ( g -1

olsun. P matrisinin tersi ise |P| = —a + § # 0 oldugundan
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p~l=—— (_ﬁl _al)’dir. Kosegen elemanlar1 6zdegerler olan matris

/= (a 8 ’ —(ao_ ﬁ)) olsun. Z; = PJP~" esitligi saglandigindan

Z = PJ"P~1 ‘dir. Dolayisiyla

2-(% )P ) =0 D)

a(@—B)"-B-D"(@-B)"  ala—p)+a(-1)"(a—p)"

— a-p a-pB
—Bla=p"+B(-1)"(a=p)" —Bla—p)"+a(-1)"(a=p)"
a—-p a—p

{(k2 + 4t)gl, n ¢ift dogal say1 ise
- n-1
(k? + 4t)"z Z;, ntek dogal say1 ise

esitligi elde edilir.
Teorem 3.12. n dogal say1 olmak iizere asagidakiler dogrudur.

a) k(k?+40)" = ]2231 (an+1) tjUZn—2j+2’

b) —k(k? +40)" = 3341 (2";1) Uy,

¢) 20k +40)" = T2 (M) Il g0,

d) 0=320 (1) i1y,

. N & (0 —«a L
Ispat: Teorem 3.2°deki B = (—ﬁ 0) ve C = (ﬁ k ) matrisleri ile

_I; B E?{) matrisini ele alalim. A¢ik olarak

p-c=(Z 5)-(p W) =[5 2)-=2 (33D

ve BC = CB = —tl oldugu goriilir. 3.31°deki esitligin her iki tarafinin (2n + 1).

Teorem 3.11°deki Z, = (

kuvveti alindiginda
(B — )+l = z2n+l = 72n7. = (k2 + 4t)"Z, (3.32)

olur. Ote yandan

(B — C)2n+1 = ]2;18-1 (2n]+1) an+1—j(_C)j (3.33)

27



dir. BC = CB = —tl oldugu kullanilirsa
BZn+1—j(_C)j = B2n+1-2j¢j (3.34)

oldugundan 3.34 esitligi 3.33’te yerine yazilirsa

(B — €)1 = yangt (2n1) ¢ panti=2) (3.35)

e . e e U, Up
esitligi elde edilir. Boylece 3.32 ve 3.35 esitlikleri ile B™ = ( n1 o @ ) oldugu

_ﬁUn tUn—1
kullanilirsa
k 2a

2 n
(k? + 4t) (—Zﬁ )
B 22n+1 (2n]+1) iU, 2ie2 22n+1 (2n}+1) Uy, 21

.8 22n+1 (2n]+1) t U2n 2j+1 252;1 (2n}+1) tj+1U2n—2j

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden
k(k? + 46)" = S2030 () U4, (3.36)
—k(k? + 40" = 2201 () Uy, (3:37)

20k + 40" = T35 (1) UUznoa s

esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve c) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.36 ve
3.37°deki esitlikler taraf tarafa toplamir ve Onerme 2.7 a)’daki 6zdeslik kullanilirsa

0=X7" (anﬂ) tVon-2j
esitligi elde edilir. Bu ise d) esitligidir.

Teorem 3.13. m ve n dogal sayilar olmak {izere asagidakiler dogrudur.
Q) Vm =% 0( )( H™U mn+1-2mj

b) Vit = 370 (7) (=™ Upn-s2mj

C) 2Vp =2 0(?) (_t)mijn—zmj,

d) 0= ?:0 (;l) (_t)ijmn—ij-
Ispat:

Teorem 3.2°deki B = (_kﬂ g) veC = (2 ka) matrislerini ele alalim. Ag¢ik olarak

28



U alU tU..,_ —aU |74 0
m m _ m+1 m m—1 m) _ (Ym _
BE+C ‘(—ﬁum tUm_1)+(ﬁUm Um+1)‘<0 Vm>"’m’

ve BC = CB = —tI’dir. Buradan

Vtl = (D)™ = (B™ + C™)" = T7_o (1) (B™)" (€™ (3.38)
esitligi elde edilir. BC = CB = —tI oldugu kullanilirsa

(B™)"Ji(C™)) = pmn=2mj(_¢ymi (3.39)
olur. 3.39 esitligi 3.38’de yerine yazilirsa

V=Y, (’}) Bmn-2mj (_ymj (3.40)

oldugu goriiliir. Burada

Vi 0

ny — m

v =5 ) (3:41)
< cqe .. UTL+1 aUn g
oldugundan 3.40 ve 3.41 esitlikleri ile B" = ( ) oldugu kullanilirsa
—BU,  tUn—y

Vr}zl 0 _ ;'l=0 (7) (_t)mj Umn+1—2mj a Z;‘lzo (7) (_t)mj Umn—ij

( 0 V,}}) B

—B Z?:O i (_t)mj Umn—ij t Z?:O i (_t)mjumn—l—ij
J J
matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden
Wit =200 (%) (O™ Unnsr—zmj: (3.42)

V= 20 (1) (~™ U1 zmj (3.43)

- ?:0 (7) (_t)mj Umn—ij

esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve d) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.42 ve
3.43 esitligi taraf tarafa toplanir ve Onerme 2.7 a)’daki 6zdeslik kullanilirsa

2Vy = ?:0 (7) (_t)mijn—ij
esitligi elde edilir. Bu ise c) esitligidir.
Teorem 3.13’de k ve t yerine 1 yazilirsa asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.14. m ve n dogal sayilar olmak iizere asagidakiler dogrudur.
a) L = X0 (7) (=™ Fn—1-2mj»
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b) 2L = 270 (%) (= 1™ Lunn—zmj.

c)0= Z?:O (7) (_1)ijmn—2mj-

Teorem 3.15. m ve n dogal sayilar olmak iizere agsagidakiler dogrudur.
n ¢ift dogal say1 ise;
8) Un(k? +46)2 = 370 (%) (1)) (=)™ Upnns1-2m),
b) U2 +46) = t X (7) (~ 1) ()™ Upn-1-2m;;
©) 20 (k2 +46)2 = X7 (1) (=1 (=™ Voo
d) 0 =370 (") Unn-zm(—)™ (~1)/.
n tek dogal say1 ise
nci?2 nl n n j mj
&) KUR(K? +4t) 2 =375 (") (=1 (=™ Upny1-2m),
n-1 . .
f) kU2 +4) 2 =t (") (1) (=™ Upnnos—zmy.
n-1 . .
0) 203 (k2 +46) 2 =370 (7) (1) (=™ Upnn—zmj,
h) 0 =37 () (=™ (1) Viunzm.

Ispat: Teorem 3.2°deki B = (_kﬁ g) ve C = (2 —ka> matrisleri ile Teorem

3.11°deki Z; = (_I; B _C;{) matrisini ele alalim. Agik olarak
BM _— (™M = (Um+1 aUm ) _ (tUm—1 _aUm) _ ( kUm ZCZUm>
_BUm tUm—l ﬁUm Um+1 _Z.BUm _kUm
k 2a
= Un <_2'3 —k) = UnZ,
ve BC = CB = —tI’dir. Buradan
URZE = UnZ)" = (B™ — C™)" = £, (%) (B™)™T (—C™) (3.44)
olur. BC = CB = —tI oldugu kullanilirsa
(BT (=€) = Brnami (g™ (—1)) (345)

esitligi bulunur. O halde 3.44 esitligi 3.43 esitliginde yerine yazilirsa

URZE = T1o () B2 (=)™ (1)) (3.46)
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elde edilir. Buradan n ¢ift dogal say1 ise Teorem 3.11°¢ gore

Unzy = (W"Z Az ° )
0 UL (k? + 4t)2
oldugundan bu matris 3.46 esitliginde yerine yazilirsa

<U,’,‘l(k2 + 4t 0 )
0 UR (K2 + 46)7

"o (1) Utz (=™ (=1 a2 (%) Upnnezm (O™ (1)

B30 (%) Unnezmi (=)™ (=1) ¢ 5720 (™) Unncr—zm; (O™ (—1)/
matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden

Uk + 467 = 570 (M) Unnsa—zm (O™ (1)), (3.47)

U (K? +40)2 = 3720 (") Uy (O™ (=) (3.48)

0= % (1) Unnzmy (O™ (=1))

esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve d) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.47 ve
3.48 esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Onerme 2.7 a)’daki 6zdeslik kullanilirsa

2Umn(k2 + 4t)2 = ?:0 (;l) (_t)mj (_1)ijn—2mj

esitligi bulunur. Bu ise c) esitligidir.
n tek dogal say1 ise Teorem 3.11°e gore
n-1 n-1
o ( k(k? +4t) 2 2a(k? +4t) 2 )
1 n-1 n-1
—2B(k*+4t)z  —k(k*+4t)z
oldugundan bu matris 3.46 esitliginde yerine yazilirsa

n-1 n-1

( kUM(K? +4t) 2 2aUR(k? + 4t)T>
n-1 n-1
—2BUN(k? +4t) 2 —kUR(k?+4t) 2z

J
_ﬁ Z;LO (7) Umn—ij(_t)mj (_1)j tzz'l:o (7) Umn—l—ij(_t)mj (_1)j

"o (1) Unnarozmi (0™ (=1 @20 (%) Unnozmj (=™ (1)

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden
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n-1 . .
KU (k2 +46) 2 =270 (%) (O™ (1) Upns1-2m; (3.49)

—kUp" (k2 +46) = = t X0 (1) (=)™ (—1) Upnneszm; (3.50)

n-1 . .
20" (k2 +48) 2 = o (7) (=™ (—1) Uz

esitlikleri elde edilir. Bunlarin e), f) ve g) esitlikleri oldugu goriliir. Ayrica 3.49 ve
3.50°deki esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Onerme 2.7 a)’daki 6zdeslik kullanilirsa

0=3" (") (=™ (=1 Vinn-zm;
esitligi elde edilir. Bu ise h) esitligidir.

Teorem 3.16. m ve n dogal sayilar olmak iizere asagidakiler dogrudur.
_vyn (n)c_q\yn—j J
a) Umn+1_ j=0(j)( 1) tUmn—l—mij )
b) Upn = =3 (") (=)™ TU V!
) mn ]=0 (]) ( ) mn—-mj 'm '
— yn n -1 n—jU VL J
©) tUnmn-1 = 270 (?) (1" U1 Vin .
A) Vo = X720 (") D™ Voo Vi
) mn — ]=0 ] ( ) mn—-mj "m -
ispat: T 32’dk'B—(k “) c—(o _“> trisleri ele alal
spat: Teorem 3.2°deki B = B 0 ve(C = Bk matrisleri ele alalim.
Acik olarak

B™M 4 (M = (Um+1 alUp ) (tUm—l _aUm)

v, O )
= =V, ’dir.
_ﬁUm tUm+1 .BUm Um+1 ( 0 Vn m
BmMn — (Bm)n — (_Cm + le)n — ?:0 (711) (_Cm)n—j (Vm)j
— (n) (_1)n—jcmn—mj Vj (3.51)
J=0\j m .

esitligi elde edilir. Boylece Teorem 3.2’ye gire

U aU
an — ( mn+1 mn > 3.52
_ﬁUmn tUmn—l ( )

oldugundan 3.51 ve 3.52 esitlikleri kullanilirsa

( Umn+1 aUmn )
_IBUmn tUmn—l
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Z?:O (7) (_1)n_thmn—1—mj ij —a Z?:O (1}) (_1)n_ijn—mj Vm]
ﬁ Z?:O (7) (_1)n_ijn—mj ij Z?:O (7) (_1)n_ijn+1—mj ij

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden

Unnsr = 20 (1) (1" U1 Vi (353)
Unn = — j=0 (1}) (_1)n_ijn—mj ijv
tUmn-1 = ;’l=0 (;l) (_1)n—j Unn+1-mj ij (3.54)

esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve c) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.53 ve

3.54 esitlikleri taraf tarafa toplanir ve V,, = U441 + tU,_; 6zdesligi kullanilirsa

Vun = 270 (%) (1" Vi Vi

esitligi bulunur. Bu ise d) esitligidir.

Teorem 3.17. m ve n dogal sayilar olmak tizere asagidakiler dogrudur.
Q) UnUnmntmi+m = UmnemUmirm + (=8 Unn Ui,

b) UnUmn+mk = UnnsmUmk = (=)™ UnnUpni—m,

= —UnnUnik — (_t)mUmn—mUmk—m-

a+b -—a
b 0

C) Um Umn+mk—m

Ispat: Teorem 3.1°den A = ( ) matrisini ele alalim. Burada a yerine ™,

Vin

ﬁm

_ym
b yerine f™ alinirsa A = ( g ) matrisi elde edilir. Buradan

Antk = An . gk (3.55)

esitligi ele alindiginda Teorem 3.1 b) sikkina goére

Umn+m —a™Umn
A" = Umn Um
_ﬁmUmn _(_t)mUmn—m !
Um Um
Umk+m —a™ Ui
Ak — Um Um
_.BmUmk _(_t)mumk—m
Umn Umn
Umn+mk+m =™ Umntmk
ANtk — Um Um
_BmUmn+mk _(_t)mUmn+mk—m
Um Un
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olup bu esitlikler 3.55’de yerine yazilirsa

Umn+mk+m =™ Umnimk
Um Um
_BmUmn+mk _(_t)mUmn+mk—m
Up Upm
Umn+m -2 Umn Umk+m —a" U
_ Um Um Um Um
—BmUmn —(_t)mUmn—m _,BmUmk _(_t)mUmk—m
Um Um Um Um

matris esitligi bulunur. Bu matris esitliginden

UnUnn+mi+m = UnmntmUmism + (O™ U U,

UnUmn+mk = UnnsmUmie = (=)™ Unnn Ui —m,

UnUmn+mi—m = —UmnUmi = (=)™ Unn-mUmk-m

esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve c) esitligi oldugu gortiliir.

Asagidaki teoremde [13] numarali makaleden alinan matrisler verilecektir. Daha sonra

bu matrisler verilen 6zdesliklerin ispatinda kullanilacaktir.

Teorem 3.18. n dogal say1 olsun. Bu durumda;

_fa 1\. . (a” Un)
a) Al_(o B)ISQA =\o pn)
— B -1y n _ .Bn _Un
b) Bl_(o a)ISEBl_(O a”)
dir.
Ispat: : a) A, matrisinin karakteristik denkleminin 2> — (a + £)A + a8 = 0 ve bu
denklemin koklerinin sirasiyla ave B oldugu kolaylikla goriilebilir. a ve f, A;

matrisinin birbirinden farkli iki 6zdeger oldugundan A, matrisi kosegenlestirilebilirdir.

TR ; ) 0 1 X1\ _ .
Simdi a 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorler (O B - a) (xz) = 0 denkleminden
.. S - g 1y . -
s # 0 olmak tizere (0) olarak elde edilir. O halde s = 1 alindiginda (0) Ozvektori

a—pf 1

0 O) (yl) = 0 denkleminden s; # 0

bulunur. § ile ilgili zvektorlerin ise ( yz

S
olmak iizere GZ) = (( B —1a) 51) bigiminde oldugu goriiliir. O halde s; = 1 igin
1 . e , 1 1 . .1 .
( ) 0zvektorii bulunur. Siitunlari ( ) ve ( > Ozvektorlerinden olusan matris
f—a 0 p—a
1

— 1 1 — N _ < -1 _ ,B—a -1\, ,.
P—(O ﬁ—a)O'S“”' |P| = f — a # 0 oldugundan P —m( 0 1)d1r.
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Kosegen elemanlar1 6zdegerler olan matris | = (g 2) olsun. A; = PJP~1 esitligi

saglandigindan A} = PJ"P~1 ‘dir. Dolayisiyla

=00 p2a)( 5 = H=(T B
dir.

b) a) sikkindakine benzer sekilde yapildiginda P = (ﬁ i a é) ve J = (g 2)

olmak iizere B; = PJP~! esitliginin saglandig1 goriiliir. Béylece B} = PJ"P~1 olup

buradan

B?=( 1 1) (a 0)";( 0 —1>=(/3” —Un)
p—a 0/ \0 L) apl\a—-f 1 0 am

elde edilir.

Teorem 3.19. n dogal say1 olmak tlizere;

1 n
((k2 + 4t)2 2 > . n {(k2 + 4t)zI, n cift dogal say ise
€1 = | 1se = n-1

0 —(k? + 4t)2 (k? + 4t) "z C;,n tek dogal say1 ise
dir.
Ispat: Teorem 3.18’dekine benzer sekilde ispat yapilir.

Teorem 3.20. n dogal say1 olmak {izere asagidakiler dogrudur.

a) (kz + 4t)znzi _ y2n+1 (2n+1) £ g 2n+1-2j
- j=0 j ’

b) —(kz _|_4_t)2nzJ — y2n+1 (2n+1) tjﬁ2n+1_2j
j=0 j ,

) 2(k*+4t)" =¥t (2”].“) t Usn1-2j-

. 1 —
Ispat: Teorem 3.18’deki 4, = (g ﬁ) ve B, = ('g al) matrislerini ele alalim.

Acik olarak
wene( -0 D 2

_ ((k2 + 4t)§ 2 >
0 —(K? + 4t)2

35



ve A;B; = B;A; = —tl’dir.Burada 3.56 esitliginin her iki tarafinin (2n + 1). kuvveti
alinirsa
(Ay — B)*™* = "™ = €,*"C; = (k* + 46)"(A; — By)

esitligi bulunur. Buradan

(k2 + 46)"Cy = (Ay — By)2+t = p208 (*1) 4,20 (=, ) (3.57)
esitligi elde edilir. Ayrica A;B; = B;A; = —tlI oldugu kullanilirsa
A12n+1_j(—31)j — A12n+1_2jtf (358)
esitligi bulunur. O halde 3.58 esitligi 3.57°de yerine yazilirsa
1
(k2 + 46)" ((kz + 4t)2 2 1) _ ]2_231 (an+1) A12n+1—2jtj
0 —(k? + 4t)2
B ?231 (2nj+1) ¢ 2n+1-2] ?231 (2nj+1) ti Upns1z)
- 0 ]2_1131 (Zn_+1) £ gan+1-2j
= J

matris esitligi bulunur. Bu matris esitliginden

2n+1 n+1 . .
(k2 +4t) 2 = y2mgt(mih) pg2nti=a)

2n+1 . .
_(kz + 4t) > = 212231 (2nj+1) t]ﬁ2n+1_21,
20k% + 40)" = T35 (P O Uzns o (359)
esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve c) esitlikleri oldugu goriiliir.
Dikkat edilirse 3.59 esitligi Teorem 3.12°deki C) esitligi ile aynidur.

Teorem 3.21. m ve n dogal sayilar olmak iizere asagidakiler dogrudur.

a) V= ;,1:0 (;l) amn—zmj(_t)mj,
b) Vit = Xt () B2 (—e)™,

2V =300 (1), (=)™
C) m T 4j=0\j mn—Zm}( t) )

d) Z?:O (;l) Umn—ij(_t)mj =0.

Ispat: Teorem 3.18°deki A; = ((())( ;) ve By = (g _1) matrislerini ele alalim.
Acik olarak
a™ U pm U Vp O
m m _ m m) — m —
arnr = gn)+ (5 =5 y) =i



ve AlBl = BlAl ES —tI’dlI‘. Bul‘adan

Vil = (D)™ = (AT + B = 20 () (A" (B (3.60)
esitligi bulunur. A, B; = B;A; = —tl oldugu kullanilirsa

ATmmIgmI - gmn=2mi _gymj (361)
esitligi elde edilir. O halde 3.61 esitligi 3.60 esitliginde yerine yazilirsa

Vi = S () AT (e

(Bl (Yoo
0 ;_L=0 (7) ﬁmn—ij (_t)mj '

esitligi bulunur. Diger yandan

vro0
nr m
bl = ( 0 V,,T:)

oldugundan bu esitlik 3.62°de yerine yazildiginda elde edilen matris esitliginden

yr =3, (;l) gmn=2mi (_pmi (3.63)

A W (;l) gmn=2mi(_gymj (3.64)
n (n) U _(_t)mj =0 (3.65)
j=0\ ) Ymn-2mj - ’

esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve d) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.63 ve
3.64 esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Teorem 2.4 b) kullanilirsa

2V = o (%) iz (—)™ (3.66)
esitligi elde edilir. Bu ise c) esitligidir.

Dikkat edilirse 3.66 ve 3.65 esitlikleri sirasiyla Teorem 3.13’deki ¢) ve d) esitligi ile
aynidir.

Teorem 3.21’da m = 1 alinirsa V; = k oldugundan asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.22. k ve t sifirdan farkli dogal sayilar olsun. Bu durumda;
a) k" = By () a2 (-,
) k™ = 5o (7) B2 (=1,

0) 2k" = %o () Vi) (=00,
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0) 2o (}) Un-as (=07 = 0
dir.

Teorem 3.23. m ve n dogal sayilar olmak iizere asagidakiler dogrudur.

n ¢ift dogal say1 ise

8) Up(k? +40)2 = X7y (") a™2m (—)™ (=1,
b) U (K +4t)z = X (1) fmm2m (—e)™ (— 1)),
©) 20U (k? +46)z = X (7) Vinnozmj (O™ (=1)/,
d) 0=3"0 (") Unn-zm(—)™ (—1)/

dir.

n tek dogal say1 ise

&) U (k2 +4t) 7 = X (1) am™=2mi (—ey™i (-1,
0 —Up(e +4)7 = X () -2 (—)™ (-1)),
0) 20 (k2 +4t) = = 270 (") Unnozmj (=)™ (—1)/,

h) 0 =% (1) (=™ (= 1) Vinom;
dir.

Ispat: Teorem 3.18’deki A; = (g ;) ve B, = ([g _al) matrisleri ile Teorem

1
) 1
3.19°daki C; = ((k +4t)2 2 1) matrisini ele alalim. A¢ik olarak

0 —(k? + 4t)2

womrn () ) (T )

_ ((a ~BUn 2y )= ((kz + 4ty 2 )
0 —(@=pUn/ ™ 0 —(k? + 48)3
= U,,C,’dir. Ayrica A;B; = B;A; = —tI ‘dir. Buradan
Un"Ci™ = (UnC)"™ = (AT = B ™ = 3 (1) (A7) (—BJ) (367)
esitligi elde edilir. A;B; = B;A; = —tI oldugu kullanilirsa

Arlnn—mj(_BIn)j _ Arlnn—ZmJ'(_t)mj(_l)}' (3.68)
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esitligi bulunur. O halde 3.68 esitligi 3.67 esitliginde yerine yazilirsa
Un"C2" = Bieo () A7 (=™ (-1 (3.69)
esitligi bulunur. Boylece n ¢ift dogal say1 ise 3.69 esitliginden

<(k2 + 402U, 0 )
0 (k? + 4t)2U,,,"

1o (7) @2 (=)™ (=1) 5o (7) Uz (=)™ (— 1)
0 oo (7) Brnzml (—)™ (—1))

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden

U (K? + 40)2 = g (1) amn2mi (—eym (-1 (3.70)
UR (K? + 46) = S0 (™) Bmm2m (=)™ (~1)/, (3.71)
0= 37 (%) Unnezm (—)™ (~1)) (372)

esitlikleri bulunur. Bunlarin a), b) ve d) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.70 ve 3.71

esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Teorem 2.4 b) kullanilirsa

203 (k? + 46)2 = T (1) Viunamj (—O)™ (—1) (373)
esitligi elde edilir. Bu ise c) esitligidir.

Dikkat edilirse 3.73 ve 3.72 esitlikleri sirastyla Teorem 3.15°deki n ¢ift dogal say1

olmasi durumunda c) ve d) esitligi ile aynidir.
Diger yandan n tek dogal say1 ise 3.68 esitliginden
n-—1 n-—1
<(k2 +4t)z Uyt 20k + 4t)TUm"> _
n-1 -
0 —(k*+4t) 2 U,"
no (1) ammzmi—eymi-1)y g, (%) U (=)™ (1))
J=0\j j=0\j ) Ymn-2mj
0 "o () BmnmI (—tymi (—1))

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden

UR( +40)7 = B (1) amm-2mi (—ymi (~1)) (3.74)
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~UR (K +40)F = g (M) BT (™ (-1 (3.75)

20Uk + 467 = S (%) Unnoamy (—0™ (~1)) (3.76)

oldugu goriiliir. Bunlarin e), f) ve g) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.74 ve
3.75°deki esitlikler taraf tarafa toplanir ve Teorem 2.4 b) kullanilirsa

0= 310 (1) (=O™ (=1 Viunzm; (3.77)
esitligi elde edilir. Bu ise h) esitligidir.

Dikkat edilirse 3.76 ve 3.77 esitlikleri sirasiyla Teorem 15°deki c) ve d) esitlikleri ile

aynidir.

Teorem 3.24. m ve n dogal sayilar olmak iizere asagidakiler dogrudur.
Q) @™ =T () (~DIpmY
) Unn = = =0 (7) (“ 1" U Vi
Q) B =30 (7) (DT ammmiy)
d) Vin = 5720 (%) (D" Vonem; V.

. 1 —
Ispat: Teorem 3.18’deki A; = (g ﬁ) ve B, = ('g al) matrislerini ele alalim.

Gorilebilir ki
a™ U ™ —U Vmn O
m m __ m my\ — m —
A1+Bl—<0 ﬁm)+(0 am)_<0 Vm>—VmI
dir. Buradan

AT = (4™ = (=B + Vil )" = X (7) (B W)
_ n\ _q\yn—jpmn-mj ,j
=37 (1)~ BT ) (3.78)

esitligi bulunur. Ote yandan Teorem 3.18’e gore

Amn — (amn Umn)
mn —

0 ﬁmn
ve
an—mj — (ﬁmn—mj _Umn—mj)
1 0 amn—mj
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oldugundan (3.78)’den

(amn Umn) _ 7]Tl=0 (1}) (_1)n—jﬁmn—mjVn]l T~ 4j=0 (1}) (_1)n_ijn—merr]1
0 ’an 0 Z;'l=0 (;1) (_1)n—]amn—m}Vn]l

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden

a™mn = ;'l=0 (T]l) (_1)n—j’8mn—mjVnJ; ’ (3.79)
Unn = _27=0 (7) (_1)n_ijn—mj Vrr{ J (3.80)
pmn = ?:0 (;l) (_1)n—jamn—mjV"J; (3.81)

esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve c) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.79 ve

3.81 esitlikleri taraf tarafa toplanilir ve Teorem 2.4 b) kullanilirsa

Vinn = ?:0 (;l) (_1)n_ijn—mj anz (3.82)
esitligi elde edilir. Bu ise d) esitligidir.

Dikkat edilirse 3.80 ve 3.82 esitlikleri sirasiyla Teorem 3.16’daki b) ve d) esitlikleri

ile aynidir.

k?+ 2t kt

I Zt) matrisinin n. kuvveti [11]

Asagidaki teoremde kullanilan D =(
numarali makalede mevcuttur.

Teorem 3.25. k ve t sifirdan farkli tam sayilar olmak iizere;

. U tu.
o a=(] o) a=(5" )

tu,,_, —tU
( n-l n) , n¢ift dogal sayl ise
b) B = (0 t )ise B"= “Un Unnt
1 -k —tUp_4 tu, - L
U U ),ntek dogal say1 ise
n n+1
k? + 4t %]’ n cift dogal say1
C) C=(k 2t)iseC”: ( )n_—l ’ T
2 —k (k? + 4t)z C, ntek dogal say!’
(U tu
k? + 4t 2( n+l n ),n ift dogal say1
N - n-t [V, ty, ’
k 2t (k? + 4t)2 ( n+l " ),ntek dogal say1
I/Tl tVn—l

41



n/ty,_ —
(K2 + 47 ( f’;] d UtU") n cift dogal say1
n n+1

n=1 (tV —tV
k? + 4t) 2 ( o "
L T T

2t —kt

e) E= (—k k2+2t) ise E™ =

) ,n tek dogal say1

dir.
Ispat: Teorem 3.25°de verilen matrislerin n. kuvvetlerinin hesaplanisi

kosegenlestirme yontemi ile yapilabilir.

a) A matrisinin 6zdegerleri a ve 8, birer 6zvektorleri ise sirasiyla (clx) ve ('[1; ) ‘dir.

b) B matrisinin 6zdegerleri —a ve - 8, birer 6zvektorleri ise sirasiyla ([1; ) ve ((;) dir.

e e 9 . . . .. . a
c) C matrisinin 6zdegerleri « — 8 ve  — a , birer 6zvektorleri sirasiyla (1) ve

(? ) >dir.

d) D matrisinin 6zdegerleri a(a — ) ve B(f — a) , birer 6zvektorleri sirasiyla (clz)
BY
ve ( 1) dir.
e) E matrisinin 6zdegerleri S(f — a) ve a(a — ) , birer 6zvektorleri sirasiyla (clz)
BY
ve ( 1) dir.

Gerekli kdsegenlestirme yapilarak ilerlenirse istenen sonuglar kolayca elde edilebilir.

Teorem 3.26. n dogal say1 olsun. Bu durumda;
n ¢ift dogal sayi ise agagidakiler dogrudur.

Q) tUn-1 = Eeo () (k) Unja,

) Un =~ X0 () (k) U,

©) Uns1 =t 270 (}) (R Uy,

d) V= 5o () (k) Vs

n tek dogal sayi ise asagidakiler dogrudur.
&)~ tUn1 = Zjo () (-F) Unjn,

) Un = 5o () (k) U

0) Unsr = =t 27— (7) (-l U1 |

) Vi = = S (7) (1) Vo
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Ispat: Teorem 3.25’deki A = (11c t) ve B = (O —tk) matrislerini ele alalim. Agik

0 1
olarak A — B = (11c (t)) — ((1) _tk) = (]5 2) = kI’dir. Buradan
B = (A— kD" = X0y () A" (=K’ (3.83)

olur. Burada Teorem 3.25’¢ gore n ¢ift dogal say1 ise

gn = (tUn_l —tUn) Ve An— — (Un_,-+1 tUn_; )
—Un Un+1 Un—j tUn—j—l

oldugundan 3.83’ten
(s ety (Fa() O ()
~Un Unn "o () kU 20 (T) (R Uy

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden

tUn-1 = E)eo () GV Uy (3.84)
Un = =50 (}) (k) Un_; |
Unss = t oo (7) (<R Uy (3.:85)

oldugu goriliir. Bunlarin a), b) ve c) esitlikleri oldugu gortiliir. Ayrica 3.84 ve 3.85

esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Onerme 2.7 a) 6zdesligi kullanilirsa
Vo= 2o () ) Vi
esitligi bulunur. Bu ise d) esitligidir.

Diger yandan Teorem 3.25°e gore n tek dogal say1 ise

Bn — (_tUn—l tUn )
Un _Un+1

oldugundan 3.83’te yerine yazilirsa

(Ftlaes ) _ T (1) (K Unjur 3020 (7) (—K) U
O T 1o () RV Uney €0 () () Upojos

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden

~tUn1 = T () (-0 Uy (3.:86)
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U, = 7:0 (7) (_k)jUn—j )

Unsr = =t Zjo () (~k) Voot (3.87)

esitlikleri elde edilir. Bunlarin e), f) ve g) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.87

esitliginden 3.86 esitligi ¢ikarilir ve ve Onerme 2.7 a) 6zdesligi kullanilirsa
Vo= =20 (%) (—K) V)
esitligi bulunur. Bu ise h) esitligidir.
Teorem 3.27. n dogal say1 olsun. Bu durumda;
n ¢ift dogal say1 ise asagidakiler dogrudur.
Q) Unoa(k +40)2 = T () Uznozyoa,
b) Un(k? +4t)2 = Xy () ) Uznoay
d) Vu(k* +4t)z =37 (7) t! Vonzj.
n tek dogal say1 ise agagidakiler dogrudur.

2 L n n i
€) Vno1(k* +4t) 2 =X, (1) t) Usn—2j-1,

2 o n n j

DVa(k? +40) 7 = X1 ()t Upnoay

2 L n n i
9) Vapa(k* +4t) 2 =X, (1) t/ Uzn—2j+1 »

2 o n n j

h) Un(k + 4t) 2 = j=0 (}) t] VZTL—Z}"
Ispat: Teorem 3.25°deki B = ((1) t ) ve E = (Zt —kt ) matrislerini ele

—k —k k*+2t
alalim. Ac¢ik olarak

E= (EZ kz_-llftZt)

((1) —tk)((l) _tk)+t((1) 2)=32+t1

dir. Boylece
E™ = (B2 +t)" = X1y () B2t (3.88)

esitligi elde edilir. Burada Teorem 3.25’e gore n ¢ift dogal say1 ise
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B = (k2 +ani (Ut

3.89
Up  Upst (3.89)

oldugundan 3.88 ve 3.89 esitliklerinden

tUn—1 _tUn) _ Zf=0(j)tj UZn—zj—l - j=0(j)t] U2n—2j

(k% +4t)2 ( =
o _ .
n Un+1 — ?:0 (7) t/ UZn—Zj 7:0 (;l) t/ U2n—2j+1

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden
Up-1 (K% + 46)2 = g () ¢/ Uzn-ajoa, (3.90)
Un(k? +46)2 = B ()t Uzneay

Uns1 (6% + 46)2 = B (1) ¢ Uzn-ajos (3.9)

oldugu goriliir. Bunlar ise a), b) ve ¢) esitlikleridir. Burada 3.90 esitligi t ile ¢arpilip
3.91 esitligi ile taraf tarafa toplanir ve V,, = U4 + tU,_; 6zdesligi kullanilirsa

Yk + 4032 = S0 (M) ) Voo
esitligi elde edilir. Bu ise d) esitligidir.

Diger yandan Teorem 3.25’e gore n tek dogal say1 ise

(3.92)

R GRTORN iy

Vn Vn+1

oldugundan 3.88 ve 3.92 esitliklerinden

n (M)t . _yn (1) g+l ‘
(k2+4t) (tVn 1 _tVn) :< j=0 (j)t U2n—2]—1 jzo(j)t U2n—2]>

Vo Vit — jr}zO (7) t UZn—Zj ]r'lz() (7) t U2n—2j+1

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden
n-1 .
Vo (K2 +48) 7 = 3, (7) t) Upnzj1, (3.93)
n-1 .
Va(k? +46) 7 = 5720 (7)  Uznoay

n-1 .
Vit (k2 +40) 7 = 5720 (7) ¢/ Uznoajn (3.94
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esitlikleri elde edilir. Bunlarin e), f) ve g) esitlikleri oldugu goriiliir. Burada 3.93
esitligi t ile garpilip 3.94 esitligi ile taraf tarafa toplanir ve (k% + 4t)U, = V1 +

tV,_1 06zdesligi kullanilirsa

2 L n n j
Up(k® +4t) 2 = Zj:o (]) t/ Von-2j
esitligi bulunur. Bu ise h) esitligidir.
Teorem 3.28. n dogal say1 olsun. Bu durumda;
n ¢ift dogal say1 ise asagidakiler dogrudur.
Q) (k2 + 407Uy = T () " Uy,
b) (k? + 46)2Uy, = Xty () "IV,
Q) (k2 + 400Uy = X (") "I Us s,
d) (k2 +46)20, = 20, (1) e I1y,,
n tek dogal say1 ise asagidakiler dogrudur.
2 1 n n —j
e) (k*+4t) z Vg =X (j)tn TUzj-1
2 o n n\ n—j
f) (k2 +46) 2 V= 5o (V) U,
2 o1 n n\.n-j
Q) (k2 +41) 7 Vayy = 5o (7)€" Uz,

n+1 .
h) (k2 + 46) = Uy = X020 (1) €IV,

Ispat: Teorem 3.25°deki B = ((1) —tk) VeE = (EZ kz_-ll—CtZt) matrisleri ele alalim.
Acik olarak
=G i) = WG el )=

dir. Buradan
E™ = (t] + B2)" = X1y () "B (3.95)
esitligi bulunur. O halde Teorem 3.25’e gore n ¢ift dogal say1 ise

EM = (k2 + 4t)3 (tU"—l _w”> (3.96)
_Un Un+1

oldugundan 3.95 ve 3.96 esitliklerinden
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tU,_, _tUn) _ =0 (;l) Y, — ?o( )t” 1y,
U, Upyqa _ Z?:o (;l) tn_jUzj ;l=0 (711) U2j+1

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden

(K2 + 40)% (

(k2 + 40)2 Uy = X2y (7) "I Uy)1 (3.97)
(k? +4t)2U, = X7, (’]) t" Uy

(k? + 40)2Un41 = 5o (7) €U (3.98)

oldugu goriiliir. Bunlar a), b) ve c) esitlikleridir. Ayrica 3.97 esitligini t ile carpilir 3.98

esitligi ile taraf tarafa toplanir ve V,, = U, 41 + tU,_; 0zdesligi kullanilirsa
(k2+4t)zV = ( )t" IV,
esitligi bulunur. Bu ise d) esitligidir.

Diger yandan Teorem 3.23’¢ gore n tek dogal say1 ise

S GRE D Gy

3.99
Vo Vi (3.99)

oldugundan 3.95 ve 3.99 esitliklerinden

tV,_q _tVn>_ 21]-1=0(7)tn—j+1U2j_1 _ 7_()()1:” j+1y,,;

(k2+4-t)_< -V, Vi) | _ 1}:0(7) tn—jUZj 7=0<.)t B U2j+1

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden
n-1 .
(k2 +4) 2 Vooy = 30 () 77U, (3.100)
2 n1 n n —7
(k2 +4) 2 Vy = 270 (1) e TUy,
n-1 .
(K2 + 4) 2 Vyyy = X0y (7) Uy (3.101)

esitlikleri elde edilir. Bunlarin e), f) ve g) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.100
esitligi ¢ ile carpalir 3.101 esitligi ile taraf tarafa toplanir ve (k? + 4t)U, = Vpyq +
tV,,—1 6zdesligi kullanilirsa

(k2 + 467 Uy = S (V) 0
n J=0\j 2j
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esitligi bulunur. Bu ise h) esitligidir.

Teorem 3.29. n dogal say1 olsun. Bu durumda;

n ¢ift dogal say1 ise asagidakiler dogrudur.

&) (k2 +40)tUn_y = X () (CI (K2 + 26) Uy
b) (K? +40)2U, = = N0 () (FR)" I (K? + 26) U

O (K + 4692Unsy = 5 (}) (10" (k2 4 26) Uy
d) (k2 + 400V, = £ (*) (C"I (K2 + 26) V).

n tek dogal say1 ise asagidakiler dogrdur.

) (K +46) 7 Vg = =g () (R0 +26) Uy
0 —(2 +40)% ¥, = o () (-0 (62 + 207U,

0) (k2 +40) 7 Vs = i (}) (CR"I (K2 + 207Uy

nt1 » .
h) (k2 + 46) 2 Uy = 270 (1) (=)™ (k2 + 26V,

ispat: Teorem 3.25° deki A = (I; (t)) VeE = (E;’; kz_-ll—CtZt) matrislerini ele alalim.
Acik olarak

(2t Skt Y_ (Rt <k2+2t 0 )__ ,
E_(—k k2+2t)_ k(1 0)"' 0 K2 +2t) = kA + (k* + 2¢t)1

‘dir. Buradan
E™ = (kA + (k* +20)D)" = X7, (7) (—k)" AV (k2 + 2t)/ (3.102)
bulunur. Dolayisiyla Teorem 3.25’e gore n ¢ift dogal say1 ise

E™ = (K2 + 4t)7 (tf’;,;l ?J,tfﬁ ) (3.103)

oldugundan 3.102 ve 3.103 esitliklerinden

(K? + 48)2tU,_; = 37 (7) (—k)™ (k2 + 26) 7 Up_ 4y (3.104)
(k2 + 40)2U, = = S (V) (™ (k2 + 20) U,
(2 + 402U = £ 5o (V) (“R" T (K + 200Uy (3.105)
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esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve c) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.104 ve
3.105 esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Onerme 2.7 a) dzdesligi kullanilirsa

(k2 +46)2V, = 370 (1) ()" (k2 + 26V,
esitligi elde edilir. Bu ise d) esitligidir.

Diger yandan Teorem 3.25°e gore n tek dogal say1 ise

n-1 —
E™ = (k2 + 4t) 7 (tV"‘l tV”) (3.106)
_Vn Vn+1

oldugundan 3.102 ve 3.106 esitliklerinden

n-1 . .
(k2 +48) 2 Vg = N () (00" (k2 + 26) U, (3.107)

n-1 ; ;

—(k? +4t) 2 Vo = 300 (1) (=" (k2 + 26U,

n-1 . .
(k2 +48) 2 Viur =t X () (00" (k2 + 26) U (3.108)

esitlikleri elde edilir. Bunlarin e), f) ve g) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.107 ve
3.108 esitlikleri taraf tarafa toplanir ve (k2 + 4t)U, = Vyiq + tV,_; 0Ozdesligi

kullanilirsa

2 o n (n n—jn2 j
(k2 +4t) 2 Uy = X (%) (0T (k2 + 20) V.
esitligi elde edilir. Bu ise h) esitligidir.
Teorem 3.30. n dogal say1 olsun. Bu durumda;
n ¢ift dogal say1 asagidakiler dogrudur.
Q) (k% + 40)2Unsn = Zjo () K" @0 Vo
b) (k? +46)2Uy, = X7 (1) k™ (26) Uy,
©) (k% + 42Uy = T () K" @0 Unyoa
d) (K2 + 46)20, =370 (1) k" 20) Vi
n tek dogal say1 ise asagidakiler dogrudur.

5 n-1 n . ,

&) (k2 +48) 7 Voyy =870 (7) K" (20 Upjos

n-1 . .
b) (K +40) 7 Vo = B (7) K" 20U
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Q) (K +48) 7 Vooy = e (M) k7T (260 Upjs

d) (k2 +46)7 U, = "o (1) kT 26) Vi,

Ispat: Teorem 3.25°deki A = ('11c (t)) veD = (kz Z 2t IZ(D matrislerini ele alalim.
Acik olarak

D= (k2+2t kt)

rar k(k O+ (5 D) =ka+au

1 0 0 2t

dir. Buradan

D" = (kA + 2t = $1_o (M) kA (2t)) (3.109)
esitligi elde edilir. O halde Teorem 3.25’e gore n ¢ift dogal say1 ise
n (U tU.
n — 2 n+1 n
= (k +4t)2( U, tUn_1> (3.110)
oldugundan 3.109 ve 3.110 esitliklerinden
(k2 + 402Uy = oo () K™ 20) Unojin, (3.111)
(k2 + 46)2U,, = "o (M) kT 26) U,
(K? + 48)2U,_; = 37 no (M) K" @0V (3.112)

esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve c) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.112
esitligi t ile carpilip 3.111 esitligi ile taraf tarafa toplanir ve Onerme 2.7 a) 6zdesligi

kullanilirsa
(k2 + 46)7V, = mo (1) kT 26 Vi
esitligi elde edilir. Bu ise d) esitligidir.

Diger yandan Teorem 3.25°e gore n tek dogal say1 ise

n_ (k24 4t) T (Vzl ﬂt/:’il) (3.113)

oldugundan 3.109 ve 3.113 esitliklerinden

(k2 +40) 7 Vs = 5o (7) K" 20U, (3.114)
(k2 +46)7 Vy = S0 (M) k7T (26)U,

n-1
(K2 +4t) 2 Vy_y = X 0( )k" J (26) Uy (3.115)
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esitlikleri elde edilir. Bunlarin e), f) ve g) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.115
esitligi t ile ¢arpilir 3.114 esitligi ile taraf tarafa toplanir ve (k% + 4t)U,, = Vypq +

tV,_1 0zdesligi kullanilirsa
5 n-1 N .
(k2 +4t) 2 Uy = X (7) K" (20 Va;
esitligi bulunur. Bu ise h) esitligidir.
Teorem 3.31. n dogal say1 olmak {izere asagidakiler dogrudur.
8) K" =3 (1) (0 Vnojun
b) k"=t () (=) Un-2ea.
c) 2k™= ?:0 (;l) (_t)jVn—zp
d) 0=31(7) (-t Un_sy.

Ispat: Teorem 3.25°deki A = (II (t)) ve B = ((1) —tk) matrislerini ele alalim.

Agik olarak

a-p=( -] ‘)=(§ ?)=xvean=pa=crdr Buradan

k" = (A—B)" = 37 (V) A" (=B)/ (3.116)
esitligi bulunur. AB = BA = tI oldugu kulllanilirsa

A"I(=B)) = A" (—t)/ (3.117)
esitligi elde edilir. O halde 3.117 esitligi 3.116 esitliginde yerine yazilirsa

k=3 (M) An P (—t)) (3.118)
esitligi bulunur. Dolayisiyla

k™ 0)

- (3.119)

k= (
oldugundan 3.118 ve 3.119 esitliklerinden

(k” 0 ) _ =0 (;l) (_t)jUn—2j+1 t =0 (7) (_t)jUn—Zj
0 k" ;-lzo (7) (—t)jUn_zj t Z?:o (1}) (_t)jUn—Zj—l

matris esitligi elde edilir. Bu matris esitliginden
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k"= 30 () (S0 Vnosjon (3.120)
k"=t 550 () (-0 Unozyoa (3.121)

0=2Y} (T]l) (=t) Un—z;

esitlikleri elde edilir. Bunlarin a), b) ve ¢) esitlikleri oldugu goriiliir. Ayrica 3.120 ve

3.121 esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Onerme 2.7 a) 6zdesligi kullanilirsa
2k™ = 30 (1) (—) Vs

esitligi bulunur. Bu ise d) esitligidir.

Teorem 3.32. k ve t sifirdan farkli tam sayilar olmak tizere

(k* +4)(—)" ' = Vie1Vn-1 — Vn2

dir.
T . s . _ k t _ k 2t . ..
Ispat: Teorem 3.25°deki A = ( 1 O) veC = (2 B k) matrislerini ele alalim.
Acik olarak
k 2t Un+1 tUn > (Vn+1 tVn )
n _—_ —
e =( 2000w ) =00

dir. Burada esitligin her iki tarafinin determinant1 alindiginda

V ty,
|CA,| =|C|-|A4,| = — (k% + 46) (tUpy1Upq — tU,%) — |< n+1 n )
VotV

= (tVp41Vno1 — tVnZ) (3.122)

esitligi bulunur. Burada U, ,U,_; — U2 = —(—t)""1 &zdesligi 3.122’de yerine

yazilirsa
(k* +4)(—0)" ' = Vie1Vn-1 — Vn2

esitligi elde edilir.
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4. UCUNCU MERTEBEDEN MATRISLER YARDIMIYLA OZDESLIK
TURETME

Birinci bolimde Q = (1 (1)) Fibonacci matrisinden bahsedilmigtir. Bir diger
0 0 1

Fibonacci matrisiise R =0 1 2 | matrisidir[1]. R matrisi kullanilarak Fibonacci
11 1

ve Lucas sayilar ile ilgili 6zdeslikler literatiirde mevcuttur. Hoggatt ve Bicknell, R
matrisini ve bu matrisin karakteristik denklemini saglamasindan yola g¢ikarak
Fibonacci ve Lucas sayilar ile ilgili 6zdeslikler elde etmistir[16]. Bu 6zdesliklerden

bazilar1 agsagidaki gibidir.
Fis—2F3 —2Fj +EL =0, (4.1)
FovsFnya — 2Fni2Fnes — 2Fn 1 Fpio + FyFppy = 0

(4.1) 6zdesligi farkli bir yol izlenerek bulunmustur[17]. Bu ¢alismada Fibonacci

0 0 1 0 1 0
ciftleri ele alimmisolupR = |0 1 2 |veX =|2 1 2 |matrisini Fibonacci say1
1 1 1 0 1 2

ciftleri olarak tanimlamistir. Bu iki matris kullanilarak bulunan bazi 6zdeslikler

asagidaki gibidir.
Fr%+2 — E} = Fanyz (4.2)
Fiis = Firy — 2F7_ 1 = Fpnyp + 2F,,. (4.3)

(4.2) ve (4.3) 6zdeslikleri ile F,,, = F2,, — F?_, 6zdesligi kullanilarak (4.1) 6zdesligi
elde edilir.

Elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilari olan R ve X gibi bazi 6zel matrisler ve bu
matrislerin n. kuvvetleri [18] calismasinda verilmistir. Bu matrislerin Fibonacci ve

Lucas dizileri ile ilgili 6zdesliklerin ispatinda kullanilabilecegi belirtilmistir.
Teorem 4.1(Teorem 3.1-3.7, [18]). n tam say1 olmak tizere asagidakiler dogrudur.

1 0 -1 B, —Fooq —Fuiq
a $=|-1 -1 0 iseS{lz —Fh 2 Fpoz Fooq ),

0 1 1 _Fn—l Fn—z Fn



-1 -2 -3 _Fn “In+2 _Ln+1
b) Sz = 1 1 2 |ise S? =|Fno E, Lyp1 |,
0 Foo1 Fowa Ly
3 2 1 Fn+3 _Fn+2 _Fn+1
-1 -1 0 |Se S;l = Fn+1 _Fn _Fn—l ,
-2 -1 -1
3 =2 -1 Forz —Fuiz —Fpya
1 _1 0 ISe Sil = F‘I’H'l _FTl _Fn—l ,
2

-1 -1 Fn+2 _Fn+1 _Fn

Fn+2 “In+1 _Fn

1 0 1 Fn Fn—l Fn+1
e) Ss=[1 -1 0]iseSg =|Fn —3 Fn-1,
0

1 1 Fn_1

(
(
95
(
(

1 0 1 Fn Fn—l Fn+1
f) 56 = 1 _1 0 |Se Sg' = Fn—Z -3 Fn—l ’
0

1 1 Fn_1

2 3 _Fn Fn+2 Ln+1
1 2 Ise S';l == _Fn_z Fn Ln—l .
1 1 _Fn—l Fn+1 Ln

Ayni yazarlar daha genel bir tanim yaparak asagidaki matrisi ve bu matrisin n.

kuvvetini vermistir[19].

Teorem 4.2( Teorem 2.1, [19]).

a b 0
ak —a*+t
4= T k—a 0
br—ab—ak +a®—t

b r+a—b—k r

matrisinin 6zdegerleri a, § ve r’dir. Burada a, b, k ve t sifirdan farkli gercek sayilar

olmak iizere; k% + 4t > 0ver? —kr —t # 0 ise

aU,, + tU,_, bU, 0
ak —a’ +t
o ———Un (k — a)U, + tU,_, 0
—ab —ak +a*—t

b U,—tUp_1+1" (a—b—-k)U,—tU,_4+7r" 1"
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dir.
Burada k = t = 1 alinarak asagidaki sonug verilmistir.

Sonuc 4.3(Sonuc 2.1.1, [19]). a, b ve r herhengi bir gercek say1 olsun. b # 0 ve r? —

r — 1 # 0 olmak iizere;

/ a b 0
a—a?+1
B = b l-a 01 ise
_ _ 2_
\% rt+a—b—-1 r
aF, + F,_, bE, 0
a—a’*+1
gn = —F (1= @)F, + Fy_yg 0
—ab—a+a*-1 . .
5 E,—F, 1 +1r" (a—b—-1)F,—F,_;+r" r

dir.

Simdi (k t) ve (a b —ab) matrislerinden yararlanilarak bazi 3 x 3 boyutlu
1 0 1 0

matrisler ve bu matrislerin n. kuvvetleri verilecektir.

Teorem 4.4. a, b sifirdan ve birbirinden farkli tamsayilar, n dogal say1 olmak iizere;

a+b —ab 0
A = 1 0 0 | ise

0 0 0
qnti_pn+ti —ab(a™-b™) 0
a—-b a-b
Arll = at—pn _ab(an—l_bn—l) 0
a-b a-b
0 0 0

dir.

Ispat: A; matrisinin n. kuvveti kdsegenlestirme yontemi ile hesaplanabilir. 4,

matrisinin karakteristik denklemi |4, — AI| = 0 yani 23 — (a + b)A? + abA = 0’dur.

Bu denklemin kokleri sirasiyla 0, a ve b’dir. Dolayisiyla 0, a ve b, A; matrisinin
0zdegerleridir. Birbirinden farkl: {i¢ 6zdeger bulundugundan A; matrisi
kosegenlestirilebilirdir. Simdi 0, a ve b 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri
bulalim. 0 ile ilgili 6zvektorleri bulmak i¢in (A; — 01)x = 0 denklemi yani

a+b —ab 0\ /%
1 0 0 || X2 ] = 0denklemi ¢oziilmelidir. Gerekli islemler yapildiginda

0 0 0/ \X3
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X1 0
s # 0 olmak iizere (x2> = (0) seklindeki her vektor 6zvektordiir. O halde s = 1

X3 S
0
alindiginda | 0 | 6zvektori elde edilir. a ile ilgili 6zvektorler i¢in (A; — al)x = 0
1

b —ab 0 V1
yani |1 —a 0 ||Y2 ] = 0denklemi ¢6ziilmelidir. Buradan s; # 0 olmak
0 0 —a/ \V3

}/1 a51
lizere (3’2) = ( 51 ) bi¢imindeki her vektor bir 6zvektordiir. O halde s; = 1 igin
Y3 0

a
<1> Ozvektori bulunur. Benzer sekilde, b ile ilgili 6zvektorler igin (A; — bI)x = 0
0

a —ab 0\ /%4
denklemi ele alimirsa [ 1 —b 0 Z3 | = 0 denklemi ¢oziilmelidir. Buradan
0 0 —=b/\zZ3

Z bSZ
s, # 0 olmak tizere <Zz> = ( Sy ) bi¢imindeki her vektor bir 6zvektordiir. O halde

z3 0
b 0\ ,a b
s, = ligin | 1 | 6zvektorii bulunur. Siitunlar1 | 0 |, <1> ve | 1 | 6zvektorlerinden
0 1/ \O 0
0 a b
olusanmatrisP = |0 1 1 ]olsun.|P|= a — b # 0 oldugundan P matrisinin
1 0 O
0 0 1
_ T B _
tersiP™' = a-p a-b “dir. Kosegen elemanlari 6zdegerler olan matris
1 a
“ab ap

0 0 O
J= <O a O) olsun. A; = PJP~1 esitligi saglandigindan A} = PJ"P~1 “dir.

0 0 b
Dolayisiyla
0 0 1
0 a bN/O 0 O 1 b 0
At=(0 1 1]){0 a™ O a-b  a-b
1 0 o/\0o 0 HV/\_L 2
a—b a—b
an+1_bn+1 —ab(an—b”) O
a—b a—b
= ant—pn _ab(an—l_bn—1) O
a—b a—b
0 0 0
esitligi elde edilir.
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Teorem 4.5. a, b sifirdan ve birbirinden farkli tamsayilar, n tam say1 olmak iizere;

0 0 —ab
A, =0 a+b 0 |ise

1 0 a+b

—ab(a™1-pn~1) 0 —ab(a™-b")
a—-b a—-b
AT = 0 (a + b)" 0
at—pn an+i_pn+i
a—-b 0 a—b

dir.

Ispat: A, matrisinin n. kuvveti kdsegenlestirme yontemi ile hesaplanabilir. 4,

matrisinin 6zdegerleri a, b, a + b ve bu 6zdegerlere karsilik gelen birer 6zvektorleri

—b —a 0 —b —a 0 a 0 0
sirastyla( O |, ( 1 )ve 1Pdir.P=( 0 1 1)veJ=|0 b 0
1 0 0 1 0O O 0 0 a+b

olmak iizere A, = PJP~? esitliginin saglandig1 goriiliir. Boylece A% = PJ"P~1 olup

buradan

—b —a 0\/a* 0 0 1 b
n=(o 1 1)fo »» o [z O 7
1 0 o/\o 0o @+pr/\1 |

a a

—ab(a™1-pn1) 0 —ab(a™-b™)
a—b a-b
= 0 (a+ b)" 0
ah—pn 0 gn+i_pn+i
a—b a-b

esitligi elde edilir.
Teorem 4.4 ve Teorem 4.5’te verilen matrislerde a yerine «, b yerine 8 alinirsa ve
a+ f =k, af = —t oldugu kullanilirsa agagidaki teoremler kolaylikla verilebilir.

Teorem 4.6. k ve t sifirdan farkli tam sayilar ve n dogal say1 olmak iizere;

k t O
A; = (1 0 O) ise
0 0 O
Un+1 tUn 0
A% = ( U, tU,—1 O)
0 0 0

dir.
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Teorem 4.7. k ve t sifirdan farkli tam sayilar ve n tam say1 olmak iizer

0 0 ¢t
Ay, =10 k 0]ise
1 0 k
tU,-1, 0 tU,
- ( 0" e o0 )
Un 0 Un+1
dir.
Teorem 4.4 ve Teorem 4.5’de verilen matrislerde a yerine a™, b yerine ™ alinirsa

ve a™ + ™ =V, a™B™ = (—t)™ oldugu kullanilirsa asagidaki teorem kolaylikla
verilebilir.

Teorem 4.8. m ve n dogal sayilar olsun. Bu durumda

Vi —(=)™ 0
As =1 0 0 | ise

0 0 0
Unni+m —(=)"Umn 0
Upn U
? = Unn ~(=O™Umn-m 0
U U
0 0 0

dir.

Teorem 4.9. m ve n tam sayilar olsun. Bu durumda;

0 0 —(-tm
A6=<0 Vi 0 )ise

1 0 Vi
_(_t)mUmn—m _(_ t)mUmn
Um Um
At = 0 yn 0
Umn 0 Umn+m
Um Um

dir.

Teorem 4.10. k ve t sifirdan farkli tam sayilar ve n dogal say1 olmak iizere;

kK 0 1 Un+1 0 tUn
a) A, =1 0 O0|isedl=( U, 0 U, |

t 00 tU, 0 tU,_,
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'32

e e o (ﬁ+un+1 O
b) A8=<1 0 0>iseA"= $+Un %‘f‘tUn_l 0
1 oo 2 iu, ZLitu,, o

dir.

Ispat: a) A, matrisinin n. kuvveti kdsegenlestirme yontemi ile hesaplanabilir. A,

matrisinin 6zdegerleri a, £, 0 ve bu 6zdegerlere karsilik gelen birer 6zvektorleri

0
vel| 1 )dir. P =
0

A, = PJP™1 esitliginin saglandigi goriiliir. Boylece A% = PJ™P~1 olup buradan

0 a 0 0
sirastyla 1|ve/=|0 B 0 |]olmakiizere

0 0 O

il )
el kel b
= 2 [ R

[l BN R

_t __B
%foanoo{algogﬁ\
Ag:%%l(ﬁ proofl =g 0 o
110 \ 0 1 —%/
Un+1 0 tUn
=(Un 0 Un_1>
tU, 0 tU, ,

esitligi elde edilir.

b) Ag matrisinin n. kuvveti kdsegenlestirme yontemi ile hesaplanabilir. Ag matrisinin

a
0zdegerleri a, (8, 0 ve bu 6zdegerlere karsilik gelen birer 6zvektorleri sirasiyla (1),
1

p 0 a [ O a 0 O
<1 velO)dir,rP={1 1 O) ve/]=10 B 0) olmak iizere Ag = PJP~1!
1 1 1 1 1 0 0 O

esitliginin saglandig1 goriiliir. Boylece Ay = PJ™P~* olup buradan

! £

« B O\N/a" 0 O\N[ ap “ap °
Ag=(1 1 off0 p* O)f L =
1 1 1 0 0 O a—f a-

— 1
_32
ﬁ+Un+1 ﬁ‘l‘tUn 0
- i
=| StUn Gt tUpg O
1 -B
mi‘Un ﬁ+tUn_1 0
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esitligi elde edilir.

Teorem 4.11. k ve t sifirdan farkli tam sayilar ve n tam say1 olmak {izere;

k t O
Ag=11 0 0]ise
0 0 1

Upyr tU, O
Aa=(u, t,_, o
0 0 1

dir.

Ispat: Ay matrisinin n. kuvveti kdsegenlestirme yontemi ile hesaplanabilir. A,

matrisinin 6zdegerleri 1, 5, a ve bu 6zdegerlere karsilik gelen birer 6zvektorleri

0 B a 0 B « 1 0 O
sirastyla( O |, | 1 | ve <1>’dir. P=10 1 1]ve/J=(0 B 0 |olmakilizere
1 0 0 1 0 O 0 0 «

Ag = PJP71 gsitliginin saglandig1 goriiliir. Boylece Ay = PJ™P~1 olup buradan

0 f a\/1 0 0\(f_1 _a
Ag=(0 1 1|{0 B O a-p  a-
1 0 o/\0 0 /\ L __B

Un+1 tUn 0
= ( U, tU,_4 0)
0 0 1
esitligi elde edilir.

Teorem 4.12. m ve n tam sayilar olsun. Bu durumda;

Unin = UnUny1 + tUp1Uy

dir.
) k t O
Ispat: Teorem 4.11’den Ag = (1 0 0 | matrisini ele alalim. Buradan
0 0 1
AJ = AT AT (4.4)

esitligi ele alindiginda Teorem 4.11°e gore

min Um+n+1 tUm+n 0
A9 = Um+n tUm+n—1 0],
0 0 1
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Um+1 tUm 0
,5”=< U, tUy,4 O),

0 0 1
Un+1 tUn 0

5= < U, tU,_4 0)
0 0 1

olup bulunan bu matrisler 4.4’de yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa istenen

elde edilir.

Teorem 4.13. m ve n tam sayilar olmak tlizere asagidakiler dogrudur.

a) Umn+mk—mUm = Uanmk ( ) Umn -m mk —-ms
b) Unmn+mikUm = UnnUmism — (_t) Umn-mUmi,
C) Unmn+mikUm = UnicUmnsm — (_t)mUanmk—m’

d) Umn+mk+mUm = Umn+mUmk+m - (_t)mUanmk-

0o 0 —-(—pm
Ispat: Teorem 4.9°dan Ag = (0 Vi 0 > matrisini ele alalim Buradan
1 0 7%
An+k An Ak (45)

esitligi ele alindiginda Teorem 4.6’e gore

_(_t)mUmn+mk—m O _(_t)mumn+mk
Umn Um
n+k _
ARTE = 0 A 0 ,
Umn+mk O Umn+mk+m
Umn Um
_(_t)mUmn—m 0 _(_t)mUmn
Un Umn
AL = 0 v 0 ,
Umnn 0 Unn+m
Umn Umn

_(_t)mumk—m _(_t)mumk
( e w
Ak = 0 vk 0
M Unmk+m
\ oo e
olup yukarida verilen matrisler 4.5’te yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

Umn+mk—mUm = Uanmk ( ) Umn -m mk -m

Unn+miUm = UnmnUnmkam — (_t)mUmn—mUmk )
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Unn+mikUm = UnicUmnim — ()" UnnUni—m
Unn+mismUm = UnnsmUmicem — ()" Unnn Ui
esitlikleri elde edilir.

Teorem 4.14. m ve n tam sayilar olsun. Bu durumda;

(_t)mn_mUrzn = Urznn — Unn-mUmn+m

dir.
0 0 —(-pm
Ispat: Teorem 4.9°dan Ay = (0 Vi 0 ) matrisini ve bu matrisin n.
1 0 Vi
~CO™Umnm _(_t)mUmn\
Um Un
kuvveti A = 0 Vi 0 matrisini ele alalim. Buradan
% 0 Umn+m
Um Un
|46]™ = 48]

esitligi ele alindiginda

—(=)™Umn— U -O"u. U
(=)™ = (=t = ST ey Ut _ (07 S

olur. Boylece gerekli islemler yapildiginda
(_t)mn—mUan = Urznn = Unn-mUmn+m

esitligi elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada ilk olarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileriyle ilgili 6zellikler

incelenerek bu dizilerin terimleriyle ilgili 6zdeslikler igin hangi matrislerden
yararlanildigina dair bilgiler verilmistir. Daha sonra bu dizilerle ilgili temel kavramlar
ve oOzelliklerden bahsedilmistir. Caligmanin konusu genellestirilmis Fibonacci ve
Lucas dizileri ile ilgili yeni sonuglar ortaya koymak i¢in matrislerden yararlanmaktir.
Elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilar1 olan 2 X 2 boyutlu matrisler verilip bu
matrislerin n. kuvvetleri kdsegenlestirme yontemi kullanilarak hesaplanmistir. Bu
matrisler yardimiyla yeni ozdeslikler ortaya konulmustur. Sonra 3 X 3 boyutlu
matrislerden yeni 6zdeslikler elde edilebilir mi konusu tizerinde durulmustur. Bulunan
yeni Ozdeslikler aslinda 2 X 2 boyutlu matrislerden de elde edildigi goriilmiistiir.
Ayrica 3 X 3 boyutlu matrislerden nasil yeni 6zdeslikler elde edilebilecegi veya baska

farkli kare matrislerden nasil yararlanilabilecegi konulari tizerinde ¢alisilabilir.
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