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OZET

Camille Jordan (1838-1922), 1887'de siirekli diizlem egrisi tanimini asagidaki
gibi vermistir: “EGer f.1=[01] kapali birim arali§indan R® Euclid diizlemine

siirekli bir fonksiyon ise bunun f1] goriintiisiine bir siirekli egri denir”.
1890’da Giuseppe Peano (1858-1932), daha sonra David Hilbert (1862-1943)
ve bagkalar1, Jordan"in tanmimina uyan fakat alisilmisin aksine bir diizlemsel bolge
biciminde egri drnekleri verince, konu topolojicilerin ilgisini ¢cekmis ve egri
kavrami, Hausdorff uzaylari, kompaktlik, ikinci sayilabilirlik, baglantililik, yerel
baglantililik  gibi  topolojik  kavramlarla iligkilendirilerek — genisletilmistir.
Caligmamizda Peano uzaylar: adi verilen bu genisletilmis egri kavrama, topolojik
ayrintilar: ve drnekleriyle ele almmustir.

Anahtar Kelimeler: Peano uzay:, kompakt — Hausdorff — ayrilabilir — ikinci
sayilabilir — baglantil — yerel baglantili topolojik uzaylar.

ON THE PEANO SPACES AND HAHN-MAZURKIEWICZ
THEOREM

ABSTRACT

For the continuous plane curves, in 1887, Camille Jordan (1838-1922), gave
following definition: “if f is a continuous function of the closed unit interval

I =[0.1] into the Euclidean plane RZ, then its image f11] is called a continuous
curve.” In 1890 Giuseppe Peano (1858-1932) then David Hilbert (1862-1943)
and the others, when gave examples of curve which is appropriate Jordan’s
definition but as opposite usual, than the topic aroused interest of topologists and
the concept of curve has been expanded with topological concepts as Hausdorff
spaces, compactness, the second countable, connected, locally connected. In our
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study, this expanded the concept of curve has been taken up with topological
details and examples.

Keywords: Peano space, compact — Hausdorff — separable — second countable —
connected — local connected topological spaces.

1. ON BILGILER
1.1. Egri Kavraminin Gelisimi

Geometri, Andrey Petrovich Kiselyov (1852-1940) tarafindan “Geometrik
sekillerin ozelliklerini inceleyen bilim” olarak tamimlanmustir; Felix Klein
(1849-1925)'m 1872’de verdigi tanum ise “Geometri es geometrik
sekillerde ortak olan Ozellikleri inceler” seklindedir[1]. Bu tanimlarda
gecen geometrik sekiller nokta kiimeleridir ve bunlar arasinda egri diye
nitelendirilenleri digerlerinden ayirt etme probleminin geometri bilim
tarihinde 6nemli bir yeri vardir.

Bernard Bolzano (1781-1848) geometride, kavramsal tanum ve
aksiyomlarin net olarak verilmesinin énemini vurgulams ve egri, yiizey,
solid kavramlarinin tam tanimlarini aramistir. Bolzano, matematigin ise
yararliiginin daha ¢ok bir zihin antrenmani olmasindan geldigini ve
uygulamadan ¢ok teorik yoniiniin énemli oldugunu vurgulamis ve
geometrinin temel kavramlarinin fizik diinyadan degil akil ve mantiktan
hareketle ele alinmasi gerektigini savunmusturf?l.

Georg Cantor (1845-1918), bir kapali karenin tiim noktalarinin, bir
kenarinin noktalariyla 1-1 eslenebilecegini kanitlamis ve bdylece farkl
boyuttan nokta kiimelerinin denk olamayacagina dair, o zamana kadar
yaygmn olan inanci kirmistir23l. Bunun iizerine Richard Dedekind (1831-
1916), farkli boyuttan nokta kiimeleri arasindaki 1-1 eslemelerin stirekli
olamayacagin1 ileri siirmiis ve daha sonra Cantor'un “boyut
degismezligi” adi altinda formiile ettigi bu prensip kanitlanmaya
calisitlmistir. Bu ¢alismalarla Cantor Paradoksu’nun ortadan kaldirilacagina
inanilirken, 1890’da Giuseppe Peano (1858-1932), bir kare bdlgenin tiim
noktalarindan olusan bir space filling egri olusturarak, matematikgilerin
bir egri hakkindaki sezgisel diisiincelerini alt {ist etmigtirl>4>7]. Sonralar1
cesitli space filling egriler olusturulmustur. Bunlardan bir tiggen ytiizeyinin
tim noktalarini igeren bir 6rnek tiim analizi ile birlikte “#l'te verilmistir.
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Bir kare yiizeyini kaplayan bir érnek l'te bulunmaktadir. David Hilbert

(1862-1943) tarafindan verilen ve bir karenin tiim noktalarindan olusan
bagka bir Peano egrisi, limiti oldugu egri dizisinin ilk {i¢ terimi ile Vda
gizilerek agiklanmigtir. Bu terimlerin analitik kurallarmmi 2. boliimde
hesaplamis bulunuyoruz. William Osgood (1864-1943) pozitif dis 6lgtimii
olan bir basit kapali egri, Henri Lebesgue (1875-1941) 6l¢iilebilir bir alam
olan ilging egri 6rnekleri vermislerdir. Ustelik Peano egrisinin aksine
Lebesgue egrisinin kath noktalar: da yoktur. Jordanin “bir kapali egri
diizlemi, her ikisinin de sir1 oldugu iki bolgeye ayirir” Snermesine
ragmen Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), diizlemi ii¢ bolgeye
aywran ve her birinin siuri oldugu bir kapali egri 6rnegi iiretmistir.
William Henry ve Grace Chisholm Young'in Theory of Sets of Points (1906)
adli kitaplarinda ilging egrilerin bir katalogu bulunmaktadir. Adolf
Hurwitz (1859-1919), ilk matematik kongresinde, “Nedir basit kapali
egri? Nedir bir egri? Genelde bir kapali egri ve sadece Cauchy teoreminin
ifadesindeki kabul edilebilir bazi egriler veya tamami mi?” diye
sormustur. Felix Hausdorff (1868-1942), topolojik uzaylar teorisi ve nokta
kiime teorisinin sonuglar1 birlestirilerek genel bir egri kavramimn
olusturulmasini 6nermistir. Egri kavraminin piir matematiksel sekillenisi
topolojistler tarafindan gerceklestirilmistir. Bunlar arasinda James
Waddell Alexander II (1888-1971), Solomon Lefschetz (1884-1972),
Zygmunt Janiszewski (1888-1920), Waclaw Sierpinski (1882-1969) ve
Stefan Mazurkiewicz (1888-1945) sayilabilir. Son {i¢ topolojist,
ogrencileri Bronislaw Knaster (1893-1990) ve Casimir Kuratowski (1896—
1980) ile birlikte boyut—egri sorulariyla ilgili topolojik problemler
tizerinde 6nemli ilerlemeler kaydetmislerdir. Pavel Urysohn (1898-1924),
diizlemsel egrinin bir gercek topolojik tanumini, “diizlemde hicbir yerde
yogun olmayan bir siirekli” olarak vermisti. Hans Hahn (1879-1934)'in
formiile ettigi ve 6nemini vurguladifi “egrileri tanimlama problemi”,
egri olmanin en 6nemli 6zelliginin “1-boyutlu olmak” oldugunu ileri
siiren Karl Menger (1902-1985) gibi bircok topolojist tarafindan ele
alinmustir(2l.

Nipissing Universitesi matematikgilerinden Murat Tuncali, Hahn-
Mazurkiewicz teoreminin genellestirilisleri iizerine bir doktora tezi
hazirladi ve bu tezden hareketle yazdig: bazi1 makaleler de “Proceed of
the American Mathematical Society” da yayinlandi (1991). Murat Tuncal,
Prde H-M teoremini, “Hahn-Mazurkiewicz Teoremi, [0,1] araliginin bir
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Hausdorff  uzayma siirekli goriintiilerini, lokal baglantili metrik

continua’larin sinift olarak karakterize eder” seklinde tamitmistir.
Alexandrov, “Cantor kiimesinin Hausdorff stirekli goriintiilerini,
kompakt metrik uzaylar smifi” olarak karakterize etmistir. Nikiel (1988)
“kompakt sirali uzaylarin lokal baglantili siirekli goriintiileri” Bula ve
Turzanski (1986) ise “kompakt sirali uzaylarin siirekli goriintiileri” ile
ilgili baz1 sonuglar elde etmislerdir. Bu ¢alismalar sirali siirekli egrilerin
ve kompakt siral1 uzaylarin siirekli goriintiileri olan uzaylar smaifi ile ilgili
onemli gelismelerdir[9]. Tuncalimin ¢aligmalar1 bu konularla ilgili bir
genel bakis icermektedir.

Sonug olarak genel bir topolojik egri, belli 6zellikleri olan bir topolojik
uzaydir ve Peano’nun bu asamaya gelinmesindeki hatir1 sayilir rolii
nedeniyle, bu anlamdaki egrilere Peano Uzaylar: denilmistirl’l. Asagida bu
topolojik gelismelerin bir boliimii, icerdigi bir¢ok temel topolojik
kavramla birlikte matematigin bicimsel sembolik dili ile formiile edilmistir.

1.2. Kullanilan Terimler, Semboller, Kisaltmalar

(X,7) topolojik uzayy;, kompakt:kom., sayilabilir kompakt:say. kom.,
yerel kompakt:yer. komp., Hausdorff (T,) uzayw: H., ikinci sayilabilir:2.

say., baglantil:bag.,  baglantisiz:bag.s1z, yerel baglantiliyer. bag.,
ayrilabilir:ayr., total baglantisiz uzay:tot. bag.siz, regiiler uzay:reg., tam
regiiler uzay:itam reg., Banach wuzayi: B-uz., bilesenler ailesi:bil X,

kapalilar ailesi: X ,. agik ortii: 4, baz: B, metrik topolojik uzay: (X, z4) m.
top. uz., ayrilabilir metrik uzay:ayr. m. uz., tam metrik uzay:tam m. uz.,

d metrikli metrik uzay: (X,d) m. uz., (X,74) metrik uzaymn agiklari-
kapalilart: 7, -K 4, smirh siirekli gercel fonksiyonlar uzayi: C(X,R) bir A
kiimesinin tiirev kiimesi: D(A), bir A kiimesinin cap1:d(A), bir A
kiimesinin kardinalitesi:| A|, smurhlik: d(A) <o, sonluluk:| A|< N,
sayiabilirlik:| A|[< N,  sayilabilir ~ sonsuzluk:| A|= N,  sonsuzluk:

| Al NV, sayllamaz sonsuzluk:| A|> N,, Cauchy dizisi:C-diz., noktasal
yakinsaklikinok. yak., diizgiin yakinsaklik:diiz. yak., normda

yakinsaklik:nor. yak., Y alt uzayma relatif topoloji: 7, , alisilmis topoloji:
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U, R"’'nin alsilmis topolojisi: U " homeomorfizm:home., birim kapali
aralik: 1 =[0,1], Jordan egrisi:J-eg., stirekli egri:siir. eg., space-filling

egris-f eg., M(A):A kiimesinin maksimali.
1.3. Yararlanilan Kavramlarin Formel Tanimlar1

1.3.1. Kompakthk : (X, 7) kom. :<
[(Acr)(ua=X)= G4 cA(|A <N (uAa =X)]

1.3.2. Sayilabilir kompakthk : (X, 7) say. kom. &
[(Acn)( Al N)wa=X)= (31 c A A4 |< N)(wA=X)]
1.3.3. ikinci Sayilabilirlik : (X,7) 2.say.: &

(3B cr)(|B|< N,)B, 7 icin baz)

1.3.4. Yerel Kompakthk : (X, 7) yer. komp. <

(Vx e X)(FA e 7)(x € A)(cl(A) komp.)

1.3.5. Baglantihlik : (X, 7) bag. .

[(AABer\{THANB =)= X # AUB]

1.3.6. Baglantisizlik : (X, 7) bag.siz <
(3A,Ber\{TH(ANB =) (X = AUB)

1.3.7. Yerel Baglantihilik : (X, 7) yer. bag. :&

[xe Aer= (3B er)(xe B < A)((B,7,) bag.)]

1.3.8. Total Baglantiilik : (X, 7) tot. bag.siz . [(X,y € X)
(x£y)=>(FAcUX)EB e U(Y)(ANB =) (X = AuB)]
1.3.9. Bir Topolojik Uzayin Bilesenleri :

(Y, z,) alt uzayr (X, 7) topolojik uzaymin bir bileseni: <

Y eM{Z|[(Z,7,)bag.](Z c X)} =bhil X

1.3.10. Ayrilabilirlik : (X, 7) ayr. <

EA < X)( Al N)(El(A) = X)

1.3.11. Tam Regiilerlik : (X, 7) tam. reg.: < [(X,7) T,]
[(ag Aek, )= (3f e C(X,R)(F[A] ={1})(f (a) = 0)]...[3]

1.4. Yararlanilan Teoremler

14.1. ((X,d) tamm. uz.)(d(F,) = 0)(Vn € N)
(XoF, oF,)F, ek, )F, #90)=|n_F |=1

n

142 [neN=f :(X,d) > (Y,d)sir][f — f diz]=
fo(X,d)— (Y,d), f(x)=limf (x)sir.
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143.[f ec(X,R)={f | f:(X,d) > R, sirl, siir.}]
(I fll=sup| f(x)|)= f, = f nor.yak. . f — f diz. yak.

144, [(X,7) kom](@ =Y e K )= (Y,7,) kom.

1.45. [(X,7) kom][f : (X,7) = (Y, z) sir]
= (FIX], fy,,) kOM.

146. (ACR)(Aek,)(d(A) <x) = A kom.
14.7. (A< R)(A kom) = (Ae K, )(d(A) < )

1.4.8. ((X,d) m.uz)(Ac X)(A kom) = (A K, )(d(A) < =)
14.9. (AcR")(Ae K )(d(A) < %) = A kom.

1.4.10. [(X,7) H](x e X)(Y = X)(x 2 Y)[(Y.7,) kom] =
(B3A,B e 7)(x € A)Y c B)(ANB = @)

1411 [(X,7) HI(Y < X)[(Y,7,) kom] =Y e K,

1.4.22. [(X,7) kom.J[(Y, &) HILf : (X,7) = (Y, &) bij.slr.]
= f, home.

1.4.13.[(X,7) kom]JI(Y, z) H[f : (X, 7) = (Y, p) siir]

= f, kap.

14.14. (X,7) 2.say. = [(X, 7) say. kom.J[(X, 7) kom.]
1.4.15. (X, 7) kom. = (X, 7) yer. kom.

1.4.16. [(X,7) bag.][f : (X,7) = (Y, ) siir.]

= (f[X], 1, y,) bag.

1.4.17. (X,7) B-uz. = (X, 7) yer. bag.

1.4.18. [3(X, ) yer. bag.][(X, 7) bag. degil|[3(Y, w) bag.]
[(Y, z) yer. bag. degil]

1.4.19. [(X,7) top. uzJ(Z ebil X) => Z e K,

1.4.20. [(X,7) yer.bag. (Y er)(Z €hilY)=>Z e~
14.21. [(X,7) yer.bag.J(Z ebil X)=>Z e

1.4.22. [(X,7) top. uz][(Y e 7)(Z ebilY) => Z e 7]
= (X, 7) yer. bag.

1423.[(X,7)2.5ay]J(@ = Aer)(Acr)(A=0A)
= (@4 c A Al N)A=UA)

1.4.24. [(X,7) 2. say. (B < 7)(aB, T icin baz)

= (38, < B)(B,. 7 igin baz)(| B | < N,)

1.4.25.(X,d)ayr. m.uz. = (X, r) 2. say. [3,7]
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2. DUZLEMSEL SUREKLI EGRIi

Tamim 2.1. (Jordan 1887) | =[0,1] kapali birim araligindan R? Euclid

diizlemine stirekli bir f fonksiyonunu altindaki f[I] goriintiisiine R®
"de bir siirekli egri (siir. eg.) denirlel.

fl], R?'de sir. eg. o fil > R? siir.

Tanim 2.2. (Space-filling egri): Bir diizlemsel bolgenin her noktasindan
gecen bir stirekli egriye R*’de bir space-filling egri (s-f eg.) denir.
f[1], Rde s-f eg.: & (Jae f[I1])(3e > 0)(B(a, &)  f[I])

Ornek 2.1. Hilbert Space-Filling Egrisi: Genel terimi
foo1=[0,1]1 > R* f (t) = (x, (), y, ()
ve ilk ii¢ teriminin kurali
(t1/4) , tef0.1/8]
@/41) , te[l/81/2]
fil >R f()=1(t3/4) , te[l/23/8]
(3/41) , te[3/8,5/8]
t1/4) , tef5/81]
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t1/8) , te[0,3/32]

(1/81) , te[3/32,5/32]
(t,3/8) , te[5/32,7/32]
(3/81) , te[7/32,9/32]
(t5/8) , te[9/32,11/32]
@/81) , te[11/32,13/32]
fy il > RY, f,(t) =1(t,7/8) , te[13/32,19/32]
(7/81) , te[19/32,21/32]
(t,5/8) , te[21/32,23/32]
(5/8t) , te[23/32,25/32]
(t,3/8) , te[25/32,27/32]
(7/81) , te[27/32,29/32]
(t1/4) , te[29/321]

(t1/16) , te[0,1/128]
(7/16t) , te[1/128,3/128]
(t,3/16) , te[3/128,5/128]
(5/16;t) , te[5/128,7/128]
(t1/16) , te[7/12811/128]
(1/16;t) , te[11/12813/128]
(t,3/16) , te[13/12815/128]
(3/16t) , te[15/12817/128]
(t5/16) , te[17/128,19/128]
(1/161) , te[19/128,21/128]
(t,7/16) , te[21/128,25/128]
(5/16,t) , te[25/128,27/128]
(t,5/16) , te[27/128,29/128]
(7/16) , te[29/128,35/128]
(t11/16) , te[35/128,37/128]
(5/16,) , te[37/128,39/128]
(t9/16) , te[39/128,43/128]
(1/161) , te[43/128,45/128]

foil > R, () =
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foil >R, fy(t) =

2
fail >R, (1) =

(t.11/16)
(3/16,t)
(1,13/16)
(1/16,t)
(t,15/16)
(5/16,t)
(t,13/16)
(7/16}1)
(t,15/16)
(9/161)
(t.13/16)
(11/16,t)
(t,15/16)
(15/16,1)
(1,13/16)
(13/16,1)
(t.11/16)
(15/16,1)
(t,9/16)
(11/16,t)
(t,11/16)
(9/16,t)
(t,5/16)
(11/16,t)
(t,7/16)
(15/16,1)
(t,5/16)
(13/16,1)
(t,3/16)
(15/16,1)

(t,1/16)
(11/16,t)
(t,3/16)
(7/16,1)
(t.1/16)

te[45/128,47/128]
te[47/128,49/128]
te[49/128,51/128]
te[51/128,53/128]
te[53/128,57/128]
te[57/128,59/128]
te[59/128,61/128]
te[61/128,63/128]
te[63/128,65/128]
te[65/128,67/128]
te[67/128,69/128]
t[69/128,71/128]
te[71/128,75/128]
te[75/128,77/128]
te[77/128,79/128]
te[79/128,81/128]
te[81/128,83/128]
te[83/128,85/128]
te[85/128,89/128]
t[89/128,91/128]
te[91/128,93/128]
t[93/128,99/128]
t[99/128,101/128]
t€[101/128,103/128]
te[103/128,107 /128]
te[107/128,109/128]
te[109/128,111/128]
te[111/128,113/128]
te[113/128,115/128]
te[115/128,117/128]

te[117/128,121/128]
te[121/128,123/128]
te[123/128,125/128]
te[125/128, 127/128]
te[127/128,1]
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olan, bir < f > siirekli fonksiyonlar dizisini ele alahm. Vne{2,3,4,...}

icin f, fonksiyonlar: belirli bir kuralla bir énceki f , fonksiyonundan
elde edildigi icin < f > dizisi bir

f:1=[0,1] - R?, f(t)=(x(t), y(t))
fonksiyonuna diizgiin noktasal olarak yakimsadigi gosterilebilir. Teorem

1.4.2 geregince f stireklidir. O halde tanim 2.1 geregince f[l] bir siirekli
egridir. Fakat

fFI={f @O [te1}={(x®), y®)[0<t <1}

goriintii kiimesi, ilk ti¢ terimi,

ET={(x,y)[1/4<x<3/4,y=1/4}0
{(x,y) | x=1/4,1/4<y<3/40
{(x,y)|1/4<x<3/4,y=3/4}0
{(x,y)|x=3/4,1/4<y<3/4u

LOT={(x,y)|1/8<x<7/8, y=1/8}u
{(x,y)|x=1/8,1/8<y<3/8u
{(x,y)|1/8<x<3/8, y=3/8u
{(x,y)|x=3/8, 3/8<y<5/8u
{(x,y)|1/8<x<3/8, y=5/8u
{(x,y)|x=1/8,5/8<y<7/8u
{(x,y)|1/8<x<7/8, y=7/8u
{(x,y)|x=7/8, 5/8<y<7/8u
{(x,y)|5/8<x<7/8, y=5/8u
{(x,y)|x=5/8, 3/8<y<5/8u
{(x,y)|5/8<x<7/8, y=3/8u
{(x,y)|x=7/8,1/8<y<3/8u
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fRI1={(x,y)| 7/16 <x<9/16, y =1/16} U
{(x,y)|x=7/16, 1/16 <y <3/16}uU
{(x,y)|5/16 <x<7/16, y =3/16} U
{(x,y)|x=3/16, 1/16 < y <3/16}u
{(x,y)|1/16 < x<5/16, y =1/16}u
{(x,y)|x=1/16, 1/16 <y <3/16} U
{(x,y)|1/16 < x <3/16, y =3/16}
{(x,y)|x=3/16, 3/16 <y <5/16} L
{(x,y)|1/16 < x<3/16, y =5/16} U
{(x,y) | x=1/16, 5/16 <y <7/16} v
{(x,y)|1/16 < x<5/16, y =7/16}
{(x,y)| x=5/16, 5/16 <y <7/16}u
{(x,y)|5/16 < x<7/16, y =5/16} U
{(x,y)| x=7/16, 5/16 <y <11/16} L
{(x,y)|5/16 < x<7/16, y =11/16} v
{(x,y)| x=5/16, 9/16 < y <11/16} L
{(x,y)|1/16 < x<5/16, y=9/16}u
{(x,y)| x=1/16, 9/16 <y <11/16}u
{(x,y)|1/16 < x <3/16, y=11/16}u
{(x,y)| x=3/16, 11/16 <y <13/16}u
{(x,y)]1/16 < x <3/16,y =13/16}u
{(x,y)| x=1/16, 13/16 <y <15/16}u
{(x,y)|1/16 < x<5/16, y=15/16}u
{(x,y)| x=5/16, 13/16 < y <15/16} U
{(x,y)|5/16 <x<7/16, y =13/16} U
{(x,y)| x=71/16, 13/16 <y <15/16}u
{(x,y)|7/16 < x<9/16, y =15/16} U
{(x,y)| x=9/16, 13/16 < y <15/16} v
{(x,y)]9/16 < x<15/16, y =13/16} v
{(x,y) | x=11/16, 13/16 <y <15/16} v
{(x,y)]11/16 < x <15/16, y =15/16} L
{(x,y)| x=15/16, 13/16 < y <15/16} v
{(x,y)]13/16 < x <15/16, y =13/16} U
{(x,y)| x=13/16, 11/16 <y <13/16}u
{(x,y)|13/16 < x<15/16, y =11/16}u
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{(x,y) | x=15/16, 9/16 < y <11/16} v
{(x,y)]11/16 < x<15/16, y =9/16} U
{(x,y) | x=11/16, 9/16 < y <11/16}u
{(x,y)|9/16 < x<11/16, y =11/16} v
{(x,y)|x=9/16, 5/16 <y <11/16}u
{(x,y)|9/16 < x<11/16, y =5/16} U
{(x,y) | x=11/16, 5/16 <y <7/16}u
{(x,y)|11/16 < x <15/16, y =7/16}
{(x,y)|x=15/16, 5/16 <y <7/16}u
{(x,y)|13/16 < x<15/16, y =5/16} v
{(x,y) | x=13/16, 3/16 <y <5/16}uU
{(x,y)|13/16 < x<15/16, y =3/16}u
{(x,y)| x=15/16, 1/16 < y <3/16} v
{(x,y)|11/16 < x<15/16, y =1/16} U
{(x,y)| x=11/16, 1/16 <y <3/16}u
{(x,y)]|9/16 < x<11/16, y =3/16} v
{(x,y)| x=9/16, 1/16 <y <3/16}u

olan < f [1]> goriintii kiimeler dizisinin limiti,
K={(x,y)|0<x<1,0<y<1}

kapali birim karesidir. O halde tanum 2.2 geregince bu Jordan egrisi bir
space filling egridir. Bu egri, Hilbertin space filling egrisi olarak
bilinir[6]. Genigletilmis Heine-Borel teoremi geregince her bir terimi
kompakt olan < f,[I]> kiime dizisinin yakinsakligi, R® tam metrik
uzaymn kompakt alt kiimelerinden olusan H (Rz) kiimesinin (d, R?
‘nin alisilmis metrigi olmak tizere) [7]'de verilen

h:H(R?)xH(R?) - R,

h(A, B) = max{max(min d(a, b)), max(mind(a, b))}
acA beB beB aeA

Hausdorff Metrik’li (H (Rz ), h) metrik uzaymda anlamlidir.

Peano’dan sonra yukaridaki gibi bircok drnekleri insa edilen space-filling
egrilerin kesfedilmeleriyle, egrilerin bir boyutlu olduguna dair sezgisel
goriisler sarsilirken, egriler i¢in yeni topolojik tanimlamalar getirilme
geregi ortaya ¢ikmis ve egrilerin belirli sartlar1 saglayan bir topolojik
uzay olarak ele alinma diisiincesi gelismistirf2l.
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3. PEANO UZAYLARI

Tamim 3.1. (Peano Uzay1 (P-U)): (X,7) bir T, topolojik uzay1 olmak
tizere eger |’dan X’e orten ve siirekli bir fonksiyon varsa (X,7)
topolojik uzayina bir Peano uzay1 ya da bir siirekli egri denir.

(X,7) P-U o [(X,7) T,][3f : 1 > (X, ) sr., 6rten]

Ornek 3.1. X ={@%}, r ={&, X} olmak iizere (X,7) topolojik uzay1 bir
Peano uzayidir. Ciinkii bu uzay T, ‘dir ve

f:l>X ), f(x)=2
fonksiyonu stirekli ve ortendir.
Teorem 3.1. Her Peano uzay1 kompakt ve baglantili bir topolojik uzaydar.

(X,7) P-U =[(X, 7) komp.][(X, 7) bag.]
Ispat: Teorem 1.4.4 ve teorem 1.4.16'nin sonucu.
Teorem 3.2. Her Peano uzay: ikinci sayilabilir bir topolojik uzaydir.
(X,7) P-U = (X, 1) 2.5ay.

ispat : A;SQG I = (Ac )(cl(A) =1)(] A< N)

131

=1,ayr.= 1, 2. say.

@6 < U,)( Bl NS, (1,4, ) icin baz]} -

@ ={ua|(Aca)| Al Ny}
= @, (I, U,) icin sayilabilir a¢ik baz... (i)
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(X,7)P-U ;[(X,r) T,103f : 1 > (X, 7)str., orten] L —
I, komp.(1.4.6)

1413

= f, kap.
Acd =\AcK,, }:) FAle &,
8, ={\f[\A]| Ac B}
= (|8, |2 No)(B, = 7) ... (i)
(xeX)[(X,7) To]={x}ek, -1
Flo(x ) sir [ = €Ky,

=

= f L [{x}] komp.
xeBer= f'{x}]c f[B] } =

(i) = (vy e f 'H{XEC e B)(y € C < f[B])

= @A=UAea)(f {3 c Ac f[B])

—=\f[B]lc\Ac\f [{x}]

= f[\Blc\Ac f [\{x}]

= f[f '[\B]]c f[\Al < f[f [\{x}]

= \Bc f[\Alc \{x}

= xe\f[\AlcB

O halde ®,, (X, 7) igin baz ... (iii)

(i), (iii) = ®8,, (X, ) icin sayilabilir baz = (X, 7) 2.say.

Teorem 3.3. Her Peano uzay: yerel baglantilidir.
(X,7) P-U = (X, 7) yer. bagl.

Ispat: (X,7) P-U = [(X,7) T,I[f : 1 > (X,7) sur., 6rten]

f:l - (X,7)slr., érten| 1311 1.4.16
Yerp = Abag. = f[A],Y 'de bag.
Aebil f Y] =

Zehily = f[AlcZv f[AlNZ =2

E bil f—l Y f*l Z1]=
= (34 c bi 1.[4.2]0)( [2]=wA) = tzle, =
fYlet, = bil f Y1y,
“1r>1_s¢-1
S\ Z]=f T [\Z]ex, = f[f\Z]]=\Z ek, =
Zet

= f:l > (X,7)kap.(1.4.13)
1422
Ohalde[(Y e 7)(Z ebilY) = Z e 7] = (X, 1) yer. bag.
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Teorem 3.4. Bir Peano uzayi, kompakt, baglantili, ikinci sayilabilir ve

yerel baglantili bir T, uzayidur.
(X,7) P-U =[(X,7) komp., bag., 2. say., yer.bag., T, ]

Ispat: Teorem 3.1, 3.2 ve 3.3'iin sonucu.

Teorem 3.5. (Hahn-Mazurkiewicz Teoremi): Bir topolojik uzaymn bir
Peano uzay: olmasi igin gerek ve yeter sart, kompakt, baglantili, ikinci

sayilabilir ve yerel baglantili bir T, uzay olmasidir.
(X,7) P-U < [(X,7) komp., bag., 2. say., yer.bag., T, ]
ispat: (=) : Teorem 3.4.

(<) :[81.[9], [6]-
4. SONUC

Sezgiciler, her seyde pratikligi tercih ederler ve egri konusunda da
“sezgisel olarak herkes ayni besbelli kavrami anlar, o halde isi uzatmaya
gerek yoktur” diye distiniirler. Bigimciler, sezgilerin yarniltabilecegine
dair bir¢ok 6rnek ortaya koymuslardir ve bunlarin egri kavramu ile ilgili
olan bazilarimi ¢alismamizda konu ettik. Ayrica, klasik egri kavraminn,
bigimci piir matematikgiler tarafindan belki anlasilmas: daha zor fakat
dakik tanimlar1 yapilmis bir¢ok topolojik kavramla iliskilendirilerek nasil
piir matematiksellestirildigini acikladik.

Calismamizda, obje dil olarak, herhangi bir ulus dili yerine, matematigin
evrensel sembolik dilinin kullanilmasina 6zen gosterilmigtir. Egri kavramu,
Tuncali ve digerlerinin yaptg: gibi [9], baska bazi daha ileri topolojik
kavramlarla da iliskilendirilebilir ve daha da soyutlastirilabilir.
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