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ELiPTiK KUATERNiIYON MATRISLERININ TEKIiL DEGER AYRISIMI
VE ONLARIN GORUNTU iISLEMEDEKiI UYGULAMALARI

OZET

Dijital ortamlardaki goriintiiler m satir, n siituna sahip sayisal matrislerle ifade
edilirler. Goriintii sikistirma, iyilestirme, ayristirma gibi goriintii isleme teknikleri
goriintliyli ifade eden bu matrislere uygulanir. Goriintli isleme siireclerinde renkli
goriintiileri temsil icin kullanilan geleneksel renkli goriintii seyrek matris modelleri ii¢
ayri renk kanali (Red, Green ve Blue kanallar1) arasindaki iligkiyi goz ardi eder.
Dolayisiyla bir¢ok goriintii isleme siireclerinde renkli bir goriintiiniin kanallar1 tek tek
islenmekte veya goriintii gri tonlamali hale doniistiiriilmektedir. Bu durum goriintii
isleyen cihazlarin hem bellek yiikiinii hem de islemci yiikiinii artirmakta ve performans
degerlerini diisiirmektedir.

Bu tez kapsaminda yukarida bahsedilen problemin iistesinden gelmek amaciyla renkli
goriintiilerin  bagimsiz renk kanallarin1 bir biitiin olarak ele alabilen, eliptik
kuaterniyon matris teorisini kullanan yeni bir renkli goriintii seyrek matris modeli
onerilerek elde edilen teoriler yardimiyla eliptik kuaterniyon tabanli renkli goriintii
sikistirma, iyilestirme ve ayristirma gibi metotlar elde edilmistir. Olusturulan bu tez 6
boliimden olusmaktadir ve plani asagidaki gibidir:

Tezin birinci boliimiinde tezdeki problemin tanitildig1 giris boliimiine yer verilmistir.
Bu boliimde tezin kapsami1 ve amacindan bahsedilip literatiirde konuyla ilgili yer alan
calismalar hakkinda gerekli bilgiler verilmistir.

Ikinci boéliimde calismamiz boyunca kullanacagimiz eliptik kompleks sayilar ve
onlarin matrislerinin, eliptik kuaterniyonlar ve onlarin matrislerinin temel cebirsel
ozellikleri verilmistir. Daha sonra ise renkli goriintiiler ve renkli goriintii isleme
konulariin temel kavram ve uygulamalarina yer verilmistir

Ucgiincii béliimde ¢alismanin orjinal teorik kismi yer almaktadir. Bu bliimde dncelikle
eliptik say1 katsayili ve degerli N'inci dereceden monik polinomlarin koklerine,
eliptik kompleks matrislerin 0zdeger-6zvektorlerine ve tekil deger ayrigimi
kavramlarina dair tanimlar verilerek ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir. Eliptik
kompleks matrislerin tekil deger ayrisiminin bir sonucu olarak eliptik kompleks
matrislerin pseudo tersleri ve en kiiciik kareler ¢ozlimii elde edilmistir. Son olarak elde
edilen veriler 1s181nda ¢esitli algoritmalar gelistirilmistir.

Calismanin dordiincii boliimiinde eliptik kompleks matrisler i¢in elde edilen tiim tanim
ve teoremler, kurulan yapi1 koruyan doniisiimler yardimiyla elemanlart eliptik
kuaterniyon olan matrislere genellestirilmistir. Ayrica calismanin ilerleyen
kisimlarinda elde edilmis olan teoremler 1s18inda eliptik kompleks ve eliptik
kuaterniyon matrislerin 6zdeger-6zvektor, tekil deger ayrisimi, en kiigiik kareler
metodu, pseudo tersleri vb. cebirsel 6zelliklerinin elde edilmesine dair algoritmalar
verilmistir.
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Besinci boliim projenin uygulamaya dair olan kismini olusturmaktadir. Bu béliimde
oncelikle renkli goriintiilerin eliptik kuaterniyon temsilleri verilmistir. Daha sonra
eliptik kuaterniyon matrisler i¢in gelistirdigimiz tekil deger ayrisimi yardimi ile renkli
goriintiilerin yeniden yapilandirmasi ve sikistirilmasi yontemi ele alinmistir. Bu
amagcla gelistirdigimiz sikistirma yontemini kullanarak yeniden yapilandirilan renkli
goriintiilerin gorsel kalitesi literatiirde mevcut olan diger hiperkompleks tabanli
sikistirma algoritmalar1 ile karsilastirilarak elde ettigimiz metodun performans
degerlendirmesi yapilmistir.

Son bolimde calismada elde edilmis olan sonuglara ve Onerilere yer verilerek tez
tamamlanmustir.

XX



SINGULAR VALUE DECOMPOSITION OF ELLIPTIC QUATERNION
MATRICES AND THEIR APPLICATIONS IN IMAGE PROCESSING

SUMMARY

Images in digital media are represented by numeric matrices with m rows and n
columns. Image processing techniques such as image compression, enhancement, and
decomposition are applied to these matrices that express the image. Traditional color
image sparse matrix models used to represent color images in image processing
processes ignore the relationship between the three distinct color channels (the red,
green, and blue channels). Therefore, in many image processing processes, the
channels of a color image are processed one by one or the image is converted to
grayscale. This situation increases both the memory load and the processor load of the
image processing devices and decreases their performance values.

In this thesis, in order to overcome the aforementioned problem, a new color image
sparse matrix model using elliptic quaternion matrix theory is proposed that can handle
the independent color channels of color images as a whole, and elliptic quaternion-
based color image compression, enhancement, and decomposition methods are
obtained with the help of the obtained theories. The thesis consists of six chapters, and
the plan is as follows:

In the first part of the thesis, the problem to be discussed in the thesis is introduced. In
this section, the scope and purpose of the thesis are stated in detail, and the topics
covered by the study and the purposes for which it was prepared are explained. In
addition, information is given about the studies in the literature on the subject. In this
way, the innovations and contributions that the thesis brought to the current subject
were also emphasized.

In the second part, the mathematical tools that we will use in our study—elliptic
complex numbers, elliptic quaternions, and the basic algebraic properties of the
matrices of these objects—are discussed in detail. Definitions and important features
of these concepts are presented with the necessary details for understanding the
subject. Elliptic quaternions, which are the focus of our study, are of great importance
because of their properties related to mathematical transformations. Similar properties
of these properties are also valid for elliptic complex numbers, and therefore,
explaining the link between elliptic quaternions and elliptic complex numbers plays a
critical role in our study. In this context, in our study, structure-preserving
transformations from elliptic quaternions to elliptic complex numbers and their
properties are explained in detail. In addition, the basic concepts and applications of
color spaces, color images, and color image processing, which have an important place
in the processing of color images, are also discussed. Color spaces are a mathematical
concept used to describe colors in image processing, and different color spaces allow
colors to be represented in different ways. In the processing of color images, different
color channels (for example, RGB or YUV) in color spaces can be handled separately.
In this section, basic techniques such as filtering, segmentation, and segmentation used
in color image processing techniques are also mentioned.
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The third part of the study is the main part, where the original theoretical part of the
study is included. In this section, the main research questions and hypotheses of the
study are examined in detail to develop the theoretical framework. The original
contribution and creative ideas of the work are presented in this section and are
therefore critical to the originality and scientific value of the work. The theoretical part
presented in this section provides a basis for the rest of the study and explains the
methods used to arrive at the main conclusions and recommendations of the research.
In this section, firstly, the roots of Nth-order monic polynomials with elliptic
coefficients and valued elliptic numbers are obtained with the help of structure-
preserving transformations from elliptic complex numbers to complex numbers. Then,
by giving definitions about the eigenvalue-eigenvectors and singular value
decomposition concepts of these elliptic complex matrices, the related theorems are
stated and proved. As a result of singular value decomposition of elliptic complex
matrices, pseudo-inverses of elliptic complex matrices and the least squares solution
of the elliptic complex matrix equation are obtained. In the light of the obtained data,
algorithms that find eigenvalue-eigenvectors, singular value decompositions, pseudo-
inverses, and least squares solutions of elliptic complex matrices have been developed,
and various problems have been solved with the help of these algorithms.

In the fourth part of the study, the roots of valued Nth-order monic polynomials with
elliptic quaternion coefficients are obtained with the help of structure-preserving
transformations from the elliptic quaternions sentence to the elliptic complex numbers
set. After this theory, eigenvalue-eigenvector, singular value decomposition of elliptic
quaternion matrices, least squares method, pseudo-inverses, etc. Definitions,
theorems, and algorithms for algebraic properties have been obtained. In addition,
examples are given to support our results.

The fifth section is the main section that includes the implementation part of the
project. In this section, previously developed theoretical frameworks and methods are
applied to solve real-world problems. This section details how the theoretical
framework can be used for real-world applications, using examples and scenarios. In
the chapter, different implementation scenarios are presented depending on the
purpose and objectives of the project, and the methods used to realize these scenarios
are explained in detail. This chapter shows how project work can offer solutions to
real-world problems and explains the practical value of project work. Elliptic
quaternions have one real and three imaginary parts. Each pixel of a color image
expressed in RGB (red-green-blue) space contains three basic color components,
namely red, green, and blue. Based on this information, each pixel of a color image is
expressed as a pure imaginary (zero real component) elliptical quaternion. According
to this representation, the red, green, and blue components of each pixel of the color
images correspond to the components of the pure imaginary elliptic quaternions.
Therefore, it is expressed as an elliptical quaternion matrix in the form of a color image
with pixel resolution. Then, the method of reconstruction and compression of color
images with the help of singular value decomposition that we developed for elliptic
quaternion matrices is discussed. For this purpose, the visual quality, time, and
memory complexity of the reconstructed color images using the compression method
we developed were compared with those of other hypercomplex-based compression
algorithms available in the literature, and a performance evaluation of the method we
obtained was made.

In the last chapter, the theoretical concepts presented in the previous chapters and the
results of their applications are interpreted in detail. The results were obtained using
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the algorithms and methods described in the previous sections, and various problems
were solved in line with them. In addition, based on the results obtained from the study,
recommendations were presented, and it was emphasized that the study could be a
potential resource for future research.
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1. GIRIS

Elliptik kuaterniyonlar Ay =

5) U i+ J+ g,k bigiminde 4-boyutlu

E),

degismeli  hiperkompleks sayilardir. Burada Ay Q)oY ), 1Y )k eR ve

i’=k>=p<0,peR, j>=1 ve i,jkeR dir (Catoni ve ark, 2005). Eliptik
kuaterniyonlar, reel sayilar (a( P O,a( £y = 0 ve Upyi = 0 i¢in), kompleks sayilar (
Ay, = 0, Ui = 0 ve p=-1 igin), eliptik kompleks sayilar (a( £ = O,a( Bk = 0 ve
p<0,peR i¢in) ve komiitatif kuaterniyonlar ( p = —1 1i¢in) cebiri de dahil olmak

tizere degismeli bir, iki ve dort boyutlu birgok hiperkompleks say1 sistemlerinin
genellestirilmis formudur. Diger bir deyisle bu say1 sistemleri eliptik kuaterniyonlarin
0zel hallerine karsilik gelir. Ayrica eliptik kuaterniyonlar cebirinin ¢arpmaya gore
degisme 6zelligi ve eliptik kuaterniyonlar ciimlesinden eliptik sayilar ciimlesine giden

bircok  yapt  koruyan  doOniisiimleri mevcut olmast ayni  zamanda

n n—1 2 n n—1 2 _ -
e =e'=..=¢ =¢.,¢, =€, =..=¢; =¢, , ¢, =0 (neN) sartlarini saglayan her
ikisi de ayrik idempotent e ve e, sayillariin lineer bilesimi seklinde

yazilabilmelerinden dolay1 eliptik kuaterniyonlar cebirinin ¢arpma, bdlme, kuvvet
alma, kok hesaplama, vb. gibi birgok cebirsel 6zelliginin algoritmik karmasiklig diger
degismeli olmayan dort boyutlu hiperkompleks sayilara gore biiyiik 6lclide diistiktiir.
Ayrica yapisinda bulundurdugu uzaylar arasinda ideal uzayin secilip (problemin
¢Oziimiine uygun p degerinin secilmesi) o uzayda islem yapilmasi ve bircok fiziksel
sistemin eliptik davranig gostermesi, bu say1 sistemini uygulamali bilimlerde daha

avantajli bir hale getirmektedir.

Diger yandan literatlirde matris teorisinin temel konularindan olan 6zdeger-6zvektor,

tekil deger ayrigimi, pseudo ters ve en kiigiik kareler problemi;
. insan yiizlerini modelleme Arun ve ark. (1997),
. gen analizi Kim ve ark. (2005),

. veri analizi Yang ve Chute (1992),



. yapay sinir aglar1 Xia ve ark. (2017),

. makine 6grenmesi Biegler-Konig ve Barmann (1993),

. veri sifreleme ve ¢c6zme Hassibi ve Vikalo (2005),

. veri boyutu azaltma ve sikistirma Pei ve ark. (2003),

. goriintli ve sinyal isleme (-iyilestirme) Pei ve ark. (2008),

. robotik Deo ve Walker (1995),
. teorik ve uygulamali matematik (Golub ve Pereyra 2003; Xia ve ark., 2017)

gibi bir¢ok kritik alanda onemli uygulamalara sahiptir. Tiirkiye’nin bu alanlardaki
gelisimi i¢in, temel bilimler ile uygulamali bilimler arasindaki boslugu dolduran
calismalara ve disiplinler arasi ¢alisabilecek bilgi birikimine sahip insan giiciine
ihtiyact vardir. Bu ihtiyag, milli ve yerli teknoloji hamlemizin de basariyla

gerceklesmesinde etkin rol oynamaktadir.

Bu ¢aligmada eliptik kuaterniyon matrislerinin 6zdeger-6zvektor, tekil deger ayrigima,
pseudo tersi ve en kiiciik kareler problemine ait tanim ve teoremler elde edilerek eliptik
kuaterniyon cebirinin yukaridaki alanlarda kullanimina uygun zemin hazirlanmistir.
Bu temel amag¢ dogrultusunda ikinci boliimde ilgili literatiir bilgisi verildikten sonra
ticlincii boliimde projenin hedefledigi ana konulardaki temel aragtirmalar ve kavramlar

detaylandiriimistir.

1.1. Tezin Kapsam

Glinlimiizde aktif ¢alisma konularindan birini teskil eden 6zdeger-6zvektor ve tekil
deger ayrisimi siireclerine elemanlar1 eliptik kuaterniyon olan matrislerin dahil
edilmesi ile var olan teorik altyapiya katkida bulunulmasi hedeflenmektedir. Elde
edilecek veriler bu siireclerin temelinde yatan teorik bilgilerin daha ayrintili
yorumlanabilmesini boylelikle yeni sonu¢ ve kavramlarin elde edilmesini

saglayacaktir.

1.2. Tezin Amaci

Eliptik kuaterniyon matrislerin 6zdeger-6zvektor, tekil deger ayrisimi, en kiiciik

kareler ¢oziimii ve pseudo tersi gibi kavramlarini matematik literatiiriine kazandirmak



ayrica bu kavramlari kullanan uygulamali bilimlere ve giincel teknolojik problemlerin

¢Oziimiine eliptik kuaterniyon matrislerini adapte etmektir.

1.3. Literatiir Arastirmasi

Reel kuaterniyonlar 1843 yilinda Hamilton tarafindan tanimlanmistir, (Hamilton,
1853). Hamilton’un amac1 kompleks sayilar1 daha yiiksek boyutlara genisletmektir.

Reel kuaterniyonlar climlesi
K= {a =a,+ai+a,j+ak:a,,a,,a,,a, € R}
biciminde ifade edilir. Burada birimlerinin ¢arpimi1
.2 .2 2 .. .. . e e 7. . .
=) =k =-1ij=—ji=k, jk=-k=i,ki=-ik=j

biciminde tanimlanmistir. Bu carpim kuralindan reel kuaterniyonlarda c¢arpma
isleminin degisme ozelligi olmadig1 goriilmektedir. Reel kuaterniyonlar ciimlesi,
tanimlanan toplama ve skalarla carpma iglemleri ile birlikte kompleks sayilar climlesi

tizerinde 2-boyutlu, reel sayilar climlesi lizerinde ise 4-boyutlu vektor uzayidir.

Elemanlar1 reel kuaterniyon olan matrisler ilk olarak Wolf ve Lee tarafindan
calisilmistir (Wolf 1936; Lee 1949). Wolf calismasinda elemanlar1 reel kuaterniyon
olan iki matrisin benzer olabilmeleri i¢cin gerekli ve yeterli sart1 elde etmistir. Lee ise
reel kuaterniyon matrislerin 6zdegerlerini ve kanonik formlarini ele almistir. Wolf
calismasinda n x n tipindeki reel kuaterniyon matrisleri ile 2n x 2n tipindeki
kompleks matrisleri arasinda bir izomorfizma (yap1 koruyan doniisiim) gelistirerek bu
tiir matrisler i¢in bir temel bdlen teoremi gelistirmistir. Lee ise ¢aligmasinda farkli bir
izomorfizma kullanarak reel kuaterniyon matris cebrinde daha ileri sonuclar elde
etmistir (bir reel kuaterniyon matrisinin {initer benzerlik doniisiimii altinda {iggen
forma doOniistiiriilmesi gibi). Brenner her kare reel kuaterniyon matrisin bir
karakteristik koke sahip oldugunu ve benzer matrislerin ayn1 karakteristik koke sahip
olduklarini ispatlamistir. Ayrica Shur’un lemmasmin (her karesel matris tiniter
matrisler ile licgensel forma doniistiiriilebilir) reel kuaterniyon matrisler i¢in de gecerli
oldugunu gostermistir (Brenner, 1951). Seredio vd. reel kuaterniyon degerli n inci
dereceden monik polinomlarin kdklerini bu polinoma karsilik gelen reel kuaterniyon
degerli kompaniyon matrislerin 6zdeger kavrami yardimiyla hesaplamistir (Serodio ve
ark., 2001). Pei ve ark. reel kuaterniyon matrislerinin tekil deger ayrisimimi reel

kuaterniyon degerli matris uzayindan kompleks matris uzayina giden yapi koruyan
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doniistimler yardimi ile elde etmislerdir. Dahasi elde ettikleri bu teoriyi goriintii isleme
sireclerine dahil ederek renkli gorintiilerin  yeniden insasi, sikistirilmasi,
tyilestirilmesi siireglerinde kullanilmak tizere kullanigl algoritmalar gelistirmislerdir
(Pei ve ark, 2003). Yuan ve ark. reel kuaterniyon matrislerinin kompleks temsilleri ve
pseudo tersleri yardimi ile AX = B reel kuaterniyon matris denkleminin en kii¢iik
kareler ¢ozlimiinii reel kuaterniyon matrisleri, piir reel kuaterniyon matrisleri ve reel
matrisler ciimlesinde elde etmistir. Ayrica bu teori yardimi ile renkli goriintii
tyilestirme algoritmalari elde etmislerdir (Yuan ve ark, 2013). Ma and Bai kuaterniyon
matrislerinin tekil deger ayrigmasini hesaplamak icin yap1 koruyan tek tarafli dongiisel
Jacobi yontemi elde etmiglerdir (Ma ve Bai 2020). Sang ve ark. kuaterniyonik tekil
deger ayristirmasini kullanarak goriintli parazit bilgisini ayiran ve giiriiltii bilgisinden
ozellikler ¢ikaran bir goriintii kalitesi degerlendirme metrigi onermislerdir (Sang ve
ark, 2020). Bununla birlikte literatiirde kuaterniyon ve kuaterniyon matrislerinin
goriintli isleme siireglerine dair daha birgok uygulamasi mevcuttur (Jia ve ark., 2017,

Jia ve ark., 2019; Xu ve ark., 2015).

Hamilton’un kesfinden sonra C. Segre tarafindan 1892 yilinda komiitatif
kuaterniyonlar ciimlesi tanimlanmistir (Segre, 1892). Komiitatif kuaterniyonlar tipki
reel kuaterniyonlar gibi kompleks sayilar climlesi {izerinde 2-boyutlu ve reel sayilar
climlesi Tlzerinde 4-boyutlu vektor uzayidir. Komiitatif kuaterniyonlar, reel
kuaterniyonlardan farkli olarak ¢arpma islemine gore degisme Ozelligine sahiptir.
Bunun yam sira komiitatif kuaterniyonlar ciimlesi sifir bolen elemana sahiptir.
Komiitatif kuaterniyonlarin genellestirilmis hali eliptik kuaterniyonlardir (Catoni ve
ark, 2005b). Eliptik kuaterniyonlar, eliptik sayilar ciimlesi {izerinde 2-boyutlu ve reel
sayilar ciimlesi iizerinde 4-boyutlu vektor uzayidir (Catoni ve ark, 2008). Bunun yan
sira eliptik kuaterniyonlar kiimesinde tanimli carpma, bolme, kuvvet alma, kok
hesaplama vb. bircok cebirsel islemin algoritmik karmasikligi diger degismeli
olmayan dort boyutlu hiperkompleks sayilara gore bliyiik 6l¢iide diisiiktiir. Bu durum
bu sistemi diger degismeli olmayan dort boyutlu hiperkompleks sayilara gore daha

avantajli bir hale getirmektedir (Kosal, 2016).

Komiitatif kuaterniyonlar ve eliptik kuaterniyonlarda hareket geometrisi, diferensiyel
geometri, sayisal gorlintii isleme, sinyal isleme, bilgisayar programlama gibi bir¢ok
alanda uygulamalara sahiptirler. Pei ve ark. komiitatif kuaterniyonlar1 ve onlarin

Fourier doniisiimlerini kullanarak goriintii ve sinyal isleme siireclerinin bir¢ok



uygulamalarin1 gerceklestirmislerdir (Catoni ve ark., 2005; Pei ve ark., 2004 ).
Komiitatif kuaterniyonlarin ve eliptik kuateniyonlarin holomorfik fonksiyonlari,
kutupsal gosterimleri ve konformal déniisiimleri konularini ¢alisip bu konularla ilgili
sonuclar elde etmislerdir (Catoni ve ark, 2005b). Pei ve ark. indirgenmis bi-
kuaterniyon = matrislerinin  (komiitatif  kuaterniyon matrislerinin)  6zdeger-
Ozvektorlerinin ve tekil de§er ayristminlarin hesaplanmasi {izerine algoritmalar
gelistirmiglerdir. Dahas1 indirgenmis bi-kuaterniyon degerli polinomlarin koklerini
polinomun kompaniyon matrislerinin 6zdegerleri yardimiyla hesaplamistir. Bunun
yant sira bulduklar1 algoritmalar ile reel kuaterniyon cebirinde gelistirilen
algoritmalarin zaman ve bellek agisindan algoritmik karmasikliklarini karsilagtirarak
indirgenmis bi-kuaterniyon uzayinda gelistirilen algoritmalarin daha verimli
olduklarin1 gdstermislerdir (Pei ve ark, 2008). Isokawa ve ark. komiitatif
kuaterniyonlar1 baz alarak ¢oklu hopfield sinir aglarini ¢alismislardir (Isokawa ve ark,
2010). Kosal ve Tosun komiitatif kuaterniyon matrislerinin temel cebirsel 6zelliklerini
komiitatif kuaterniyonlara karsilik gelen temel matrisler yardimiyla incelemislerdir
(Kosal ve Tosun, 2014). Kosal ve ark. komiitatif kuaterniyon degerli matrisler tizerinde
eslenik benzerlik bagitisin1 tanimlayarak komiitatif kuaterniyon degerli matrislerin
eslenik 6zdeger ve eslenik Ozvektdr kavramlarmi tanimlamislardir (Kosal ve ark,
2015). Kosal ve Tosun bir baska calismalarinda komiitatif kuaterniyonlar ve onlarin
matrisleri lizerinde evrensel benzerlik esitligini elde ederek her iki uzayda da temel
denklemlerin ¢ozlimlerini elde etmislerdir (Kosal ve Tosun, 2014). Kosal komiitatif
kuaterniyon matris uzayinda AX = B denklemin en kiiciik kareler ¢oziimiinii elde
ederek bu teorinin renkli gériintii iyilestirmedeki uygulamalarini ¢alismistir (Kosal,
2019). Bao ve Gai komiitatif kuaterniyon tabanli tekil deger ayrisim ile sozlikk
ogrenme algoritmasi gelistirmislerdir. Onerilen modeli saglam ve izlenebilir kilmak
ve minimizasyon problemini ¢6zmek i¢in komiitatif kuaterniyon tabanli Bregman

iterasyonu gelistirmislerdir (Bao ve Gai, 2019).

Gortildiigi gibi dort boyutlu hiperkompleks sayilarin matris uzayi, giiniimiiz
uygulamali bilimlerin ve giincel teknolojilerin birgok probleminin ¢dziimiinde
kolaylik saglamaktadir. Burada say1 sistemlerinin kendine has 6zelikleri, o uzayda
gelistirilen algoritmalarin = verimliligini 6nemli 6l¢lide etkilemektedir. Reel
kuaterniyon cebirinin carpma islemine gore degisme Ozelliginin olmamasi ve

kompleks sayilar ile reel sayilar climlesine giden yapi koruyan doniigiimlerinin



karmasik olmasi, bu uzayda gelistirilen algoritmalarin zaman ve bellek karmasalarinin
yliksek olmasina sebep olmaktadir. Komiitatif kuaterniyonlarin ve eliptik
kuaterniyonlarin algoritmik karmasikliklar1 ise reel kuaterniyonlara goére daha
diistiktiir. Dolayisiyla bu uzayda gelistirilen algoritmalarin zaman ve bellek
karmasalarmin reel kuaterniyonlara gore daha az oldugu gozlenmistir (Pei ve ark,

2008).



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Eliptik Kompleks Sayilar ve Onlarin Matrisleri

Kompleks sayilar ilk kez italyan matematikgiler G. Cardan ve R. Bombelli tarafindan
cebirsel islemlerde kullanilmistir (Harkin ve Harkin, 2004). Tarihte c¢esitli

matematikgiler i kompleks birimi modifiye etmislerdir. ingiliz geometrici W. Clifford

i’ =1 (i # il) alarak hiperbolik sayilari tanimlamistir (Clifford, 1968). W. Clifford un

gelistirdigi bu say1 sistemi mekanik problemlerinde bir¢cok kolaylik saglamistir. Alman

geometrici E. Study i* =0(i#0) alarak dual sayilari tanimlamustir. Dual sayilar da

kinematik, robotik kontrol, uzaysal mekanik gibi bircok alanda uygulamalara sahiptir

(Study, 1903).

Daha sonraki yillarda bu {i¢ say1 sistemi i=p ve p R olacak bicimde

genellestirilmistir (Harkin ve Harkin, 2004). i°=p birimi ile tammlanan say1

sistemine genellestirilmis kompleks say1 sistemi adi verilmistir. Burada P degeri

(—OO,OO) araligindadir. p <0 i¢in elde edilen say1 sistemine eliptik sayilar sistemi

(0zel olarak p = -1 alindiginda kompleks sayilar elde edilir), p =0 alindiginda
parabolik veya dual sayilar sistemi ve son olarak p > 0 alindiginda hiperbolik sayilar

sistemi elde edilir (Harkin ve Harkin, 2004).

Bu boliimde eliptik sayilarin ve onlarin matrislerinin baz1 cebirsel 6zellikleri

incelenecektir.

Eliptik sayilarin ciimlesi
_ _ ; ) 2 _
(Cp = {a(g) =a,,, Tia,, a, a,,; € R,i"=p< O}
biciminde ifade edilir. Ay = a4, Tia,; € C, icin Re(a(e)) =a,, ifadesine a4y
eliptik sayisinin reel kismi, Im(a(e)) =a,, ifadesine ise a, eliptik sayimin sanal

kismi denir (Harkin ve Harkin, 2004). Bir Ay = A, + ia(e),i eliptik sayisinin eslenigi

V€ normu 51ras1yla



_ g _ - _ 2 _ 2
G = o, — gy, vellag 1= Jagag = fat, = pa,,
esitlikleri ile tanimlanir (Harkin ve Harkin, 2004).
Aoy = Ay, TG, A =a,,, +ia,, €C, (AeR) olmak iizere C , cumlesi

izerinde toplama, ¢carpma ve skalarla carpma islemleri sirasiyla
o, g, =+, 0, + a1, )

), Yoy, = (a(e),rl Aoy, TP, a(e),i2)+i (a(e),rla(e),iz T, %), )»

(o = ’1(%,4 tid,), ) =Aa,, +iday,

esitlikleri ile hesaplanir (Harkin ve Harkin, 2004).

Teorem 2.1 C, ciimlesi toplama ve skalarla ¢arpma islemleri ile birlikte R cismi
istiinde 2-boyutlu bir vektor uzayidir (Harkin ve Harkin, 2004).

Eliptik kompleks sayilar ciimlesinden R’ ye de birebir bir esleme yapilabileceginden
her bir G = (a(e)’rI ,a(e)’l.]) eliptik kompleks sayis1 diizlemde tek bir nokta ile ifade

edilebilir. Tersine diizlemdeki her bir nokta da bir tek eliptik kompleks say1 ile ifade

edilebilir. Bu sekilde esleme yapilmig diizleme eliptik diizlem adi verilir.

Eliptik diizlemde ) = (a(e),r1 Ty ) veq, = (a(e)’r2 Ay, ) eliptik sayilar1 arasindaki

uzaklik

biciminde tanimlanir. Bu diizlemde baslangi¢ noktasina 1 birim uzaklikta olan eliptik
sayilarin climlesi bir elipstir ve Ha(e)H = a(ze),r - pa(ze)’l. =1 denklemi ile verilir (Harkin
ve Harkin, 2004).

Teorem 2.2 Eliptik kompleks sayilar kiimesi kompleks sayilar kiimesine izomorftur.

Bu iki climle arasindaki izomorfizma



n,:C,—>C
g =, + i, > 1, (a0 = 4, + 1 Pla,
bi¢cimindedir. Burada 7 kompleks birimi (/° =—1) ifade etmektedir (Harkin ve

Harkin, 2004).

Tamm 2.3 Her a, =4q,, tia,, eliptik kompleks sayisi

Aeyr PYe)i
ap(a(e)):( (),. (,)J

seklinde 2x2 tipinde bir reel matris ile ifade edilebilir. Bu matrise a, eliptik

kompleks sayisinin temel matrisi denir (Harkin ve Harkin 2004; Kosal ve Tosun,

2019).

Teorem 2.4 a(e)l =a,, +ia(e)’l.] Ve a, =d,, +ia(e),

2

: e(Cp olmak tzere temel

1

matrisler ile ilgili asagidaki 6zellikleri dogrudur (Harkin ve Harkin 2004; Kosal ve

Tosun, 2019):

L a, (a(e)] a(e)z ) % (a(e)] )ap (a(e)2 )’




Elemanlar eliptik sayilar olan mxn tipindeki matrislerin ciimlesi C;,M ile gosterilir.

. _ . _ . mxn _ . nxl
Bu ciimlede A(e) = A(e),r + zA(e)’l.,B( 5= B(e),r +lB(e)’i eC’ ,C(e) = C(e)’r + lC(e)’l. eC}

icin toplama, skalarla ¢garpma ve ¢arpma islemleri sirasiyla

Ay By =4, + B, il 4y, B, ) €T
Ady = AA,, +id4,, €T,
A

AClo =40, G+ PA40.Cls )+ (40, G+ 40.C0. ) €T

esitlikleri ile tanimlanir.

Teorem 2.5 A(e) ve B(e) uygun boyutlara sahip iki eliptik matris olmak {izere

asagidaki esitlikler dogrudur Kosal ve Tosun (2019):

Lo (4, )71 =4

2 (448 )71 =B Ay

3 (4 )71 = (A<e>71)k ke,
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10. (A

1. (44,)=74

12 (4B =4oB(4B0) =B 4y
13. (/_%e)):@'

Teorem 2.6 mxn tipindeki eliptik kompleks matrisler ciimlesi mxn tipindeki

kompleks matrisler kiimesine izomorftur. Bu iki ciimle arasindaki izomorfizma
77‘0 : Cnp’lxn % Clnxl’l

A=A, i, =1, (4)= 4o, +1pl4,,

bigimindedir. Burada I kompleks birimi (/° = —1) ifade etmektedir.

Tamm 2.7 A(e) = A(e),r +iA(e) € (C’;’"’ ve Ae),r’A(e),[ e R™ olsun.

(

e),r pA e),i
(A( ): (e) JE R2m2n 2.1)
(i Ae)r

i
>

matrisine A(e) matrisinin temel matrisi denir ve o , (A(e)) ile gosterilir (Kosal, 2016;

Kosal ve Tosun, 2014).

Teorem 2.8 A(e) =(aij),B

(o) = (by) € (C’;X”, C(e) = (cjk) € C';Xl ve A€C  olmak iizere

asagidaki 6zellikler dogrudur Kosal ve Tosun (2019):

11



5. m=n ve A(e) regiiler ise «, (A(e)) da regiilerdir ve

(ap (A(e) ))71 =a, (A(e)*l) dir,

6. (A(e)) nin genellestirilmis tersi (A(e)*) olsun. Bu durumda

(e, (4)) =2, (4,") dir.

7. A4y=8B,=a, (A(E)) — % (B(e))’

/

n

; mxn : ¢ 1 . . .
8. A4, =4,,+id,, €C" icin 4., ZE(I'" zlm)ap (A(e)) Lln dir.
p

Teorem 2.9 4 .8 eC)" olmak tizere 4,B, =1, ise B, 4, =1, dir. (Kosal,

() (

2016).

Tamm 2.10 21cC 4, cC)" ve xe C"" olmak iizere

Ao¥o = AN
esitligini saglayan sifirdan farkli bir X(e) vektorii varsa /1(8) sayisina A(e) matrisinin
0zdegeri ve X() vektoriine de Z(e) 0zdegerine karsilik gelen 6zvektorii denir. A(e)

matrisinin tiim 6zdegerlerinin ciimlesi
7, (4) =40 €C, A = Ao ¥ 3 # 0 (2.2)
biciminde gosterilir (Kosal, 2016).

2.2. Eliptik Kuaterniyonlar ve Onlarin Matrisleri

Eliptik kompleks sayilarin ve komiitatif kuaterniyonlarin genellestirilmis formu olan
eliptik kuaterniyonlar eliptik sayilar ciimlesi lizerinde 2-boyutlu, reel sayilar ciimlesi

tizerinde 4-boyutlu vektor uzayidir (Kosal, 2016).

Eliptik kuaterniyonlarin climlesi

H, = {a(E) =4, +a(E),ii+a(E)’jj+a(E),kk DAy, Qg Ay s Yy € R} (2.3)
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biciminde ifade edilir. Burada i,k kuaterniyonik birimleri arasinda asagidaki

iliskiler mevcuttur:

PP=k=p, j?=1ij=ji=k, jk=ki=i,ki=ik=pj, p<Ove peR. (2.4)
Carpim kurallarindan H, cimlesinin ¢arpma islemine gore degismeli oldugu
goriilmektedir (Catoni ve ark, 2005b).

Bir eliptik kuaterniyon asagidaki gibi {i¢ farkli bicimde ifade edilebilir:

Upy =), +a()l+a( £).) j+a(E)’kk

( ) J\¢ ( (£ >,j+“(5),ki) (2.5)

a()el+a() e,

burada
A1 = a(E)’r+a(E)’j)+ gy, + 4 ieC
o2 = (@), = ey, ) + (i ~ ey )i €€
ve
1+ 7 1-7
I

dir. Buradan ¢, ve e, birimleri ayrik idempotenttir. Yani

el =e'=..=¢/=e,e) =) =...=¢, =¢, Ve €&, =0
esitlikleri dogrudur.
Ae R,a(E),b(E) IS Hp ve
Uy = Ay, Uy I+ T+ k=0, e +a,,e,
b( B = b( Bt b( gyt b( )T b( 5, kk = b(e)jle1 + b(e),ze2

olmak lizere H, ciimlesi lizerinde toplama, ¢arpma ve skalarla ¢arpma islemleri

sirastyla
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Ve

ia(E) =1 (a(E)J + a(E)’l.i + a(E)’jj + a(E),kk) = la(E)’r + la(E)J.i + /Ia(E)’jj + Za(E)’kk

= ﬂ(a(e),lel + a(e),zez) = ﬂa(e),lel + ﬂa(e),zez.

esitlikleri ile tanimlanir (Catoni ve ark, 2005b).

Uy =), T E)’l.i +tag Jj +ag, JoeH eliptik kuaterniyonu igin ii¢ adet eslenigi

mevcuttur. Bunlar

1_ . .
gy = gy =y Oy 1T = Ay K

2_ . .
Ay = gy, + Ay 1 By T =y i K

3_ . .
A5 = 5), ~ ey = Ae) T+ Agy ik

dir (Catoni ve ark, 2005b).

Ugy =), T i+ 0k €H, eliptik kuaterniyonun normu ise

bi¢iminde tanimlanir (Pekyaman, 2021).

2

2 2 2
- \/ Uy = Pe)i T Yy~ Pey s

Y k)

Teorem 2.11 a ;= ay,, +ag, i+ag, ;j+a;,keH, icin

el = |

2
[ +]

ey Q)2
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dir (Pekyaman, 2021).

) = 1€ T G205 eH, icin ¢, (x) =ax bigiminde ¢, :H,A — H,  bir donisiim

tanimlansin. Bu doniisiim lineer izomorfizmadir. ¢ lineer izomorfizmasinin {61,62}

tabanina karsilik gelen matrisi

o, (e)= (%),131 + 4,6, )el =@

®, (ez) = (a(e),le1 +a,,6 )62 = 4,56

olmak {izere agagidaki gibidir:

a 0
() )
(pp(a(E)):[ . ]e@iz. (2.6)
2

Bu eliptik matrise ) € H, eliptik kuaterniyonun temel matrisi denir.

H, eliptik kuaterniyonlar cimlesi ile Cifl matris climlesi arasinda bir cebir

izomorfizmi kurulabilir. Bu izomorfizma
. 2x1
7:H , C )

A\ J (2.7)

Ay €+ )16 € H, — r(a(e)’le1 + a(e)’zez) = {

kuraliyla tanimlanabilir. Yani

yazilabilir.
Bu tanimlanan izomorfizma yardimi1 ile herhangi iki Uy = ),€ T 26
b(E) :b(g)’le1 +b(e),ze2 eH, eliptik kuaterniyonun carpimi asagidaki gibi de ifade

edilebilir:



Tanimlanan D) fonksiyonunu i¢in

P» ("(E)b(E)) =% ("(E) )% (%)

P, (“(E) + b(E)) =% ("(E) ) TP (b<E))

esitlikleri dogrudur. Dolayisiyla ¢, bir cebir izomorfizmdir. Ayrica,

(op(el):((l) 8]:19 ve gop(e2)=(8 (l)j:E

oldugundan n e N i¢in

n n—1 2 n n—1 2 O O
B =E'=.=E =F, B =E"=.=E=FE, EE=|

esitlikleri mevcuttur. Dolayisiyla E,,E, matrisleri ile e,e, birimleri birbirlerine

izomorftur (Catoni ve ark, 2005b).

Teorem 2.12 a E),b( € H, olmak iizere lineer izomorfizminin asagidaki 6zellikleri

mevcuttur Catoni ve ark. (2005b):

[y

0, (@b ) =90 (ae)) 2, (B

2 o,(0an)be) =20 (4 )2, (b))
3y =hy oo, (an)=0,(0)

4 o(an+by) =2, (an)+ 2. (5s)-
5.9 (/1%)) =19, (“(E) ) Aek,

6. iz ((pp (a(E) )) = Ay T s

1

2

A %(%))

E)

Elemanlar eliptik kuaterniyon olan mxn tipindeki matrislerin ciimlesi HZ’X" ile
gosterilir. Bir mxn tipindeki eliptik kuaterniyon matrisi asagidaki gibi ii¢ farkh

bigimde ifade edilebilir:
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A(E) = A(E)J + A(E),ii + A(E)’jj +A4 . .k

(E).k

= (A(E),,, + Ay i ) *J (A(E)J * A<E>J‘i)

= A6t 4,8

Burada

(A(E)J + A(E),j ) + (A(E),i + A(E),k )i € (Clzxn )
(A(E)J B A(E),./ ) + (A(E),i - A(E),k )i € Cr;xn

Ao
A

dir (Kosal, 2016).

A(E) = A(e),le1 + A(e),zez,B(E) = B(e)’le1 +B(e)’2e2 e HY™, C(E) = C(e)’le1 + C(e)’ze2 € H;Xl
ve A€R igin toplama, skalarla ¢arpma ve ¢arpma islemleri sirasiyla

A+ By = (A(e)’1 +B,, )e1 4 (A(e),2 +B,, )e2 cH™,

A4, e+t A4

():ﬂAL’

(€)

mxn
(e),2eZ € Hp

ve
AeiCiry =A@+ Aa: ) (e + s
= (A(e),lc(e),l ) e+ (‘A(e),ZC(e),Z ) e, eH)"
esitlikleri ile tanimlanir (Kosal, 2016).

A( 5 € H™ kuaterniyon matrisi i¢in li¢ tane eslenik mevcuttur. Bunlar

IA(E) = A(e),l € + A(e)’z 6,,€ H’gxn :

24
A(E) = A(e),ze1 + A(

374 _
Ay = A0t 4,

mxn
1€ € Hp ,

mxn
16 € Hp

esitlikleriyle tanimlanir (Kosal, 2016).

mxn s T _ 4T T nxm S iand
Ay € H™" matrisinin transpozu 4 ;) = 4, ¢ + 4, ,e, €H™ bigiminde tammlanr.

A =(SA

T
() (E)) e H”™, s =1,2,3, matrisine ise A(E) matrisinin s’inci eslenige gore
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eslenik transpozu denir. A(E) e H”™ olmak iizere A(E)X(E)A(E) =A(E) esitligini

nxm

14

saglayan X( g € H”™ matrisine A( £) matrisinin genellestirilmis tersi denir ve A( £) ile

gosterilir (Kosal, 2016).

Teorem 2.13 A( ) Ve B( E) matrisleri boyutlar1 uygun eliptik kuaterniyon matrisler

olmak iizere asagidaki esitlikler dogrudur,( Kosal, 2016):
1. C4Qy=sﬁﬁg,

2 (dB) =By A

0 (AnBe) =B

4. S@@;ﬁ3=(Aw)(qm}

5. 4m4Veﬁm4nwwmﬁ%(@m%myqzqm44m4,
6 " meveurise (4, ) =(4,7)"

7. (AMJI=S@;73

Tanm 2.14 4, =4, ¢ +4,,e, e H™ olmak iizere

A(e)’l 0 c C2m><2n
0 4] 7

()

matrisine 4 matrisinin temel matrisi denir ve 9, (A( E)) ile gosterilir (Kosal, 2016).

Teorem 2.14 4,

( ),B( g € H™ ve C( 5 € ]HI’;X’ olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler

dogrudur:

1. é, (1,)=1,,

4. m=n igin ,al(E)‘1 mevcut ise ¢P (A(E)*l) - (¢P (A(E) ))1 )
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*

5. é, (A(E)*] ) _ (¢p (A(E) )) , fakat genelde

4, (4 )%(4, (Aw)))* A (40°) % (4, (40 ))

*

dir. Burada (¢p (A( £) )) . P, (A( £) ) eliptik kuaterniyon matrisinin eslenik transpozudur.

6. m=I[=n i¢in

det(% (4B )) - det(¢ﬁ (4 ))det(¢1’ (8 ))
det(g, (4,7)) = (dets, (4.,))

dir.

7. (¢p (A(E))) =9, (A(E)") dir. Burada (¢p (A(E))) matrsisi ¢, (A(E)) matrisinin

genellestirilmis tersidir.

e Iﬂ :
8. A(E) = (el]m ezlm )¢p (A(E))(ell j dlr.
2

n

2.3. Renkli Goriintiiler ve Renkli Goriintii isleme

Dogada renk c¢esitliliginin fazla olmasi nedeniyle bu renkleri gruplama ihtiyaci
dogmustur. Renkleri gruplamak ve standartlagtirmak icin ise renk uzayr kavrami
ortaya ¢ikmistir. Bugiin kullanilan pek ¢ok renk uzayr donanima (renkli monitorler
veya yazicilar gibi) ya da renk manipiilasyonlarmin hedeflendigi uygulamalara
(animasyon i¢in renkli grafiklerin iiretilmesi gibi) yoneliktir. Sayisal gorlinti isleme
uygulamalarinda renkli goriintiilerin islenmesi i¢in farkli renk uzaylar1 kullanilabilir.
Renkli monitorler ve kameralar i¢in en yaygin olarak kullanilan renk uzay1r RGB'dir.
CMY ve CMYK renkli baski uygulamalarinda yaygin olarak kullanilirken HSI
insanlarin renk algilamasina daha yakin bir sekilde tasarlanmistir. RGB goriintiideki
piksellerin kirmizi, yesil ve mavi bilesenlerinin kombinasyonunu kullanarak renkleri
tanimlar. CMY camgobegi, galibarda ve sar1 bilesenlerini kullanirken CMYK siyah
miirekkep ekleyerek daha iyi baski kalitesi saglar. HSI renk tonu, doygunluk ve
yeginlik bilesenlerini kullanarak renkleri tanimlar ve insanlarin renk algisina daha
yakindir. Farkli uygulamalar i¢in farkli avantajlar1 ve dezavantajlar1 nedeniyle her bir

renk uzay1 farkli durumlarda tercih edilebilir (Gonzales ve Woods 2008; Li, 2012).
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Internet, renkli monitdrler ve video kayit cihazlari gibi énemli ve sik kullanilan
ortamlarda RGB renk uzayinin kullanilmasi sebebi ile bu ¢alisma da renk uzay1 olarak

RGB renk uzay1 kullanilacaktir.

RGB renk uzayinda her renk, onun kirmizi, yesil ve mavi ana spektral bilesenleri
seklinde goriiliir. Bu renk uzay1 kartezyen koordinat sistemini baz alir. RGB renk uzay1
Sekil 2.1'de gosterilen kiiptiir. Bu uzayda farkli renkler kiip {iizerindeki veya
igerisindeki noktalardir ve bu noktalar orijinden uzanan vektorler ile tanimlanirlar.

Kolaylik i¢in tiim renk degerlerinin normalize edildigi varsayilir, bu nedenle Sekil

2.1'de ki kiip birim kiiptiir. Yani tim R, G ve B degerlerinin [0,1] arahginda

oldugu kabul edilir (Gonzales ve Woods 2008; Li, 2012).

=G

Sekil 2.1 Normallestirilmis RGB renk uzay1.

Renk uzay1 olarak RGB renk uzayi kullanildiginda renkli goriintiiler R, G ve B ile
ifade edilmis ayni cisme ait ii¢ adet gri diizeyli goriintiiniin iist iiste ekranda
gosterilmesi ile olusur. Renkli bir goriintlinlin kirmizi, yesil ve mavi tonlar1 matris
olarak da ifade edilebilir. Matris anlaminda diigiiniildiigiinde dogal renkli 2 boyutlu bir

RGB goriinti, her biri mxn boyutunda ii¢ matrisin bilesiminden olusur ve

{I(R, G, B) | R,G,BERW"}

bi¢iminde ifade edilir. Burada R,G ve B matrislerinin her birinin elemanlar1 0 ile

1 arasinda degerler alir (Sekil 2.1).
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Orjinal Gorintd

Sekil 2.2 RGB renk uzayinda ifade edilmis goriintiiniin R, G ve B bilesenleri.

Renkli goriintiilerde yesil ve mavi bilesen matrislerin sifir alinmasiyla sadece kirmizi

bilesen goriintiisii elde edilir. Boylece, RGB renk uzayinda goriintiiniin kirmizi yapay
renklendirilmis goriintiisiine ulasilir. Bu durumda kodlama / (R, 0, 0) bi¢iminde
olacaktir. Benzer sekilde yesil ve mavi yapay renklendirilmis goriintiiler de sirasiyla
1 (0, G, 0) ve [ (0, 0, B) bi¢iminde olacaktir. Bu sekilde olusan yapay

renklendirilmis goriintiiler asagidaki gibidir (Gonzales ve Woods , 2008).

Sekil 2.3 Yapay renklendirilmis goriintiiler.

RGB formatinda dogal renklerden olugmus renkli bir goriintii i¢in bilesenlerin dogru
dizimi sirasiyla Kirmizi-Yesil-Mavi bigiminde olmalidir. Eger RGB gosterimde

bilesenlerin siras1 degisecek olursa goriintiideki renkler de degisecektir. Bu sekilde

21



olusan goriintiilere yapay renkli goriintiiler ad1 verilir (Gonzales ve Woods , 2008).

Asagidaki resimler bununla ilgili 6rnekleri gostermektedir.

Dogal renkli goriintu; Yapay renkli gorunti;
Bant birlegimi (R.G.B) Bant birlegimi (G,R,B)

Yapay renkh goriintii; Yapay renkh goriintii;
Bant birlesimi (G.B.R) Bant birlesimi (R.B,G)

Sekil 2.4 RGB uzayinda elde edilmis yapay renkli goriintiiler.

Dijital goriintii isleme ilk olarak resimlerin Londra ve New York arasinda deniz
altindan kablolarla génderilmesi ile gazete endiistrisinde kullanilmistir. Giintimiizde
dijital goriintii isleme, dijital teknolojilerin hizli gelisimi ile hayatimizin hemen hemen
her alaninda karsimiza ¢ikmaktadir. Dijital goriintii isleme, ortamla higbir etkilesim
olmaksizin teknolojik araglarla goriintiiler icerisinde bulunan nesnelerin 6znitelikleri
hakkinda anlamli bilgi edinmemizi saglar. Buna ilave olarak dijital goriintii isleme
teknikleri ile bozukluklar iceren goriintiiler iyilestirilebilir ve mevcut olan
goriintiilerden daha farkli goriintiiler elde edilebilir. Dijital ortamlardaki goriintiiler m
satir, n siituna sahip sayisal matrislerle ifade edilirler. Goriintli isleme teknikleri
goriintliyll ifade eden bu matrislere uygulanir (Gonzales ve Woods 2003; Li, 2012;
Gunturk, 2012).

Cok cesitli goriintii isleme teknikleri olmakla birlikte temel olarak goriintii isleme

teknikleri;

l. Goriintii Iyilestirme (Image Enhancement),
2. Gorilintii Onarma (Image Restoration),

3. Boliimleme (Segmentation),
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4. Tanima (Recognition),
5. Morfolojik islemler (Morphological Operations),
6. Goriintli Sikigtirma (Image Compression)

olarak alt1 baglikta ifade edilebilir.

Goriintii iyilestirme (Image enhancement): Goriintii iyilestirme goriintiiniin kalitesini
artirma ve daha uygun bir goriiniime getirme islemidir. Goriintii 1iyilestirme
kapsaminda goriintiiyii koyulastirma, daha agik hale getirme veya kontrastini artirma

gibi islemler kullanilir (Gonzales ve Woods , 2008).

Goriintii onarma (Image restoration): Bozulmus veya giiriiltiiye maruz kalmis
goriintiiden temiz orijinal resmi tahmin etme veya elde etme islemidir (Gonzales ve

Woods , 2008).

Boliimleme (Segmentation): Boliimleme ya da parcalama olarak ifade edebilen bu
yontemle bir goriintiideki nesnelerin daha kolay analiz edilebilmesi i¢in baska bir

goriintliye doniistiiriiliir (Gonzales ve Woods , 2008).

Tanima (Recognition): Goriintii Tanima, “Bilgisayarla Gori” ve “Yapay Zeka” nin bir
alt kategorisidir. Belirli bir gorevin otomasyonunu saglamak amaciyla goriintliyii
algilamak ve analiz etmek i¢in bir dizi yontemi temsil etmektedir. Herhangi bir
goriintiide bulunan yer, insan, nesne ve diger bir¢ok 6geyi tanimlayabilen ve bunlari

analiz ederek sonuglar elde edebilen bir teknoloji tiirtidiir (Gonzales ve Woods , 2008).

Morfolojik islemler (Morphological operations): Morfolojik goriintii isleme,
goriintiiye ait ozelliklerin sekli ile ilgilenen goriintii isleme teknigidir. Goriintiiler
lizerinde yapilan genisletme-yayma, asindirma, sinir belirleme, iskelet ve dis biikey

kabuk bulma gibi islemler morfolojik islemlerdir (Gonzales ve Woods , 2008).

Gortintii sikistirma (Image Compression): Bir goriintii dosyasini orijinal halinden daha
az yer kaplayacak sekilde doniistiirme ya da kodlama islemine goriintii sikistirma adi
verilir. Goriintii sikistirma ile bir goriintii dosyasinin boyutunu, kalitesini etkilemeden
veya diisiirmeden azaltmak miimkiin hale gelir. Amag¢ goriintiiyii en verimli sekilde
saklamak veya iletmektir. Gorlintii sikistirma, sayisal goriintii isleme alaninda en fazla

kullanilan ve ticari olarak da en basarili teknolojilerden biridir.

Bir goriintiiniin dosya boyutu, goriintiiniin kalitesinde bir kayipla veya kayip olmadan
kiiciiltiilebilir; bunlar sirasiyla kayipli sikistirma ve hatasiz (kayipsiz) sikistirma olarak

adlandirilir. Kayipli goriintii sikistirma ile dosya boyutunda 6énemli 6l¢iide azalmalar
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ve goriintii kalitesinde yalnizca minimum, hatta bazen algilanamaz degisiklikler
goriiliir. Kayipsiz goriintii  sikistirmada ise kalite kaybi sifirdir. Sikistirilmis
versiyondaki her piksel orijinaliyle bire bir aynidir. Yiiksek oranda sikistirma
performanst elde etmek igin genellikle kayipli sikistirma algoritmalar: tercih

edilmektedir.

Bir goriintii mxn tipinde bir matris ile ifade edildiginde m satir sayisi, goriintiiniin
piksel yiiksekligi; » siitun sayisi ise gorlintliniin piksel genisligi olarak isimlendirilir.
Dijital ortamda bir gorlinti olusturuldugunda veya sakladiginda her piksele
parlakligini temsil edecek bir say1 atanir. Matrisin i¢inde bulunan her deger, karsilik
gelen pikselin parlakligini ifade eder. Ancak ¢ok daha fazla yer kaplayan renkli
goriintiiler i¢in bilgisayarin goriintliyli kirmizi, yesil ve maviden olusan ii¢ katmana

ayirmasi gerekir.

Normallestirilmemis gri tonlamali bir goriintii matrisindeki her piksel, degeri 0 ile 255
arasinda degisen belirli bir tamsay1 ile temsil edilebilir. Bu durumda gri tonlamali m
piksel yiiksekligine n piksel genisligine sahip olan bir goriintiiniin tamami i¢in mn

bitlik bir alana ihtiya¢ vardir. Renkli bir goriintii i¢in bu depolama alan1 degeri kirmizi,
yesil ve mavi olmak iizere ii¢ bilesene sahip oldugundan daha biiyiiktiir. Dolayisiyla
renkli goriintiilerin depolanmasinda gri tonlamali goriintiilere gore {i¢ kat daha fazla
alana (3mn bitlik) ihtiya¢ vardir. Gilinlimiizde bu goriintiilerin depolanmasi ve aglar
tizerinden hizli bir sekilde iletilmesi ciddi bir sorun haline gelmektedir. Bu yiizden
goriintii sikistirma iglemi gliniimiiziin en 6nemli konularindan biri haline gelmistir

(Gonzales ve Woods 2003; Gunturk, 2012).

Tekil deger ayrisimi ile gorlintii sikistirma:Tekil deger ayrisimi (Singular value
decompostion, (SVD)), bilim ve miihendislik disiplinlerinde sayisiz uygulama igin
yararli oldugu kanitlanmis olan genel matrislerin ayristirilmasiyla ilgili bir kavramdir.
SVD, kisitlanmamis dogrusal en kiiciik kareler problemlerinin ¢6zlimiinde, matris sira

tahmini ve kanonik korelasyon analizinde yaygin olarak kullanilir.

SVD veri indirgeme yontemi olarak da goriilebilir. Bu sekilde, boyutlar SVD yontemi
kullanilarak kiiciiltiilebilir. Tekil deger ayrisiminin amaci daha az boyut kullanarak
biiylik boyutlu orijinal veri noktalarinin en iyi yaklasikligin1 bulmaktir. Bir A4

matrisinin tekil deger ayrigimi

A=U0zV"

24



biciminde ifade edilir. Burada U ile V' matrisleri ortogonal matris, X da kdsegen
matristir. Tekil deger ayrisimi ile orijinal matris ¢ok daha basit matrislerin ¢arpimi

olarak yeniden yazilir.

SVD ile goriintii sikistirmada dncelikle 4 goriintli matrisi ti¢ farkli matris olan U , 2
ve V matrislerine ayristirilir. Bu islem tek basina goriintiiyli sikistirmaz. Gorlintiiyii
sikistirmak i¢in SVD uygulandiktan sonra az miktarda bilgi igeren tekil degerlerin
atilmasi gerekir. Bu tekil degerlerin atilmasi, ¥ matrisinin kdsegenindeki ilk tekil
degerlerin en fazla miktarda bilgi icermesi ve sonraki tekil degerlerin azalan miktarda
goriintli bilgisi icermesi gerceginden kaynaklanir. Sonu¢ olarak SVD ile goriintii
sikistirma uygun sayida alt tekil degerlerin atildiktan sonra goriintiiniin yeniden elde

edilmesi ile yapilir.SVD ile 4 goriintli matrisi
K *
A=UsV" =Y 0,(u,®v) (2.8)
I=1
bi¢iminde de yazilabilir. Burada u; ve v, sirasiyla U ve V' ortonormal matrislerinin
I nci siitun vektorlerini, ® ise matrislerdeki dis carpimi temsil etmektedir. Denklem

2.8’de uygun degerleri secilerek matris yeniden olusturuldugunda SVD ile goriintii

sikistirma gerceklesmis olur. Bu sekilde bir sikistirma sonucunda mn bitlik bir yer
kaplayan gri tonlamal1 goriintiiniin kapladigi alan K (m +n+1)’ e diiger.

SVD ile goriintli sikistirma parametreleri: SVD algoritmalarinin goriintiiyii ne kadar
sikistirdigint ve bozulmanin ne kadar oldugunu o6lgmek igin birgok parametre

mevcuttur. SVD sikistirmasinin performansini 6lgmek i¢in sikistirilmig goriintiiniin

nicel ve nitel 6l¢iimii genelde asagidaki li¢ parametre hesaplanarak bulunur:

1. Sikistirma Oran1 (CR): Sikistirma orani, sikistirilmamis goriintiiniin dosya

boyutlarinin sikistirilmis goriintiiniin dosya boyutlarina orani olarak tanimlanir:
Cp = (mn)/(k(m +n+1)).

2. Ortalama Kare Hatas1 (MSE): MSE, orijinal goriintiiniin piksel degeri ile
sikistirtlmis goriintlinlin karsilik gelen piksel degeri arasindaki farkin tiim goriintii

{izerinden ortalamasinin karesi olarak tanimlamir. MSE, orijinal goriintii matrisi A

stkistirilmis goriintii matrisi 4, olmak iizere asagidaki formiil kullanilarak hesaplanir:
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1 m n

MSE=—3 > (4(x.7)=4,(x.))

mn y=1 x=1

3. Pik sinyal-giiriiltii oran1 (PSNR): PSNR bir sinyalin olas1 maksimum giicii ile
temsilinin aslina uygunlugunu etkileyen bozucu giiriiltiiniin giicii arasindaki oran
olarak tanimlanir. PSNR, genis bir araliktaki sinyalleri barindirmak i¢in genellikle
logaritmik desibel 6l¢egi cinsinden ifade edilir. Kayipl sikistirmada genellikle
sikigtirllmis goriintiiniin kalitesi PSNR degeri hesaplanarak belirlenir. Bu durumda
sinyal, orijinal veridir ve giriltii, sikistirmanin neden oldugu hatadir. PSNR (dB

cinsinden) degeri

2
PSNR =10log,, . 3x255"xmxn

szlzl;:l(A(x’y)_Ak (x’y))2

formiilii ile hesaplanir.
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3. ELIPTIK MATRISLER ICIN OZDEGER-OZVEKTOR, TEKIL DEGER
AYRISIMI, PSEUDO TERS VE EN KUCUK KARELER PROBLEMIi

Bu béliimde eliptik matrisler i¢in 6zdeger-6zvektor, tekil deger ayrisimi, pseudo ters

ve en kiiciik kareler problemi kavramlarina ait tanim ve teoremler elde edilmistir.

3.1. Eliptik Katsayih ve Eliptik Degerli Polinomlarin Sifir Kokleri

N>0 i¢in N inci mertebeden reel katsayili kompleks degerli

f(z) =z +§aizi

polinomu verilsin. Diizlemde Re( f (z)) ve Im( f (z)) cebirsel egrilerini ele alalim.

Gauss’un 1799°da Basu ve Velleman (2017) doktora tezinde yaptig1 ispatina gore bu

her iki cebirsel egri de siirekli dallar icerir. Gauss gosterdi ki yeterince biiylik » i¢in
Re(f(z)) =0 ve Im (f (z)) =0 egrileri |z| =r ¢emberini 2N noktada keser ve bu

kesim noktalar1 araliklidir. Yani bir egrinin ardisik iki kesim noktasi arasinda diger

egrinin bir kesim noktas1 mevcuttur.
Gauss’un ispatina gore |z|£r diskine giren cebirsel egriler yeniden ¢ikmak

zorundadir. Gauss bu gergeklerden yola ¢ikarak Re( f (z)) =0 ve Im ( f (z)) =0

cebirsel egrilerinin diskin i¢ kisminda en az bir noktada kesistiklerini gostermistir. Bu
kesim noktalarinda polinomunun reel ve imajiner kisimlari sifir olur. Diger bir deyisle

bu kesim noktalart polinomunun kokleridir. Sonug olarak reel katsayili ve kompleks

degerli N ’inci mertebeden her polinomun en az bir kokii mevcuttur.

Bu sonug kompleks katsayili ve kompleks degerli N ’inci mertebeden polinomlar i¢in

de gecerlidir. Gergekten de
g(z) =z" + cN_lzN_1 ++cz+c¢,

kompleks katsayili ve degerli N ’inci mertebeden bir polinom olsun.



g(z) =z +cy LA ++c_lz+g

olmak lizere

/(z)=2(2)g(z)=2()g(?)
polinomu reel katsayili kompleks degerli bir polinom olur. Yukaridaki sonuca gore ise

en az bir kokii mevcuttur. Kabul edelim ki bu kdk Z, olsun. Bu durumda

f(Zo):g(Zo)g(Zo):O

olurkibuda z, veya Z 1n g polinomu i¢in bir kok oldugunu ifade eder. Sonug olarak

kompleks katsayili ve kompleks degerli N ’inci mertebeden her polinomun en az bir

kokl mevcuttur.

Diger taraftan N >0 i¢in

N-1
£y(z0) =209+ ;‘”Z(l?)

polinomu N inci mertebeden reel katsayili eliptik kompleks degerli bir polinom olsun.
77, bir cebir izomorfizmasi oldugundan /, » (Z(e)) polinomunun 77, ( /, (Z(e) ))

kompleks temsili

m (4 (z0)) =7, (Z(g * gcnzfe>] =n, (3 )+ g% (<4:)
~(n o))+ Ze (o)

bi¢imindedir. Burada 77, ( Sy (z(e))) kompleks temsil NV inci merteben reel katsayili

kompleks degerli polinomdur. Cebirin temel teoremine gore 77, ( /, (z(e)))

polinomunun en az bir kokii mevcuttur. Bu kok

, (Zo(e>) = Xote) * Doge) ’(12 =-1)

olsun. Bu durumda
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Zoe) = Yoe) T

Yo(e
|p| 0(e)

eliptik kompleks sayist f, (z(e)) reel katsayili eliptik degerli polinomun bir kokiidiir.

Dolayisiyla f, (z(e)) polinomunun en az bir kokii vardir. Sonug¢ olarak asagidaki

teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1 Eliptik kompleks katsayil1 ve eliptik kompleks degerli

N-1
fp (Z(‘—’)) = Z(]Z) + Zaiz(ie),N >0

i=0

polinomun en az bir kokii mevcuttur veya bu ifadeye denk olarak

N-1
So(z0) =20+ ;a[z([e),N >0

polinomunun en fazla N tane kokii vardir. Diger taraftan Gauss’un ispatinda oldugu

gibi Re( /, (z(e))) =0 ve Im( /, (z(e))) =0 cebirsel egrilerini gdz Oniine alirsak bu

egriler eliptik diizlemde yeterince biiyiik » icin x° — py® <r eliptik bolgesinin iginde

kesigirler. Bu kesim noktalart f, (z(e)) eliptik kompleks degerli reel katsayili

polinomun kokleridir. Asagida

-102

_ 4 0.3 2
f » (z(e) ) =2, 92(6) + 192(6) +3 lz(e)

eliptik degerli polinomumun Re( /, (Z(e) )) =0 ve Im( /, (Z(e) )) =0 cebirsel

egrilerinin kesim noktalar1 verilmektedir.

Sekil 3.1 p=—0.5, —1, =5 eliptik kompleks degerli polinomuna karsilik gelen cebirsel
egriler.

29



Sekil 3.I'de p=-0.5,p=-1 ve p=-5 icin fp(z(e)) eliptik kompleks degerli

polinomumun

Re(/,(2)) =0 ve Im(, ()] =0

cebirsel egrileri eliptik diizlemde ¢izilmistir. Burada

Re(/,(2)) =0 ve m(£, (2] =0

cebirsel egrileri sirasiyla kirmizi ve mavi renkler ile gosterilmistir. Bu iki egrinin

|

eliptik bolgesinin i¢indeki arakesit noktalari fp (Z(e)) polinomunun kokleridir.

CVI

‘z(e)‘ < maks[l,ﬁi
n=0

3.2. Eliptik Kompleks Matrislerin Ozdegerleri ve Ozvektorleri

A(e) e C" Kkaresel eliptik kompleks matrisini ele alalim. A(e) eliptik matrisinin

karakteristik polinomu

folz0)=det( 4y =28

N inci mertebeden monik (baskatsayisi 1), eliptik kompleks katsayili ve degerli
oldugundan Teorem 3.1’ gore en fazla N tane koke sahiptir. Boylelikle asagidaki

teorem elde edilir.

Teorem 3.2 A(e) e C7" eliptik matrisinin en fazla N tane 6zdegeri mevcuttur.

Teorem 3.3 A(e)e(Cp olsun. 77],(14(8)) matrisinin 6zdegerleri ﬂ,ﬂp(%) ve bu

0zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler x (4] olmak tizere A(e) e CT" eliptik kompleks
Mp\4e)

matrisinin 6zdegerleri




ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler

ey = Re(xnp(A(e))j * \/iTp Im(xnp(%)j

dir. Bu 6nermenin tersi de dogrudur.

Ispat. Kabul edelim ki A(e) € C”"" matrisinin bir 6zdegeri /1(6) ve bu 6zdegere karsilik

gelen 6zvektor X(e) olsun. Bu durumda

yazilir. Buradan ise

1 (Aersio) =1 (Bia) 2 1 (40 )1, (50 ) =1, (A ), (3
elde edilir. Dolayistyla /”t(e), A(e) e C7" eliptik kompleks matrisinin 6zdegeri ve X(e)
eliptik kompleks vektorii de bu Ozdegere karsilik gelen 6zvektor ise Up(ﬂ(e))

kompleks sayisi da 77, (A(e)) kompleks matrisinin bir 6zdegeri ve 77, (x(e)) kompleks

vektori de bu oOzdegere karsilik gelen ozvektordir. Sonug olarak 77,

izomorfizmasinindan

Ve

esitlikleri elde edilir.

8 1 6 111
Ornek 3.4 4,=3 5 7|+i1 1 1] eliptik matris ve p =-2 olmak lizere 4,
4 9 2 111

eliptik matrisine karsilik gelen kompleks matris
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8+1.4142i 1+1.4142i 6+1.4142i
np(A(e))= 34141420 5+1.4142i 7+1.4142i
4+1.4142i 9+1.4142i 2+1.4142i

bigimindedir. 77, (A(e)) kompleks matrise karsilik gelen 6zdegerler

15+4.2426i 0 0
A = 0 4.899 0
m(40)
0 0 —4.899

ve bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektorler

0.5774+0i 0.8131+0i —0.3416+0i
%)= 0.5774+0i —04714+0i —0.4714—0i
S 05774400 —03416—0i  0.8131+0i

bi¢cimindedir. Sonug olarak Teorem 3.3'e gore A(e) eliptik matrisinin 6zdegerleri ve bu

0zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler

0.5774
Aoy =15+3i= x,,), =| 05774 |,
0.5774

0.8131
Ao =4899=>x,,=|-04714 |,
~0.3416

~0.3416
Ay =—4899 = x,,, =| -0.4714
0.8131

bi¢iminde bulunur.

;
Teorem 3.5 4, € C" olmak tizere A(e) eliptik matrisinin pseudo tersi (A(e)) olmak

uzere

t ; I
(40) =R (40))+= (s (4.)
dir.
Ispat. Kabul edelim ki A(Te) matrisi A(e) matrisinin pseudo tersi olsun. Bu durumda
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A AyAg = Ao A Aoty = A0 404, ) = Ayl ve (4,4, ) =494

esitlikleri dogru olur. Buradan ise

esitlikleri dogru olur. Sonug olarak

(7, (A(L,)))% =7, (4))

Ve

elde edilir.

3.3. Eliptik Kompleks Matrislerin Tekil Deger Ayrisimi ve Sonuglari

Teorem 3.6 A(e) e C" olmak iizere 77,,(14(6)) kompleks matrisinin tekil deger

ayrisimi

m,(4y) =02V

bi¢iminde olsun. Bu durumda A(e) eliptik kompleks matrisinin tekil deger ayrisimi

A(e)z(Re(U)Jr \/i—p(lm(U))Jz LRe(V)+ Ji—p(lm(V))J*

dir. Burada {Re(U)+ i (Im(U))] ve [Re(V)+ i (Im(V))] eliptik kompleks

e e

matrisleri ortonormal Z ise reel matristir. Bu ifadenin tersi de dogrudur.
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Ispat. Kabul edelim ki ﬂp(A(e)) kompleks matrisinin tekil deger ayrigimi

UP(A(e)):UZV* olsun. Bu durumda UP(A(e)):UZV* bir cebir izomorfizmasi

oldugundan

4y = m,'(U27)

elde edilir. Sonug olarak A(e) eliptik kompleks matrisinin tekil deger ayrigimi

A=ReU+i Im(U ReV+i ImV]
o ~[Re0)+ ) [Ret)s im0
bigimindedir. Ayrica U ve V' matrisleri ortonormal oldugundan

uu =1, = (n,"(U))(n,' (U"))=1,

dir. Buradan ise

e+ () Re0) om0 -1,

olur. Benzer bigimde

@mw%mm%mmﬁgmm}u

esitligi  elde  edili. ~ Sonug  olarak (RG(U )+ L(Im(U ))] ve

J-r

I
Re(V)+—==(Im(V)) | eliptik kompleks matrisleri ortonormaldir.
)+ (1)

Benzer bigimde bu 6nermenin tersinin dogrulugu da gosterilebilir.
Sonuc. 4, € CT" ve 1, (14(8)) kompleks matrisinin tekil deger ayrisimi
7, (A(e)) =UZV" olsun. Bu durumda
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dir.
Sonug. A(e) eC7™" ve Up(14(e)) kompleks matrisinin tekil deger ayrisimi

n, (A(e)) =UZV" olsun. Bu durumda B, eCy i¢in 4, X, =B, eliptik matris

denkleminin en kii¢iik kareler ¢oziimii X( 5 ise

dir.

3.4. Pseudo Kodlar

Asagida eliptik kompleks matrislerin 6zdeger-6zvektor, tekil deger ayrisimi, pseudo

tersi ve en kiiclik kareler ¢6ziimiine ait pseudo kodlar yer almaktadir.

Algoritma 1. A(e) e C"™ eliptik kompleks matrisin 6zdeger-6zvektorlerinin bulunmasi

1) Basla
2) Giris 4,, ve P

3) Hesapla 77, (A(e)) = A(e)’r +1/ \/HA(Q)J
4) Hesapla 17,(4,)) ve 17,(x))

i
5) Hesapla 4, . =Re| A4 + Im| A
) P %o ( ”p(/‘m)j =P ( ”p(/‘m)j

”v(“m)j

6) Hesapla X = Re (x X

I
+—=1Im
ﬂp(%)j NS (
7) Yaz 2(6),)6(6)

8) Dur
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Algoritma 2. A(e) e C7" eliptik kompleks matrisin tekil deger ayrigiminin bulunmasi

1) Basla
2) Giris 4,, ve P

3) Hesapla 77, (A(e)) =4, +1 \/‘; Ao

4) Hesapla (A(e)) =uzy’

5) Hesapla

X(e)=[(Re(77p(U)))+\/i_p(lm(np(U)))]Z(Re(np(V))+\/i_plm(np(V))J
6) Yaz X(e)
7) Dur

Algoritma 3. A(e) € C’" pseudo tersinin bulunmasi

1) Basla
2) Giris 4, ve p

3) Hesapla 77, (A(e)) = A(e),r +1 \/‘; A(e),i

4) Hesapla (A(e)) =uzy’

5) Hesapla

6) Yaz (4, )T
7) Dur

Algoritma 4. A(e))((e) =B(e) eliptik kompleks matris denkleminin en kiiciik kareler
¢Ozumiu

1) Basla
2) Giris 4,8, ve p
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3)
4)

5)

6)

7

Hesapla 77, (A(e)) = A(e)’r +]\/‘;A(8)J
Hesapla 7 (A(e)) =ULV’

Hesapla

X, :[(Re(np(V)))+ﬁ([m(np(V)))J

Yaz X,

Dur
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4. ELIPTIK KUATERNIYON MATRISLER iCIN OZDEGER-OZVEKTOR,
TEKIL DEGER AYRISIMI, PSEUDO TERS VE EN KUCUK KARELER
PROBLEMI

Bu boliimde eliptik kuaterniyon matris uzayindan eliptik matrislere tanimli
izomorfizmalar yardimiyla eliptik kuaterniyon matrisler i¢in 6zdeger-6zvektor, tekil
deger ayrisimi, pseudo ters ve en kiiciik kareler problemi kavramlarina ait tanim ve

teoremler elde edilmistir.

4.1. Eliptik Kuaterniyon Katsayili ve Degerli Polinomlarin Sifir Kokleri

Teorem 4.1 Eliptik kuaterniyon katsayili ve degerli N inci mertebeden monik

polinom

N-1

£ (30 ) = ey + o™y +-++ i iero
bi¢iminde verilsin. f, (x( E)) polinomunun en fazla N * tane kokii mevcuttur.
Ispat.

]; (x( E) ) polinomu
Sy (X(E) ) = (x(e),lel F X(0)2% )N + (q(e),(N—l),lel T (o) (v-1)2& )(x(e),lel T X()2©2 )Nil

Feeet (q(e)’uel (0,28 )(x(e)’lel FX()26 ) + (q(e)’o,lel T 4(0)02© )

B ((XW )N - (‘1<e>»<Nfl>,1 )(x(em )Nil et (%)u )(’C(e)»l ) )01 ) ar
N N-1
((x(e),Z ) + (q(e),(N—l),z )(x(e),Z ) Tt (q(e),1,2 )(x(e),Z ) T 90102 ) )

=/, (x(e),l )el 7 (X(e),z )ez



biciminde de yazilabilir. Burada f, (x(e)’l) ve f, (x(e)’z) polinomlart N inci
mertebeden eliptik katsayili ve eliptik degerli monik polinomlardir. Bu polinomlarin

en fazla N tane kokii olacagindan eliptik kuaterniyon katsayili ve degerli f, (x( E))
polinomunun en fazla N* tane kokii mevcuttur.

Teorem 4.2 4, =4, e+ 4, e, cH" karesel eliptik kuaterniyon matrisinin tersi
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A(e),1 , A(e),2 e C"™" eliptik matrislerinin tersi olmasidir.

4154, € C)" matrislerinin tersi meveut ise bu durumda
A(;) = A(j),le1 + A(;l),zez

dir.

Ispat. Kabul edelim ki Apy =46 +4,,6 € H"™ matrisinin tersi var ve
A= Foue + Foaes

bi¢ciminde olsun. Bu durumda

(E)A(_El) = (A(e),lel + 4.6 )( (€T P(e),ZeZ) =1,
dir. Buradan ise

B, =1, ve A,

( ( ),2Pe),2 =1,

()1 (

elde edilir. Teorem 2.9’a gore
-1 _ -1
Ao =Hoive 4o =Ho
elde edilir.

Tersine kabul edelim ki
A(C))’I,A(e)’2 eCl"
eliptik matrisleri tersinir olsun. Bu durumda

A(E) (A(;l),lel + A(;l)le2 ) - (A(e),lel + A(e),zez )(A(;l),lel + A(;l),zez ) =1,

elde edilir. Sonug olarak
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Apy =A@+ 4,6 e H

matrisi tersirdir ve
A—l _A—l A—l
- (e),1e1+ (e),ZeZ

dir.

4.2. Eliptik Kuaterniyon Matrislerin Ozdegerleri ve Ozvektorleri

Teorem 4.3 A(E) :A(e)’lel +A(e)’2e2 e HJ" olsun. Bu durumda A., ve A, eliptik
kompleks sayilari sirasiyla A(e)j1 ve A(e),2 eliptik kompleks matrislerinin X, ve X, _
ozvektorlerine karsilik gelen o6zdegerleridir ancak ve ancak 4,6 +4 ,e eliptik
kuaterniyonu A( - A( @ +A ()2€ , e H™ eliptik  kuaterniyon  matrisinin

X6 1tX,_,6 ozvektoriine karsilik gelen 6zdegeridir.

ispat. Kabul edelim ki 4., ve 4, eliptik sayilar1 sirasiyla

A(e),l ve ‘A(e),Z

eliptik kompleks matrislerinin X, ve X, , 6zvektorlerine karsilik gelen 6zdegerleri

olsun. Bu durumda

A(E) (xa+bel + xa—hez) = (A( s A(e),zez )(xaHﬁ1 + xa_hez)
= A( 1 Xaen€ + A( 12 %0 @2
= dpirXan@ T Aup X0 1€

= (}‘awel + 4,6 )(x

a+b

e tXx,,6 )

oldugundan 4,6 +A4, e, eliptik kuaterniyonu A( )—A @ +A( ,e, e HT™ eliptik

kuaterniyon matrisinin X, +X,_,€, 0zvektoriine karsilik gelen 6zdegeridir.Tersine

A&+, 6 eliptik kuaterniyonu

a

A

(5) = A&+ 4.0 € H,”
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eliptik kuaterniyon matrisinin x,,,¢ +x,_,e, 0zvektoriine karsilik gelen 6zdegeri olsun.

Yani
(A(e),lel + A(e),ZeZ )(xa+bel R ) = (/Lﬁbel + A8 )(xa+bel T X8 )
olsun. Son esitlikten

A(e),1xa+bel + A(e),l'xafhez = AyinXais@ + Ay X0 €

a a

= A(e),lxa+b = AyivXars V€ /4(e),2xa—b = AusXacs

elde edilir ki bu da 4, ve 4, degerlerinin sirastyla

A(e)J Ve A(e),Z

eliptik matrislerinin X, ve X _, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zdegerleri oldugunu

ifade eder.
Sonug. Eliptik matrislerin en fazla N tane 6zdegeri oldugundan

Ay

= A(e)jle1 + A(e)’ze2 eH™"
eliptik kuaterniyon matrisinin en fazla N> tane dzdegeri vardir.

111y (111 2 21 2 23
Ornek 44 A, =1 1 1|+ill 1 1|+jl1 3 3|+k|3 3 2| eliptik
111 (111 133 131

kuaterniyon matrisi ve p =-2 olsun. Bu durumda 4,, ve 4, eliptik kompleks

matrisleri
3 3 2 3 3 4 -1 -1 O -1 -1 =2
A(e),l =2 4 4|+i|4 4 3 Ve A(e),z =0 -2 2I+il-2 -2 -1
2 4 4 2 4 2 -2 2 0O 2 0

bicimindedir. Teorem 4.3’e géireA(e)’1 ve A(e),2 eliptik matrisine karsilik gelen

O0zdegerler ve 6zvektorler sirasiyla,
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0.5645+0.0152i
=9.3541+9.6990i = X, 0.6368
0.5192-0.0543i
0.7661
A(e)’l matrisiigin ﬂ( 2= =2.6917-0.1221i = X —-0.2352+0.1540i
-0.4-0.2741i
—0.2401+0.3318i
0.6036
—0.4246—-0.2980i

Aoy

=-1.0458-0.5769i = x

(e)3 ()1 —

0.5391+0.0207i
0.7130
0.4179-0.1127:

0.7395
—0.1478+0.0305:
—-0.3727-0.3811i

—-0.1278+0.0207i
=1.1515+ O.6154i:>x(6)’l =| 0.4425+0.2561i
—-0.3811

=-3.3724-3.7822i =X,

(e)1 ()1 —

A(g)’2 matrisiicin i('e)’z =-2.7791+0.1668i =Xy =

2’(6),3

seklindedir.  Sonu¢  olarak eliptik  kuaterniyon  matrisinin  6zdegerleri

Z(E) :Z(e)jael+ﬂ(e)’bez bigiminde bu Ozdegerlere karsilik gelen Ozvektorler ise

Xg) = X006 F X0 bi¢cimindedir. Burada a,b {1,2,3} tur.

Teorem 4.5 A( 5= A(e)’le1 +A(e)’ze2 e H™ olsun. A(E)J,A(e),2 matrislerinin tekil deger

ayrisimlari A( —U Z V 1 ve A( —U 225 V olmak tizere A(E) e H™ eliptik

(e).2

kuaterniyon matrisinin tekil deger ayrisimi

(U(e),lel + U(e),zez )(zl e+ Zz & ) (V(e),lel + V(e),zez )
Uiy 260 Vi

Ay

= A(e),lel + A(e),zez

bigimindedir.
Ispat. 4 5= A(e),1€1 + A(e)’ze2 e H™ i¢in A(e),l’ A(e),z eliptik kompleks matrislerinin tekil

deger ayrisimlari
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A4

(e),l = U e

( ),121V:),1 ve A(e),2 =U,,

( =

(

)2

bi¢iminde olsun. Bu durumda A( g € H™" matrisinin tekil deger ayrigimi

Apy= A6+ 4,6 = (U ,IZIV:),IA(B),Z )el + (U(e),ZZZVZ),Z )ez

() ( (

= (U (€ FU ()26 )(Zl e+ Zz © )( (@ V(e),zez)

=Uw Z(E) Ve

*

biciminde elde edilir. Burada U( 5 Ve V( B matrisleri liniter matrislerdir. Gergekten de

*
*

(£) = (U(e),lel +U,),8 )(U(e),lel +U,),6 )

= U(e),lU(*e),lel + U(e),2U(*e),2e2

U, .U

(£)

=le+1le =1,

3

VielViey = ( (1@ TV 028 )(V(e),lel + V(e),zez)
= V(e),lV(:),lel + V(e),zV(:),zez

=le+1e =1,

dir. Ayrica ), ) kdsegen matrisi real matris degildir. Reel matris olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul
2 =2,

olmasidir. Genellikle ), ) matrisi reel ve j’li terimlerden olusur. A( £ eliptik

kuaterniyon matrisi

_ T _
A(EVU(E)z(E)V(E)—[”I(E) ”r(EJ ;
0 O, || Vr(E) 4.1)
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bigiminde de yazilabilir. Burada ® sembolii matrislerdeki dis ¢arpimi, r ise A( £)
matrisinin rankini gostermektedir. Uyp) € HZXI ve v, € H;Xl elemanlar1 da sirasiyla

U, ve Vi, matrislerinin Z’inci siitun vektorleri olup

r I, i=j r I, i=j
u, u;, = .o, ve vy, v, = ..
(E) (E) O’ li J (E) (E) 0’ li ]

dir. Denklem 4.1°de 0, eliptik kuaterniyonlarna 4, eliptik kuaterniyon

matrisinin tekil degerleri denir.

1 39 8 1 6 9 39 8 1 6
Ornek 4.6 A= 2 3 41+i|3 5 T|+j|S5S 1 9|+k|3 5 7| eliptk
7 3 1 4 9 2 2 3 4 4 9 2
kuaterniyon matris ve p = —3 olsun. Bu durumda
10 6 18 16 2 12 -8 0 0 0 0O
A(E)I: 7 4 13|+il 6 10 14 ved,, = -3 2 5(+il0 0 O
9 6 5 8 18 4 5 0 -3 0 00

dir. A(e)l eliptik kompleks matrisinin tekil deger ayrisimi

A =V uZe e
olmak tuzere
-0.3069 —-0.1345 0.0813 -0.3175 0.3657 0.2433
U(e),l: -0.2121 -0.0340 0.0113 |+i| —0.3063 —-0.0155 -0.4731]|,
-0.2064 0.2779 -0.0354 -0.2795 -0.4089 0.2183
58.8878 0 0
Soi=| 0 253865 0
0 0 11.9897
Ve
—-0.5752 0.3299 0.7485 0 0 0
V(E)’lz -0.5114 —-0.7733 -0.0521 |+i| 0.0279 -0.1857 0.1033
—-0.6277 0.2415 —0.5888 -0.0614 +0.2093 —-0.1394
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dir.

Benzer bigimde A(e)2 eliptik kompleks matrisinin tekil deger ayrisimi

*

U, -2,V

(€),27(e),2" (e),2

A

@2~
dir. Burada

—0.8048 0.0369 0.5924
U =|—0.3199 -0.8677 —0.3805 |,
0.5 -0.4957 0.7102

9.9191 0 0
Su2=| 0 60810 0
0 0 07958

Ve

0.9979 —0.0281 —0.0589
Vip =| —0.0645 —0.2854 —0.9562
0.0100  0.9580 —0.2866

olarak bulunur.
Sonu¢  olarak A( £) eliptik kuaterniyon matrisinin tekil deger ayrisimi

_ * . L) .
Ay =UpZiV ) ise Teorem 4.5’e gore

Yie) = (U<e>,lel +U <e>,262)

0.5559 —0.0488 03369 ) (—0.1587 0.1828 0.1216
= —02660 —-0.4509 —0.1846 |+i| -0.1532 -0.0078 —0.2366
0.1468 —0.1089 03374 ) (-0.1397 —-02045 0.1091
0.2489 —0.0857 —02555) (-0.1587 0.1828 0.1216
+]0.0539 04169 0.1959 |+k| -0.1532 —0.0078 —0.2366 |,
03532 0.3868 —03728) |-0.1397 —0.2045 0.1091
344034 0 0 244844 0 0
2= 0 157338 0 |+j| 0 96527 0
0 0 55970 0 0 63928
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Ve

Ve =( @16t I/(e),ZeZ)
0.2113  0.1509 0.3448 0 0 0

=1 -0.2879 -0.5293 -0.5042 |+i| 0.0139 -0.0929 0.0516
—0.3088 0.5997 -0.4377 -0.0307 0.1046 —0.0697

—0.7865 0.1790  0.4037 0 0 0
+j| —-0.2234 -0.2439 0.4520 |+k| 0.0139 -0.0929 0.0516
-0.3189 -0.3583 -0.1511 —-0.0307 0.1046 -0.0697

dir.
Sonug. A( 5= A(e)’le1 + A(e)’ze2 e H™ eliptik kuaterniyon matrisinin tekil deger ayrigimi

Ay =Yy L) Vi)

bi¢iminde olsun. Bu durumda A( £) eliptik kuaterniyon matrisinin pseudo tersi

+
Al = ’
(5) = Vi) 2.V
(E)
bigimindedir. Burada
o/ 0
E
(£) 0 Gr’r
ve
/o, o,=c,e+cye, vec,c, #0
-1 _
ot = c.e, ¢;#0vec,, =0
i -1 _
¢, ¢;=0vec, #0
0, ;=€ =0
dir.

Teorem 4.7 A4, eH)™, B, eH}™ ic¢in 4,X, =B, eliptik kuaterniyon

matrisinin en kii¢iik kareler ¢oziimii X( 5 ise
+ o
Xy = 46 Bie) =V %UM)B(E)
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dir.
Ispat. A( E)X( 5) =B( g cliptik kuaterniyon matris denkleminin en kiigiik kareler

¢oziimii X[, ise bu durumda ” A X, — minimumdur. Diger yandan

)~ By

2

(A(e),lel + 4., ) (X (@16 T X(0)2© ) - (B(e),lel +B,),6 )

HA(E>X(E> — B

2

B ( ("")’IX("")’Iel + A(e)’z)((e)’ze2 ) B (B(e),lel + B(e),ze2 )

A B(E),l ) a+ (A(e),ZX(e),Z - B(e),Z ) )

)

2 - HAWX (02~ B2

= %(HA«:)JX (on =B

dir. Sonug olarak ” A\ X ;) — By = min. olmast igin gerek ve yeter kosul
”A(@)JX(e)1 =B |: min. ., [4,),X), = B,| = min.
olmasidir.
||A(e),1)((e),1 - B, |: min .
ise

dir. Benzer bigimde

ise

dir. Diger taraftan A(e),l, A(e),2 eliptik kompleks matrislerinin tekil deger ayrisimlari

*

4 U (e),121V(e),1 ’ A(e),Z = U(e),ZZZI/(e),Z

()1 —

bi¢iminde olsun. Bu durumda
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X (e),2

(e),l = I/(e ,121U(e),1B e

(o)1 veXe

(e).2 =V,

) ( ),222U B(e),Z

dir. Sonug olarak A( E)X 5= B( 5) denkleminin en kiigiik kareler ¢6ziimii

Xipy = Xoe t X020 = ( (e),lle(*e),lB(e),l )el +( (e),ZZZU(*e),ZB(e),Z )ez
= (( @121 Y e )el + ( (222U 02 )ez )(B(e),l )91 + (B(e),z )ez
P .
= V(m(ZE;U(E)Bm = 4B
dir.
4.3. Pseudo Kodlar

Asagida eliptik kuaterniyon matrislerin 6zdeger-6zvektor, tekil deger ayrisimi, pseudo

tersi ve en kiiclik kareler ¢6ziimiine ait pseudo kodlar yer almaktadir.
Algoritma 5. Ay = A(e)jle1 +A(e),2e2 e H ™ eliptik  kuaterniyon matrisinin
0zdegerlerinin ve 6zvektorlerinin hesaplanmasi
1) Basla
2) Giris 4, ve P
3) Hesapla 4, ve 4,,
4) Hesapla 4, ve 4,
5) Hesapla X, ve X,_,
6) Hesapla 4, =4,,,¢ +4,,¢,
7) Hesapla Xip) = Xaip€ T X, €5
8) Yaz ﬂ,( £ X&)
9) Dur
Algoritma 6. A( 5= A(e),1€1 + A(e)ﬂze2 e H™ eliptik kuaterniyon matrisinin tekil deger

ayrisimi
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1) Basla
2) Giris 4y ve P
3) Hesapla 4,, ve 4,

=U >V’

4) Hesapla A(e)’l ()17 (e)1

ve 4,,=U,,5.V

5) Hesapla (U(e)Je1 +U )26

7) Dur

Algoritma 7. A( 5)

1) Basla
2) Giris 4y ve P
3) Hesapla 14(6),1 ve A(e),2

4) Hesapla 4, ,=U, ZV Ve d,,=U, ZV

(e)2

5) HesaplaA  =U ey 24 (E

T
6) Hesapla AT(E) =V Z(E) U(*E)
;
7) Yaz A',
8) Dur

Algoritma 8. A(E) e H™™, B, e H™ igin A(E)X

matrisinin en kii¢iik kareler ¢oziimii
1) Basla
2) Giris 4,8, ve P
3) Hesapla A((_,)J,A(e)’z,B(e),1 ve B(e)’2

4) HesaplaA(e) —U ZV lveA( —U ZV

()2

5) Hesapla Ay = U(E)Z(E)V(E)

il
6) Hesapla A* =V, ZU
"B
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(e),272 (e),2

)’(Zl € +Zz ez)’(V(e)J

6) Yaz (U(e),le1 +U(e),2e2),(21 e +Zz ez),(V(e),le1 +

e+ V(e)aez )

e),zez)

= A(e)jle1 + A(e),ze2 e H'™ eliptik kuaterniyon matrisinin pseudo tersi

=B( £ eliptik kuaterniyon



t

7) Hesapla X ;) = 4B =V 2 Uip)Bie

(£)

8) Yaz )(( E)

9) Dur
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5. ELIiPTiK TEKIL DEGER AYRISIMI YARDIMIYLA RENKLi GORUNTU
SIKISTIRMA

Eliptik kuaterniyonlarin bir reel ve ii¢ imajiner kismi mevcuttur. RGB uzayinda ifade
edilmis renkli bir goriintiiniin ise her bir pikselinin kirmizi, yesil ve mavi olmak iizere
ic temel renk bileseni igerdigi daha once sdylenmisti. Bu bilgilerden yola ¢ikarak
renkli bir gorlintiinlin her bir pikseli pilir imajiner (reel bileseni sifir olan) eliptik
kuaterniyon ile ifade edilebilir. Bu gosterime gore renkli goriintiilerin her bir pikselinin
kirmizi, yesil ve mavi bilesenleri piir imajiner eliptik kuaterniyonlarin i,j ve k

bilesenlerine karsilik getirilir. Dolayisiyla mxn piksel ¢oziiniirliige sahip renkli bir

goriintli f( £) =R( E),l.i +G( £ i +B( E),kk biciminde eliptik kuaterniyon matrisi olarak

ifade edilebilir. Burada R( E),i’G( ve B . ., €R™" matrisleri renkli goriintiiniin

E),j (E)k

sirastyla kirmizi, yesil ve mavi bilesen matrisleridir. Bu temsil gorsel olarak Sekil

5.1'de gosterilmistir.

r_-"' . -
—r - . ’
m - — |+ )l+ k
wl 4

orijinal goériintii R(kirmizi) bilesen G(yesil) bilegen B(mavi) bilesen

Sekil 5.1 Renkli goriintiiniin eliptik kuaterniyon matris gosterimi.

Diger yandan eliptik tekil deger ayrisimi (ESVD) ile renkli bir goriintii
fey = Uty 2oy Vi

bi¢giminde de temsil edilebilir. Burada ¢ (5)72(5) ve V(E) matrisleri Algoritma 6’ya

gore hesaplanir. ESVD uygulanmis renkli bir goriintiiye {i¢ kanal goriintiisiine
ayrilmaksizin énemli birgok goriintii isleme teknikleri uygulanabilir. Bu boliimde

ESVD ile renkli bir goriintiiye boliimleme, sikistirma ve iyilestirme teknikleri



uygulanacaktir. Bu teknikler i¢in kullanacagimiz test goriintiileri Sekil 5.2'de

verilmistir.

(" (g) @
Sekil 5.1 Tiim deneysel test goriintiileri (a) Airplane, (b) Baboon, (c) Baby, (d)

Barbara, (e) Bird (f) Boast (g) Cameraman (h) Goldhill (i) Monarch ve (j)
Peppers.

5.1. Renkli Goriintiilerin Oz Gériintiileri
Renkli goriintiilerin ESVD si
fioy=Uiey 240 Yy = 2.9 (146 i)

bi¢ciminde Uy ) e]HI;;’X1 ve v, EH’;Xl eliptik degerli vektorlerin dis carpimlarinin
toplami bi¢iminde de yazilabilir. (Burada 7, f( £) gbrlintli matrisinin rankini
gostermektedir.) Her bir Uy ® V; §) Sarpimina goriintliniin 6z goriintiisii denir. Sonug
olarak f( £) renkli goriintlisi » adet 0z goriintiilerinin lineer bilesimi bigiminde
diistintilebilir. Sekil 5.3'de ve Sekil 5.4'de test gorlntiilerinin p=-0.5 icin bazi
Ozgoriintiileri verilmistir. Bu goriintiiler orijinal goriintiilerin ayristirilmasindan elde
edilen birinci, besinci ve yirmibesinci 6zgoriintiilerinin normallestirilmis mutlak deger
versiyonlarini gostermektedir. Goriildiigii iizere ilk 6zgdriintiiler orijinal goriintiiniin

diisiik frekansli bilesenlerini temsil ederken sonrakiler yiiksek frekansli bilesenleri

temsil etmektedir.
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T by T
U @V () Usiz) BV (5 Uy B Vo5 ()

T T T
orijinal Uiey BV (5 Ugiey BV (59 Ussizy OVis (13

T T T
orijinal Uy BV (g Uiy BV (5 Upsizy DVis )

T T T
U BV () Usepy ®Vs () Unsgy B Vo5 (g

orijinal U, OV (5 Usry BV Ussiey Vs 0y

Sekil 5.2 Test goriintiilerinin se¢ilmis 6zgoriintiileri.
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T ¥ T
orijinal ulmtglv1 - z:sw)@vs & nzsmtglv25 &)

T T T
orijinal zfuf)@vl @ us(m@)v’ & uz,w)@vzs @

T T
Usipy Vs () Unsigy B Vas' ()

T T r
orijinal Uy @V ) Usry BV iy Upsizy OVis )

u,. v’ o BT

T
orylnaf z"Il(i.‘)®‘|"l1 (E) 5(E) 5 (E) 25(E) 25 (E)

Sekil 5.3 Test goriintiilerinin secilmis 6zgoriintiileri.



5.2. Eliptik Tekil Ayrisimi ile Renkli Goriintii Sikistirma

Sekil 5.2'de ki test goriintiileri
Jiey =Yy Z(E) Vg = ZO-i(E) (“[(E) Vg ) (5.1
i=1

formiilii yardimiyla temsil edildiginde bu test goriintiilerinin tekil degerlerinin
degisimi Sekil 5.6'da gosterilmistir. Sekil 5.6'da da goriildiigl gibi test goriintiilerinin
tekil degerleri ¢ok hizli bir gsekilde bozulmaktadir. Bu nedenle K < R sartini saglayan
kiicik K degerleri i¢in bile renkli goriintiiniin iyi bir yaklasiklig1 saglanabilir.

Denklem 5.1°de f( £) matrisine yaklagsmak i¢in K < R 6zelligindeki K degerleri igin

K

Siey = 200 (1) @)

i=1

denklemi kullanilabilir. Bu durumda renkli bir goriintiiyli saklamak i¢in gerekli

saklama alant 3mn den K(m+n+2) e disecektir. ESVD ile goriinti sikigtirma

adimlar1 Sekil 5.5'de verilmistir.

Giris Eliptik Eliptik
B0 ——  Coruntusing —_ Kuaterniyon —  Kuaterniyon
Oku Matris ile Matrisin Rankini
Ornekle Hesapla
Uygun K ve p
Degerlerini Bul
Tekil Deger
Algoritmasini
Uygula
Cikis Sikigtirilmig
Dur &—— Gorintisiini  e—u Gériintliyti Matrisi Yeniden
Gaoster Olustur € Yapilandir

Sekil 5.4 ESVD ile goriintii sikistirma adimlart.
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tekii degerierin r bilegeni tekii degerlerinj bileseni tekii degerlerin r bilegeni tekii degerlerin j bilegeni

—— ' - <t =S¥ — N B

p ) ! y
¥ ) ' b
(a) (5)
tekli degerlerin r bileseni tekli degerlerinj bileseni teidi degerlerin r bilegeni texdi degerierin j bileseni
3 i i i
¥ ¥ Fo L
(¢) (d)
tekli degarlain r bileserni tekii degalain J bileseni tekii degerlerin r bileseni  tekii degerlerinj bileseni
i i : P
o ¥ Fo .,
(e) (f)

Sekil 5.5 Test goriintiilerinin singiiler degerlerinin degisimi: (a) Airplane, (b)Baboon,
(c) Baby, (d) Barbara, (e) Bird, (f) Boast.
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tekii degerlerin r bileyeni tekli degerlerin j bilegeni tekli degerlerin r bilegeni tekli degerlerin j bilegeni

g1 ea

f
/
I
g9 wae
4

/
/
rd
/
f
|
"% e
= : = ~+
oy e

(g)

rekli degerlerin i bilegeni tekii degerlerin j bilegeni tekli degerlerin r bileseni

tekli degerlerin j bileseni

(7)
(J)

Sekil 5.7 Test goriintiilerinin singiiler degerlerinin degisimi: (g) Cameraman, (h)
Goldhill, (i) Monarch ve (j) Peppers.

Tiim test goriintiilerinin ve i¢in optimal degerleri ve bu degerlere karsilik gelen

PSNR degerleri Sekil 5.8'de ve Sekil 5.9'da verilmistir.
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Sekil 5.6 Optimal p degerleri: (a) Airplane, (b) Baboon, (¢) Baby, (d) Barbara, (¢)Bird,
(f) Boast (g) Cameraman ve (h) Goldhill.
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Sekil 5.7 Optimal p degerleri: (a) Monarch ve (b) Peppers.

Ayrilabilir metod (tekil deger ayrisgmmin R, G ve B bilesenlerine ayr1 ayri
uygulanmasi ile elde edilen sikistirma metodu) ile QSVD Pei ve ark. (2003), RBSVD
Pei ve ark. (2008), gibi hiperkompleks tabanli sikistirma metodlariyla 6nerdigimiz
ESVD sikistirma yonteminin test goriintiileri iizerindeki PSNR ve MSE degerleri
Tablo 5.1 ve Tablo 5.2'de verilmistir.
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Tablo 5.1 Test goriintiileri {izerinde ayrilabilir metod, QSVD, RBSVD ve ESVD (Onerilen) yontemlerinin sikistirma sonuclart (PSNR).

Ba byﬂ Barbarlk

Birdn Boastﬂ:amera B

Goldhﬂ Monar(i

Seperable 10 22.47626| 19.22365| 23.97807 | 20.17889 | 21.15023 | 22.37226 | 21.40283 | 23.80553 | 19.47392 | 21.49341
QSvD 10 20.38655| 18.29587| 21.38905 | 18.05028 | 18.73208 | 20.04556 | 19.08185 | 21.83407 | 18.06302 | 18.58161
RBSVD 10 22.5009 | 19.3129 | 24.0043 | 20.2469 | 21.4129 | 22.4091 | 21.4028 | 23.8138 | 19.5610 | 21.4875

Dnerilen M 10 22.5475 | 19.3139 | 24.0338 | 20.2534 | 21.4170 | 22.4318 | 21.4028 | 23.8295 | 19.5665 | 21.5484

Seperable 20 25.31003 | 20.20994 | 26.88820 | 22.15654 | 24.80274 | 24.72538 | 25.01313 | 26.02290 | 21.95326 | 24.86057
QSvD 20 22.45925]19.234491 23.96131 | 20.19767 | 21.27985 | 22.36479 | 21.40283 | 23.77338 | 19.49255| 21.41298
RBSVD 20 25.2813 | 20.3113 | 26.9646 | 22.2774 | 24.9998 | 24.7745 | 25.0131 | 26.0560 | 22.0337 | 24.9569

Dnerilen M 20 25.3257 | 20.3174 26.9922 | 22.2926 | 25.0007 | 24.8173 | 25.0131 | 26.0668 | 22.0406 | 25.0173

Seperable 30 27.32780] 20.98207| 29.03393 | 23.52689| 27.48460 | 26.55361 | 27.49395 | 27.44853 | 24.03627 | 27.00183
QSvD 30 24.01954 1 19.77926| 25.56817 | 21.31606 | 23.25004 | 23.67966 | 23.34683 | 25.03847 | 20.76419 | 23.41311
RBSVD 30 27.3093 | 21.1020 | 29.0947 | 23.6534 | 27.7283 | 26.5958 | 27.4940 | 27.4956 | 24.1685 | 27.1323

Dnerilen M 30 27.3648 21.1143 | 29.1390 | 23.6939 | 27.7327 | 26.6443 | 27.4940 | 27.5141 | 24.1727 | 27.1783

Seperable 40 29.05210| 21.68901 | 30.74857 | 24.57648| 29.69316 | 28.01858 | 29.57108 | 28.54094 | 25.76969 | 28.63302
QSvD 40 25.250271 20.21537| 26.89391 | 22.19245| 24.84919 | 24.70719| 25.01313 | 26.00215 | 21.97255 | 24.86690
RBSVD 40 29.0545 | 21.8245 | 30.8231 | 24.7075 | 29.9385 | 28.0923 | 29.5711 | 28.6204 | 25.8689 | 28.7418

Dnerilen M 40 29.1064 | 21.8434 | 30.8646 | 24.7504 | 29.9484 | 28.1269 | 29.5711 | 28.6303 | 25.8795 | 28.7872

Seperable 50 30.53264 | 22.36072| 32.18642 | 25.47954 | 31.51227 | 29.28501 | 31.50647 | 29.47336 | 27.17356 | 29.93859
QSvD 50 26.31583 | 20.61153 | 28.02365 | 22.92146 | 26.28653 | 25.66022 | 26.32754 | 26.79486 | 23.07402 | 26.03258
RBSVD 50 30.5456 | 22.5040 | 32.2748 | 25.6348 | 31.7679 | 29.3657 | 31.5065 | 29.5536 | 27.2814 | 30.0184

Dnerilen M 50 30.6147 | 22.5321 | 32.3219 | 25.6717 | 31.7828 | 29.4267 | 31.5065 | 29.5638 | 27.2899 | 30.0510




€9

Tablo 5.2 Test goriintiileri {izerinde ayrilabilir metod, QSVD, RBSVD ve ESVD (Onerilen) yéntemlerinin sikistirma sonuglari (MSE).

Meton K - Airplarﬂ Baboo- Babyﬂ Barbalﬂ Bird- Boast-:amerarﬂ Goldhn Monarﬂ Peppe
Seperable 10 0.00565 | 0.01196 | 0.00400 | 0.00960 | 0.00767 | 0.00579 | 0.00724 | 0.00416 | 0.01129 | 0.00709
QsvD 10 0.00915 | 0.01481 | 0.00726 | 0.01567 | 0.01339 | 0.00990 | 0.01235 | 0.00656 | 0.01562 | 0.01386
RBSVD 10 0.00562 | 0.01171 | 0.00398 | 0.00945 | 0.00722 | 0.00574 | 0.00724 | 0.00416 | 0.01106 | 0.00710
Dnerilen M 10 0.00556 | 0.01171 | 0.00395 | 0.00943 | 0.00722 | 0.00571 | 0.00724 | 0.00414 | 0.01105 | 0.00700
Seperable 20 0.00294 | 0.00953 | 0.00205 | 0.00609 | 0.00331 | 0.00337 | 0.00315 | 0.00250 | 0.00638 | 0.00327
QsvD 20 0.00568 | 0.01193 | 0.00402 | 0.00956 | 0.00745 | 0.00580 | 0.00724 | 0.00419 | 0.01124 | 0.00722
RBSVD 20 0.00296 | 0.00931 | 0.00201 | 0.00592 | 0.00316 | 0.00333 | 0.00315 | 0.00248 | 0.00626 | 0.00319
Dnerilen M 20 0.00293 | 0.00930 | 0.00200 | 0.00590 | 0.00316 | 0.00330 | 0.00315 | 0.00247 | 0.00625 | 0.00315
Seperable 30 0.00185 | 0.00798 | 0.00125 | 0.00444 | 0.00178 | 0.00221 | 0.00178 | 0.00180 | 0.00395 | 0.00199
QsvD 30 0.00396 | 0.01052 | 0.00277 | 0.00739 | 0.00473 | 0.00429 | 0.00463 | 0.00313 | 0.00839 | 0.00456
RBSVD 30 0.00186 | 0.00776 | 0.00123 | 0.00431 | 0.00169 | 0.00219 | 0.00178 | 0.00178 | 0.00383 | 0.00194
Dnerilen M 30 0.00183 | 0.00774 | 0.00122 | 0.00427 | 0.00169 | 0.00217 | 0.00178 | 0.00177 | 0.00383 | 0.00192
Seperable 40 0.00124 | 0.00678 | 0.00084 | 0.00349 | 0.00107 | 0.00158 | 0.00110 | 0.00140 | 0.00265 | 0.00137
QsvD 40 0.00299 | 0.00952 | 0.00204 | 0.00604 | 0.00327 | 0.00338 | 0.00315 | 0.00251 | 0.00635 | 0.00326
RBSVD 40 0.00124 | 0.00657 | 0.00083 | 0.00338 | 0.00101 | 0.00155 | 0.00110 | 0.00137 | 0.00259 | 0.00134
Dnerilen M 40 0.00123 | 0.00654 | 0.00082 | 0.00335 | 0.00101 | 0.00154 | 0.00110 | 0.00137 | 0.00258 | 0.00132
Seperable 50 0.00088 | 0.00581 | 0.00060 | 0.00283 | 0.00071 | 0.00118 | 0.00071 | 0.00113 | 0.00192 | 0.00101
QsvD 50 0.00234 | 0.00869 | 0.00158 | 0.00510 | 0.00235 | 0.00272 | 0.00233 | 0.00209 | 0.00493 | 0.00249
RBSVD 50 0.00088 | 0.00562 | 0.00059 | 0.00273 | 0.00067 | 0.00116 | 0.00071 | 0.00111 | 0.00187 | 0.00100
Dnerilen M 50 0.00087 | 0.00558 | 0.00059 | 0.00271 | 0.00066 | 0.00114 | 0.00071 | 0.00111 | 0.00187 | 0.00099




Sekil 5.10-5.12 da da onerilen ESVD sikistirma yontemi ile diger yontemlerden elde

edilen test goriintiilerinin bazi kismi toplamlar1 gosterilmektedir.

QaaQaQn

(@ k=10 (b)k=20 (c)xk=30 (d)K=40 (e)—;",n

Qaag

(k=10 (@)k=20 (h)k=30 (i)K =40 (j) K =50

0800080

(k) k=10 ()k=20 (MK=30 (n)K=40 (0)K =750

slslals]s)

(p)k=10 (k=20 (r)k=30 (S)Kk=40 (t) K =50

Sekil 5.8 Test goriintiilerinin se¢ilmis kismi toplamlari (Ayrilabilir metod: a-e, QSVD:
f-j, RBSVD: k-0 ve ESVD: p-t).
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(p)k =10 (k=20 (k=30 (S)Kk=40 (I)K=>50

Sekil 5.11 Test goriintiilerinin sec¢ilmis kismi toplamlar1 (Ayrilabilir metod: a-e,
QSVD: f-j, RBSVD: k-0 ve ESVD: p-t).

(p) k=10 (Qk=20 (r)k=30 (5)Kk=20 (1)K="50

Sekil 5.12 Test goriintiilerinin secilmis kismi toplamlar1 (Ayrilabilir metod: a-e,
QSVD: f-j, RBSVD: k-0 ve ESVD: p-t).
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5.3. ESVD ile Lineer Agirhkh Goriintii Tyilestirme

ESVD ile lineer agirlikli goriintii isleme formiilii
K

Jigy =2 (1+mi)oy, (ui(E) ®V§E)) (m>0)

i=1
bi¢cimindedir. ESVD tabanli lineer agirliklandirma goriintliniin yiiksek frekansh
bilesenlerini iyilestirecektir. Bu bakimdan yiiksek gecirgen filtreye benzer. Sekil
5.13'de m=0.005 ve p=-5 igin ESVD ile lineer agirlikli goriintii iyilestirme

metodunun test goriintiilerine uygulanmasiyla elde edilmis goriintiiler yer almaktadir.

() (@) (h) (i) @

Sekil 5.13 m=0.005 ve p=-5 i¢in lineer agirlikli goriintii iyilestirme metodunun
uygulanmasi ile elde edilen iyilestirilmis goriintiiler.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada eliptik kompleks say1 katsayili ve degerli N inci dereceden monik
polinomlarin kokleri, eliptik kompleks matrislerin 6zdeger-6zvektorleri ve tekil deger
ayrisimi kavramlarina dair tanimlar verilerek ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.
Eliptik kompleks matrislerin tekil deger ayristminin bir sonucu olarak eliptik
kompleks matrislerin pseudo tersleri ve en kiigiik kareler ¢oziimii elde edilmistir.
Akabinde eliptik kompleks matrisler i¢in elde edilen tiim tanim ve teoremler, kurulan
yap1 koruyan doniigsiimler yardimiyla elemanlar1 eliptik kuaterniyon olan matrislere
genellestirilmistir. Ayrica elde edilen teoremler 1s181nda eliptik kompleks ve eliptik
kuaterniyon matrislerin 6zdeger-6zvektor, tekil deger ayrisimi, en kiigiik kareler
metodu, pseudo tersleri vb. cebirsel 6zelliklerinin elde edilmesine dair pseudo kodlar

verilmigtir.

Goriintii isleme stireclerinde renkli goriintiileri temsil i¢in kullanilan geleneksel renkli

goriintii seyrek matris modelleri, ii¢ ayri renk kanali (Red, Green ve Blue kanallari)

arasindaki iliskiyi goz ard1 eder. Dolayisiyla bir¢ok goriintii isleme siireglerinde renkli
bir goriintiiniin kanallar1 tek tek islenmekte veya goriintii gri tonlamali hale
dontstiirilmektedir. Bu ¢alismada renkli goriintiilerin bagimsiz renk kanallarini bir
biitiin olarak ele alabilen, eliptik kuaterniyon matrislerini kullanan yeni bir renkli
goriintli seyrek matris modeli Onerilerek mevcut soruna ¢éziim sunulmustur. Ayrica
elde edilen eliptik tekil deger ayrisimi teorisi yardimiyla renkli goriintii sikistirma
metodu gelistirilmistir. Gelistirilen bu metodun performans sonuglart ile diger
hiperkompleks tabanli sikistirma metotlarinin performanslari karsilastirilarak 6nerilen
metodun performansinin diger hiperkompleks tabanli sikigtirma metodlarina gére daha
iyl oldugu gorilmiistiir. Ayrica icerdigi uzaylar arasindan ideal uzayin segilmesi

(problemin ¢oziimiine uygun p degerinin secilmesi), o wuzayda islemlerin

gerceklestirilmesi ve bir¢cok fiziksel sistemin eliptik davranist bu sayr sistemini
goriintii isleme siireclerinde daha avantajli hale getirmektedir. Bu nedenle eliptik
kuaterniyon say1 sisteminin sayisal goriintii islemeye dahil edilmesi bu siireclerdeki

zaman, bellek ve performans ile ilgili bircok sorunu ¢ézecektir.



Dahas1 proje kapsaminda elde edilen teorik ve uygulamali bilgilerin iilkemizde "Kritik
Teknoloji Alanlar1" olarak belirlenen Bilgi Giivenligi, Biiylik Veri ve Veri Analitigi,
Modelleme ve Similasyon Teknolojileri, Robotik, Mekatronik ve Otomasyon, Yapay
Zeka ve Makine Ogrenmesi gibi alanlarda da kullanimryla bu alanlarda birgok verimli

sonuglar elde edilecegine inaniyoruz.
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