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KOMUTATIF ELIPTIK OKTONYON MATRIS DENKLEM COZUMLERI
VE GORUNTU IYILESTIRME UYGULAMALARI

OZET

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, ilk alt baslik literatiir incelemelerine odaklanmaktadir. Tezin temelini
olusturarak mevcut bilgileri derinlemesine incelemeyi amacglamaktadir. Literatiirdeki
calismalarin kapsaml bir analizi yapilarak, konunun 6nceki arastirmalardaki yeri ve
onemi vurgulanmaktadir. ikinci alt baslikta ise bu tezin amaci belirtilmektedir.

Ikinci boliimde, eliptik kuaterniyon cebri ve temel 6zellikleri incelenmektedir. Eliptik
kuaterniyon matris yapisi, denklem ¢oziimleri i¢in kullanilmakta ve bu alanda etkili
algoritmalar sunulmaktadir. Ayrica, renkli goriintii iyilestirme ¢aligmalart da eliptik
kuaterniyonlar temelinde gerceklestirilmektedir.

Uclincii bolim tezin orijinal kisminm ilk boliimii olusturmaktadir ve bu béliimde
komutatif eliptik oktonyon cebri tanimlanmaktadir. Bu tanimlamalar, komutatif eliptik
oktonyonlarin eliptik ve eliptik kuaterniyon temel matrislerini ifade etmek icin matris
cebri ile izomorfizmalar araciligiyla iliskilendirilir. Ayrica, komiitatif eliptik oktonyon
matrisleri kapsamli bir sekilde ele alinir. Bu matris yapisi, Kalman Yakubovich s-
eslenik, Sylvester s-eslenik ve AX =B denklemlerinin ¢ozimlerini elde etmek igin
kullanilir.

Dordlncu bolim tezin orijinal kismmimn ikinci boliimiinii olusturmaktadir. Bu
boliimde, bir goriintiiniin kirmiz1 (R), yesil (G) ve mavi (B) kanallarinda nasil temsil
edildigi ayrmtili bir sekilde aciklanir ve goriintii iyilestirme siireci detaylariyla ele
alinir. Bu asamada, goriintiilerin komiitatif eliptik oktonyon temsil matrisiyle nasil
iliskilendirildigi incelenir ve goriintiilerin komiitatif eliptik oktonyonik olarak nasil
ifade edildigi ortaya konur. Bu yontemle, goriintiilerin daha karmagsik ve zengin bir
temsilini elde etmek mimkun olur. Son olarak, komiditatif eliptik oktonyonik goriinti
tizerinde ¢esitli goriintii iyilestirme teknikleri uygulanir ve bu tekniklerin sonuglari
gorsel olarak degerlendirilir. Bu boliim, komiitatif eliptik oktonyonlarm goriintii
isleme alanindaki potansiyelini vurgular ve daha etkili goriintii 1yilestirme
yontemlerinin gelistirilmesine katki saglar.

Besinci boliimde, tezde elde edilen sonuglar kapsamli bir sekilde degerlendirilmistir
ve gelecekte yapilacak arastirmalar igin Oneriler sunulmustur. Bu degerlendirme,
komiitatif eliptik oktonyon cebri alaninda saglanan ilerlemeleri vurgular ve bu alanda
daha fazla kesif yapilmasi gerektigini belirtir. Ayrica, goriintii isleme uygulamalarinda
komiitatif eliptik oktonyonlarm potansiyelini daha da arastirmak i¢in 6neriler sunulur.
Bu boliim, tezin 6nemli katkilarii 6zetler ve gelecekteki calismalara ilham verir.
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COMMUTATIVE ELLIPTIC OCTONION MATRIX EQUATION
SOLUTIONS AND IMAGE ENHANCEMENT APPLICATIONS

SUMMARY

The thesis consists of five comprehensive chapters, each covering important topics
that form the fundamental basis of the research inquiry.

The first chapter serves as the introduction, providing an initial overview of the study.
Itsfirst subsection focuses on the crucial aspect of the literature review. By conducting
an extensive analysis of existing knowledge, the literature review aims to establish a
solid foundation for the thesis. This section critically examines previous research
related to the topic, highlighting the significance and relevance of the subject in earlier
studies. Through synthesizing and integrating the existing scientific works, the
literature review explains the rationale and importance of the research. Additionally,
this section identifies unresolved or contradictory points in the literature and discusses
the reasons for focusing the research on these aspects. The literature review also
demonstrates how the research integrates with the existing knowledge and emphasizes
the originality of the study. Overall, this subsection elaborates on the purpose of the
thesis and provides a detailed explanation of the general objective and specific research
goals, enabling readers to better understand the significance and potential
contributions of the study.

The second subsection comprehensively explores the topic of elliptic quaternion
algebra, providing a detailed examination of its matrix structure and equation
solutions. In this section, important tools in the field of elliptic quaternion algebra,
such as the Kalman Yakubovich's conjugate and Sylvester equation solutions, are also
discussed. The focus on matrix structure and equation solutions highlights the
fundamental properties of the elliptic quaternion matrix structure and emphasizes its
effective utilization in the field of image processing. Furthermore, this section delves
into the applications of elliptic quaternion algebra and matrix structure in color image
enhancement. The combination of elliptic quaternion algebra and matrix structure with
Kalman Yakubovich's conjugate and Sylvester equation solutions further underscores
their significance in both mathematical and practical applications. This section aims to
highlight advancements in elliptic quaternion algebra, serving as a foundation for
future research and encouraging further exploration, innovation, and progress in the
field.

The third chapter constitutes the original part of the thesis. It defines commutative
elliptic octonion algebra, which represents elliptic and elliptic quaternion fundamental
matrices through isomorphisms associated with matrix algebra. Furthermore, it
extensively covers commutative elliptic octonion matrix structures. This matrix
structure serves as an effective tool to obtain solutions for Kalman-Yakubovich's
equation, Sylvester's equation, and other equations. This chapter highlights the original
contributions of the thesis, showcasing how commutative elliptic octonion algebra and
matrix structures provide advantages in solving equations. By establishing a
connection between commutative elliptic octonion algebra and general matrix algebra
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principles, this approach demonstrates the utilization of matrices in various equation-
solving problems. Inthis context, important equations such as Kalman-Yakubovich's
equation and Sylvester's equation can be solved using commutative elliptic octonion
matrix structures. This new approach enables faster and more accurate results in the
equation-solving process.

The fourth chapter represents the second original part of the thesis and signifies a
significant step in the field of image processing. In this chapter, a detailed explanation
is provided on how an image is represented in the red (R), green (G), and blue (B)
channels. The process of image enhancement is systematically addressed, examining
various image enhancement techniques and algorithms and demonstrating their
application. Moreover, this chapter showcases the utilization of the commutative
elliptic octonion matrix structure, enabling the attainment of more complex and rich
representations of images. Commutative elliptic octonions are employed as a tool to
reproduce images in higher quality and realism. This matrix structure facilitates the
application of diverse image enhancement techniques to images. The effectiveness of
these enhancements is evaluated visually through analysis. By emphasizing the
potential of commutative elliptic octonions in the field of image processing, this
chapter contributes to the development of more efficient image enhancement methods.
Consequently, utilizing advanced and robust tools in the domain of image processing
enables the attainment of higher quality results.

The fifth chapter is an important stage where the results of the thesis are thoroughly
evaluated, and recommendations for future research are presented. In this stage, the
results obtained by the thesis are examined comprehensively, and the significance of
these findings is emphasized. The analysis includes a detailed evaluation of the
effectiveness of the commutative elliptic octonion algebra and matrix structures in
solving equations and enhancing images. The implications of the research findings are
discussed, highlighting their contributions to the field of commutative elliptic octonion
algebra and image processing. Additionally, recommendations are provided for further
research, emphasizing the importance of conducting more exploration in the field of
commutative elliptic octonion algebra. Specifically, suggestions are made to further
investigate the potential of commutative elliptic octonions in image processing
applications. These recommendations underscore the belief that commutative elliptic
octonions could offer a broader range of utility in the field of image processing and
contribute to the development of more effective image enhancement techniques.

The conclusions of this thesis demonstrate the necessity of advancing further research
in the field of commutative elliptic octonion algebra and image processing, introducing
a new perspective for future studies. The research conducted in this thesis, focusing on
the utilization of commutative elliptic octonions and matrix structures, highlights the
progress made in these areas. It is believed that in the future, commutative elliptic
octonions could find a wider range of applications, and more advanced image
enhancement techniques could be developed. This thesis aims toserve as an inspiration
for future research by highlighting the advancements and contributions made in this
field.

Furthermore, this thesis contributes to the development of more efficient solutions for
equation-solving problems and image enhancement tasks. The innovative use of
commutative elliptic octonions and matrix structures provides advantages in terms of
accuracy, speed, and quality of results. By establishing a connection between
commutative elliptic octonion algebra and general matrix algebra principles, this

XXIV



research expands the applicability of matrices in various mathematical and practical
contexts.

Moreover, the integration of commutative elliptic octonions into image processing
techniques opens up new possibilities for enhancing the quality, realism, and visual
appeal of images. The commutative elliptic octonion matrix structure serves as a
powerful tool for representing and manipulating color images, enabling the application
of advanced enhancement algorithms. This thesis showcases the effectiveness of these
techniques and highlights their potential in producing visually appealing and high-
quality images.

The evaluation of the research findings in the fifth chapter emphasizes the significance
and contributions of the thesis. The comprehensive analysis of the results demonstrates
the effectiveness and practicality of the proposed approaches in commutative elliptic
octonion algebra and image processing. The successful application of commutative
elliptic octonion matrix structures in solving equations and enhancing images
highlights their relevance and potential in these domains.

Based on the outcomes of the thesis, recommendations for future research are
presented. The identified areas of further exploration in commutative elliptic octonion
algebra and image processing encourage researchers to delve deeper into these fields.
The suggested directions include investigating additional applications of commutative
elliptic octonions in image processing, exploring novel enhancement techniques, and
further developing the theoretical foundations of commutative elliptic octonion
algebra.

In conclusion, this thesis makes a significant contribution to the fields of commutative
elliptic octonion algebra and image processing. By introducing innovative approaches
and techniques, it expands our understanding of these domains and offers more
efficient solutions. The findings highlight the necessity for continued research and
exploration in commutative elliptic octonion algebra and image processing, with the
potential for broader applications and advancements in the future. This thesis aims to
inspire and guide future studies in these areas, encouraging researchers to build upon
the progress made and explore new frontiers in commutative elliptic octonion algebra
and image processing.
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1. GIRIS
1.1. Literatiir Ozeti

Matematik calisma yontemlerinde matematiksel kavramlar1 genellemenin Onemi
biiyiiktliir. Matematiksel kavramlart genelleme siireci matematiksel kavramlari
tanmimay1 ve bu kavramlar arasinda iliskiler kurmay1 gerektirir (Mitchelmore, 2002).
Bu genellemenin literatiirde kullanilan en 6nemli 6rnegi hiperkompleks sayilardir
(Catoni ve ark., 2005; Hamilton, 1848). Hiperkompleks sayilar, gergel sayilar {izerine
ek kurallar veya yapilar eklenerek olusturulan 6zel say1 sistemleridir. Bu sistemler,
matematiksel yapilarin genisletilmis formlarni ifade ederve farkli alanlarda uygulama
potansiyeline sahip olmalarmni saglarlar. Gergel sayilar, tam sayilar, rasyonel sayilar
ve karmagik sayiar gibi sayr sistemleri, matematiksel kavramlarin temelini
olustururken, hiperkompleks sayilar bu temel sistemleri genisleterek yeni yapilar sunar
(Akar ve ark., 2018; Gu, 2023; Gurlebeck ve ark., 2007; Hazewinkel, 2012; Lounesto,
1986; Singh ve ark., 2022; Watanabe ve ark., 2019).

Hiperkompleks sayilar, matematik, bilgisayar bilimleri ve miihendislik alanlarinda
yaygm olarak kullanilan 6zel say1 sistemleridir. Bu sebeple, hiperkompleks sayilarin
denklem ¢oziimleri alaninda 6nemli bir rol oynadig1 goriilmektedir. Hiperkompleks
sayilar, kuaterniyonlar, oktonyonlar ve benzeri matematiksel yapilar araciligiyla
denklemlerin ¢oziimiinde daha fazla esneklik ve genisletilmis bir hesaplama giicii
sunmaktadir. Ayrica literatiirde cesitli lineer kuaterniyon ve oktonyon denklemleri ve
sistemleri blyuk ilgi gormiistiir (Bolat, Ipek, 2012, 2014; Flaut, 2001; Flaut,
Stefanescu, 2009; Helmstetter, 2012; lii, Bhattacharyya, 1983; Johnson, 1944; Kwon,
Youn, 1987; Liu, 2018; Liu, Zhang, 2023; Porter, 1997; Shafai, Bhattacharyya, 1988;
Shpakivskyi, 2011; Tian, 1999; Wang ve ark., 2020). Jiang ve Wei (2005),
X —AXB=C reel kuaterniyon matris denkleminin ¢6zimini elde ederek, bu
denklemin uygulamalar: {izerine ¢alismislardir. Wang ve ark. (2008), AXB+CYD =E
reel kuaterniyon matris denkleminin bir ¢6ziimiinin mevcut durumu icin gerekli ve

yeterli kosullari incelemislerdir. Jiang ve Ling (2013) ise AX —XB=C matris



denkleminin ¢6zimlerini elde etme ve bu denklemin uygulamalari iizerine bir ¢aligma
yapmuslardir. Kosal (2016), komutatif kuaterniyon ve eliptik kuaterniyonlar izerinde
Kalman Yakubovich s-eslenik ve Sylvster s-eslenik denklem ¢oziimlerini elde
etmistir. Liu ve Zhang (2019), AX'—=XB=CY +D ve X —AX B=CY +D split
kuaterniyon matris denklemlerinin tutarhligmi incelemislerdir. Yu ve ark. (2020),
AXB+ CX'D = E genellestirilmis kuaterniyon matris esitiliginin ¢6ziimii olan X
matrisinin n. esleniginin ve n. esleniginin transpozunun da bir ¢dziim olabilecegini
ifade eden kriterler {izerine tartigmuslardir. Tosun ve Kosal (2021), Sylvester s-eslenik
eliptik kuaterniyon matris denklemlerinin ¢oziimlerinin varligini belirtmislerdir ve
¢Ozim yontemini anlatan bir yari-kod sunmuslardir. Tian ve ark. (2023),
genellesitirilmis  indirgenmis bikuaterniyon matris denklemi olan AXB=C
denklemini c¢alismiglardir. Oktonyonlarin birlesme ve komiitatif olma oOzellikleri
mevcut olmadigindan dolayi, gergel ve kompleks sayilar {izerinde elde edilen sonuglari
dogrudan genisletilememistir. Fakat biiyiik 6l¢ctide Coxeter (1946) makalesine dayanan
Conway ve Smith (2003) kitabi, oktonyonlar hakkinda oOnemli bir arka plan
saglamistir. BOylece son zamanlarda oktonyonlar {lizerindeki arastirmalarda kayda
deger bir artig goriilmistiir. Tian (2000) oktonyonlarin matris temsillerini elde ederek,
oktonyonlarin uygulama alanlan iizerinde durmustur. Ludkovsky (2013), oktonyon
cebrini  kullanarak, Korteweg-de-Vries ve Kadomtzev-Petviashvili tiplerine ait
dogrusal olmayan vektor kismi diferansiyel denklemlerine ve sikistirilamayan
Newtonian sivilarin izotermik akiglarinin acgiklamalarma uygulamalar sunmustur.
Flaut ve Shpakivskyi (2015), genellestirilmis kuaterniyon cebirlerindeki bir bazdan,
bOlinmiis kuaterniyon cebrindeki bir baza gecis formiilleri sunmuslardir ve ayni
sonuglart genellestirilmis oktonyon cebri i¢in de elde edilmislerdir. Ayrica, bu
sonuglari cebirsel denklemlere ve De Moivre formiiliine genellestirmislerdir. Ipek ve
Cimen (2016) ise lineer reel oktonyon denklem sistemleri iizerine g¢aligmislardir.
Demir ve Zeren (2018), sikistirilabilir akigskanlarin Maxwell tipi denklemlerinin
hiperbolik oktonyonik genellestirmesinden yola ¢ikarak, benzer ¢oklu akiskan plazma
denklemleri igin alternatif bir yeniden formulasyon Onermislerdir. Loginov (2021),
oktonyon cebrini kullanarak AX = B denkleminin modiiliinii incelemistir. Daneshfar
ve Jamshidi (2023), ESN'lerin ve Metaverse'deki uygulamalarinin tiim sorunlarmi
¢cozmek icin, oktonyon cebirine dayali NO2GESNet adli ESN'ler i¢in yeni bir yap1

gelistirmiglerdir.



Bunun yani sira, hiperkompleks sayilar goriintli isleme alaninda da biiyiilk 6neme
sahiptir. Ozellikle renkli gériintiilerin islenmesinde kullanilirlar. Renkli goriintiiler,
genellikle ii¢ kanaldan olusur: kirmuzi, yesil ve mavi. Hiperkompleks sayilar
kullanilarak bu kanallarin islenmesi ve birlestirilmesiyle daha karmasik islemler
gerceklestirilebilir. Ormegin, renk diizeltme, renk filtreleme ve goriintii iyilestirme gibi
islemlerde hiperkompleks sayilar etkin bir sekilde kullanilmaktadir (Bouman, Sauer,
1993; Bulow, 1999; Ell, Sangwine, 2006; Felsberg, 1998; Figueiredo Bahia, 2022;
Gai, Huang, 2021; Valenti ve ark., 2015; Zaghloul, Hiary, 2020; Wang ve ark., 2023).
Bu sayede daha gercekei ve dogal goriintiiler elde edilebilir.

Hiperkompleks sayilarin denklem ¢6ziimleri ve goriintii isleme gibi uygulama alanlari,
matematik, bilgisayar bilimleri ve miihendislik disiplinleri arasinda biiyiik bir ilgi ve
ortak calisma konusu olusturmaktadir. Bu alanlarda hiperkompleks sayilar, daha
karmasik  problemlerin  ¢Oziimiinde ve gorintii isleme  algoritmalarnin
gelistirilmesinde kullanilan gii¢lii bir aractir. Farkli say1 sistemlerinin goriintii isleme
stireglerine dahil edildigi ¢ok sayida calisma literatiirde mevcut olmakla birlikte
ozellikle kuaterniyonlarm goriintii islemede kullanimi 2000’11 yillarin basinda baslayip
halen aktif bir sekilde devam etmektedir.

Renkli goriintiilerin tanimlanmasinda kullanilan kuaterniyon tabanl modeller goriintii
filtreleme, capraz korelasyon ve sikistirma yontemlerini basarili bir sekilde gelistirerek
birgok avantaj saglamistir. Kuaterniyonlarn goriintii isleme alaninda kullanimi,
zamanla daha da yaygmlasmis ve cesitli gelismelere sahne olmustur. Ozellikle renkli
goriintiilerin tanimlanmast ve islenmesi konusunda kuaterniyon tabanli modellerin
sundugu avantajlar, arastirmacilari bu alanda yeni yontemler gelistirmeye tesvik
etmistir. Kuaterniyon tabanli modeller, renkli goriintiilerin islenmesinde farklh
avantajlar sunmaktadir. Geleneksel olarak, renkli goriintiiler ii¢ kanal (kirmizi, yesil,
mavi) aracihigiyla temsil edilir. Kuaterniyonlar ise dort bilesenli bir say1 sistemidir ve
gercekei renkli goriintiilerin daha dogru bir sekilde tanimlanmasma olanak saglar.
Literatiirde birgok calisma, kuaterniyonlarin goriintii isleme stireclerindeki etkisini
arastirmaktadir. Zhang ve ark. (2015) AX =B kuaterniyon matris denklemini g6z
onune alarak, bu denklemin en kigik kareler ¢coziminin elde edilmesiyle bu ¢ozimi
renkli gorlintiilerin iyilestirme siirecinde kullanmiglardir. Witten ve Shragge (2006)
kuaterniyon tabanli sinyal isleme siireci iizerine calismis ve kuaterniyon cebri
yardimiyla sismik siirecleri incelemislerdir. Yu ve ark. (2013) renkli goruntu

problemlerinde kuaterniyon tabanl seyrek yaklasmmi kullanmis ve onerdikleri seyrek
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modelin gurdlti temizleme ve i¢ boyama gibi renkli goriintii uygulamalarinda
gecerliligini kanitlamuglardir. Grigoryan ve Agaian (2014) renkli gériintiileri isleme ve
gosterim icin yeni bir model gelistirmislerdir. Renkli goriintii isleme icin bir diger
model ise Kolaman ve ark. (2011) tarafindan gelistirilmis ve bunun i¢in kuaterniyon
ve bi-kuaterniyon cebrine bagvurmuslardir. Diger taraftan Yuan ve ark. (2013) reel
kuaterniyon matrislerinin kompleks temsillerini ve pseudo (genellestirilmis) terslerini
kullanarak reel kuaterniyon matris denkleminde normunu en kigiik yapan matrisi reel
kuaterniyonlar, piir reel kuaterniyonlar ve reel sayilar kiimeleri iistiinde
arastirmiglardir. Lazendic ve ark. (2018), oktonyon tabanli yeniden olusturulan
multispektral gorintlnin gercek ve sahte renkli goruntulerinde, renk duyarliliginin
daha iyi korunma potansiyeline sahip oldugunu gostermislerdir. Wang ve ark. (2021),
oktonyon teorisini COM'larla birlestirerek oktonyon siirekli ortogonal momentlerini
(OCOM'lar) 6nermislerdir. Daoui ve ark. (2022), renkli stereo géruntdlerin kompakt
analizi i¢in oktonyon Hahn momentleri (OHM'lar) adinda bir moment tiiriini
sunmuslardir ve ayrica stereo goriintiisliniin tiim renk kanallar1 arasindaki i iliskileri
korumuslaridir. Atali ve ark. (2023), en kicuk normlu pur eliptik kuaterniyonik en
kii¢iik kareler ¢oziimiiniin yeni elde edilen yontemini, LabVIEW programina dayali
renkli goriintli geri yiikleme islemine uygulayarak, eliptik kuaterniyonik en kugik
kareler ¢oziimleri ile iliskilendirilmis yeni bir gériintii geri yiikleme modeli olan "ELSI

goruntl geri yikleme modeli” 6nermislerdir.

1.2. Tezin Amaci

Bu tez, komutatif eliptik oktonyon cebrini detayl bir sekilde tanimlayarak, bu cebirin
matris yapisini olusturma hedefi tasir. Ayrica, Kalman Yakubovich s-eslenik ve

Sylvester s-eslenik (1<s<7)denklemlerinin ¢dziimiinii elde etmek amaciyla bu

matris yapisini kullanir. Bu denklemler, kontrol sistemlerinde, sinyal islemede onemli

bir rol oynar ve ¢esitli disiplinlerde genis bir uygulama potansiyeline sahiptir.

Tezin bir diger amaci, AX =B denklemi igin etkili bir ¢6ziim algoritmasi
tanimlamaktir. Bu algoritma, matris yapisi ve komiitatif eliptik oktonyonlar
araciligtyla denklemin ¢Ozlimiinii optimize eder ve daha hizli sonuglar elde etmeyi
hedefler. Bu sayede, denklem ¢0ziimu strecinde daha verimli ve guvenilir sonuglar

elde edilebilir.



Ayrica, ¢alismanin bir boliimii, bir goriintiiniin komdatatif eliptik oktonyon matrisi
kullanilarak temsil edilmesine odaklanir. Komditatif eliptik oktonyon, sekiz boyutlu
hiperkompleks sayilar olarak bilinir ve renkli goriintiilerin temsili i¢in kullanilir. Bu
calismada, komutatif eliptik oktonyon matrisini kullanarak goriintii iyilestirme
caligmasi1 gergeklestirilir. Bu yontem, renk diizeltme, kontrast artirma ve giriilti
azaltma gibi goriintii iyilestirme tekniklerinin etkili bir sekilde uygulanmasma olanak

tanir.

Bu calisma, komiitatif eliptik oktonyon cebrinin matris yapisiyla birlestirilerek,

Kalman Yakubovich s-eslenik ve Sylvester s-eslenik (1<s<7) denklemlerinin

coztmlerine yeni bir yaklasim sunar. Ayrica, AX =B denkleminin etkili bir sekilde
¢ozlilmesini saglayan bir algoritma gelistirir ve goriintii iyilestirmede komditatif eliptik
oktonyon matrisinin kullaniminin  potansiyelini ortaya koyar. Bu ¢alisma,
matematiksel yontemlerin pratik uygulamalarma yonelik yeni bir bakis agist sunarak,

alaninda ilerlemeyi hedefler.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bubdliimde yer alan temel kavramlar, diger boliimler i¢in 6nemli bir temel teskil eder

ve ilerleyen boliimlerde bu kavramlar siklikla kullanilacaktir.

2.1. Eliptik Kuaterniyon Cebri ve Temel Ozellikleri

Tanmm 2.1.1. Eliptik kuaterniyonlarm ctimlesi H _ ile gosterilmek tzere

p
H, ={0 =0+ i +0,] + K : 0y, G, 0, s € R}

ile ifade edilir. Burada 0>i°=peR ve {l,i, j, k} eliptik kuaterniyon ciimlesinin
bazidir.
q eliptik kuaterniyonu

q=0,+0i+0,]+0K

= (9o +1i0,) + j (g5 +iq,) @.1)
= 0e)a®1 T e 252

esitlikleri ile ii¢ farkh bigimde ifade edilir. Burada qy, =(g,+0,)+i(q, +0,),

. 1+ 1-j .
q(e),z=(qo—q2)+'(q1—q3)€<cp ve eFT, 62=T dir. Ayrica
el =e/'=..=e’=¢,,
n n-1
e, =€, =..=6e,=8@,,
e,e, =0

esitlikleri gbz Oniine alinirsa €, ve €, bazlarinin idempotent oldugu goriilir (Kosal,

2016).

Tanmm 2.1.2. Eliptik kuaterniyon ciimlesinin bazlari arasindaki bagnt1 0 >i°= peR

olmak Uizere



Tablo 2.1. Eliptik kuaterniyon bazlari arasindaki ¢arpim tablosu.

® 1 [ i K
1 1 i J k
i i p k PJ
J J k 1 i
k k pJ I p

tablosu ile verilir. Buradaki "®" sembolii eliptik kuaterniyonik ¢arpimi ifade eder.
Buradan H, cumlesinin carpma islemine gore degisme Ozelligini sagladig: goriiliir
(Kosal, 2016).

Tamm 2.1.3. 4 =0, + Qi + 0, j + Gk, r=r+ni+rj+rkeH ve AeR olsun. H

cumlesi tzerinde cebirsel igslemler olan toplama, ¢arpma ve skalerle carpma islemleri

sirastyla
q+r=(qO +r0)+(q1+r1)i +(q2 +r2)j+(q3+r3)k,

POT = (0l + POLT, + P,T, + POyl ) + (Cyly + Gohy + Tl + Gl )i
+ (0, + 0,1 + POLT; + PAK, ) J + (036, + 0ok + 04F, + 0,1 )K,
AQ = A(0y + Qi + 0, j +q:K) = Ag, + Aqyi + A0, j + Ag:K
denklemleriyle verilir (Késal, 2016; Pekyaman, 2021).

Tammm 2.1.4. =0, +q,i +0,j + gk e H eliptik kuaterniyonu igin

1— . .
g=0, — Q) +0,J _Q3k’
2— . .
=0, + Q4! —0Q;) —q3k, (2.2)
3— . .
d=0, - Q) —Q;]) +Q3k
seklinde {i¢ tane eslenik tanimlanir (Kdsal, 2016).

Tamm 2.1.5. q=0q,+ i +0,j+ 0.k e H, eliptik kuaterniyonunun normu



o= ¢Jae(‘a)e(‘a)e (3] »
- Q/[(qo +0,) - p(q, +q3)2} [(q0 ~q,)* - p(q, _qaﬂ >0

esitligi ile tanimlanir (K@sal, 2016).
Teorem 2.1.6. q=q e, +q),e, cH,olsun. g eliptik kuaterniyonunun {e,.e,}

bazina gore normu asagidaki esitlik ile verilir:

jol- 3

‘2

*|

\Zj (2.4)

Uie).1 Qe 2

(Pekyaman, 2021).
Tamm 2.1.7. q=0,+0i+0q,j+0qKkeH, ve |g|=0 olsun. O halde q eliptik
kuaterniyonunun ¢arpma islemine goére tersi g olmak iizere

_(ae(3)eld

q =
ol

ile tanimlanir (Kosal, 2016).

2.1.1. Eliptik kuaterniyonlarin reel ve eliptik matris temsilleri

0=0y+0i +0,j+0k =0 € +0 e, € H, olmak lzere

o, -H —>H
q p vp (26)
4> @ (X)=q®x,
v, H —>H
q P P @2.7)

q->y,(X)=q®x
biciminde lineer izomorfizmalar tanimlansm. ¢ Ve  lineer izomorfizmalarinin
tanimlan g8z oniine almirsa, eliptik kuaterniyon ciimlesinin {1,i, j,k} ve {e ,e,}

bazilar igin sirasiyla



—

= (o + G + G, J +05K),

= (o + Qi + 0, j + q;K) i = pa, + Gl + pAj + K,
= (o + Ghii + A, j + G3K) j =0, + Ggi + 0y j + Gk,
= (o + Qi + 0, j + Ak ) K = pas + 0,1 + pa, j + ok,

vv
—~

ve

esitlikleri yazilir. Buradan ¢ ve y lineer izomorfizmalarmin eliptik kuaterniyon

climlesinin bazilari olan {1,i,j,k} ve {e e,} bazlarma karsiik gelen matrisleri ise

sirasiyla
G PG G, PG,
— ql qO q3 q2 4x4
o(q)= eR (2.8)
( ) 4 P9 G PG
G 9 G P
ve
. Ge)a 0 ] 212
'//(Q){ eCy (2.9)
0 .

esitlikleri ile tanimlanir. @(q) ve v7(q) matrislerine ise sirastyla e H, nin reel

temel matrisi ve eliptik temel matrisi denir (Késal, 2016; Pekyaman, 2021).

.. . .. . X 2x1 . . .
Ayrica H, eliptik kuaterniyonlar ciimlesi ile R** ve C|" matris ciimleleri arasmda

cebir izomorfizmalar1 kurulabilir. Bu izomorfizmalar

r:H, >R*
_ _ . (2.10)
q— T(qo +Ql+0,)+ qsk) = [qo 0, G, qs]
ve
K:]I-]Ip —)Cz;l
(2.11)

> {0y 81+ Gy 222) =] U q(e),?_T

doniistimleriyle tanimlanir. Sonug olarak
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. . T —
A=0p+0Ghi+0j+qk=(d & 0, G) =0,
T

0 =01t Ue) 282 = (q(e),l q(e),z) =0,
esitlikleri yazilir. Burada §_ ve (, matrislerine sirastyla, ’nun reel siitun matrisi ve
eliptik stitun matrisi denir.
Tanimlanan izomorfizmalar yardimi ile q=q,+0q,i+0,]+0gk = Oe)81 + e 82 V€
r=r+ni+nj+ek=r, e +r, e, cH, arasmdaki arpma islemi (2.10), (2.11)

dontigimleri ve T, r_ siitun matrisleriyle asagidaki sekilde ifade edilir:

Qo PO O, PGz || N
ql qO q3 q2 rl — =
g&®r= =l q)r,,
G POz Gy PG || 1 (a)
145 Q2 & Po LN
Qs O [ Ten|
qer= (0) "() ]—y/(q)rx.
i Uey.2 || Te).2
@ ve y fonksiyonlar i¢in
p(a®r)=p(a)e(r),
o(a+r)=¢(a)+o(r)

ve

<

(@@r)=v(a)y(r),
(a+r)=w(a)+y(r)

<

esitlikleri mevcuttur. Bu esitliklerden ¢ ve  fonksiyonlarinin bir cebir

izomorfizmast olduklar goriiliir (Késal, 2016; Pekyaman, 2021).
Teorem 2.1.1.1. g, r e H, olsun. ¢ ve y izomorfizmalar i¢in asagidaki dzellikleri
saglanir (Kosal, 2016; Pekyaman, 2021):
L g(a®r)=¢(a)e(r) ve p(a+r)=¢(a)+o(r),
v(@®r)=y(a)y(r) ve y(a+r)=y(a)+vy(r),

(2(a)7.)=o(a)a(r) ve w(w(a)r.)=w(a)w(r),

)
S
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v (r),

4, @(Aq)=1¢(q) ve w(Aq)= Ay (q

3. g=reea)=¢(r) ve y(a)

1— 2— 3—

5. iz(¢(a))=a+"a+ g+ q
iz( ()= Uey2 T Yee).2
6 [l =[det(p(a)] v el = 5 oet( ()]
Teorem2.1.1.2. q=q, + Qi +0,j +q;k e H; olmak lzere
Pdiag(a, '3, °q,°F)P" =¢(q) (2.12)

esitligi saglanir. Burada

11 1 1]
i i 1 i ] Kk
p_ P PP P e YTk
22 I B 1 - - k
k k k k 10 -j —k

(P P P Pl

dir. (2.12) esitligine eliptik kuaterniyonlarin evrensel benzerlik esitligi ad1verilir. Bu

esitlik yardimu ile asagidaki sonuglar sdylenebilir.

1. H, ctimlesi, eliptik kuaterniyonlarin reel matris temsil ciimlesi olan
G PG G, PG
' ql qO q3 q2
H = 0o %y 0y, 0z €R
" |le pas gy opg |
q3 qz ql qO

clmlesine izomoftur. Bu iki ciimle arasmndaki cebir izomorfizmasi

¢ H, - H
% PY%h G, PG
_ & % O G
a—>elq)=
(@) 4 P9 9 P9,
G 9 % P

drr.
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2. Her q=q, +qi +0,j + gk e H eliptik kuaterniyonu

% P% G, PG

@(q): ql qO q3 q2
4 PG d PG
G 4 O P
matrisi ile temsil edilir.
3. H', climlesinin her bir elemanm1 M, cUmlesi Ustlinde tek bir bigimde

kosegenlestirilebilir.
Ayni sonuglar  fonksiyonu icin de verilebilir (Kdsal, 2016; Pekyaman, 2021).

2.2. Eliptik Kuaterniyon Degerli Matrisler

Tamim 2.2.1. Elemanlan eliptik kuaterniyon olan mxn boyutlu matrislerin ciimlesi

H7" ile ifade edilir. Q =(g;), R=(r;) e H}", S = (s, ) e H}" ve AR olmak iizere

H7" ctmlesi Uzerinde toplama, skalerle ¢arpma ve ¢arpma islemleri sirastyla
Q+R=(a;)+ ()= (o + 1) € HI}",

1Q=(a,)=(a,) <"

QS = (Zqijsjk] € Hr;x'
i1
ile tanimlanir. mxn boyutundaki eliptik kuaterniyon matris asagidaki gibi ii¢ farkl
bicimde ifade edilir:

Q=0 +Q,i+Q,j+Q,k
=(Qy+iQ)+ j(Q, +,1Q,) (2.13)
= Q(e),lel +Q(e),2e2

Burada Qo)x = (Q+Q,)+i(Q,+Q;) ve Qo2 = (Q—-Q,)+i(Q-Q)eCy" drr
(Kosal, 2016; Pekyaman, 2021).

Tamm 2.2.2. Q=Q, + Qi +Q,j +Qk e HI[™ eliptik kuaterniyon matrisi igin
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1— . .
Q :Qo _Qll +Q2] _Q3k1
2— . .
Q:Qo"‘QlI_QzJ_Qaka (214)
3— . -
Q :Qo _Qll _sz +Q3k
olacak bicimde li¢ tane eslenik tanimi mevcuttur (Kdsal, 2016).

Tanim 2.2.3. Q e H™ olsun. Q eliptik kuaterniyon matrisinin transpozu Q' e H}™"

AT
ile gosterilir. Ayrica Q™ =(SQ) e HY™ (1<s<3) esitligini saglayan Q™ eH "
matrisine ise Q e H}™" matrisinin s ’inci eslenige gore eslenik transpozu denir (Kdsal,
2016).

Teorem 2.2.4. Q ve R matrisleri boyutlari uygun eliptik kuaterniyon matrisler olsun.

O halde asagidaki esitlikler sagalanir (Kdsal, 2016):

S

L. (56)T= (@),

2. (QR)' =R'Q",

3. Q™! mevcut ise (56)_1 = (@)

o @-(7)

5. Q' ve R mevcutise (QR) ' =R™Q™,

6. Q" mevcut ise (Q"s )71 =(Q’l)*s,

7. (QR)" =Q"R".

2.2.1. Eliptik kuaterniyon matrislerin reel gosterimleri

Q=0Q, +Qi+Q,j+Qk e H*" olmak Uzere
5(X)=Q('X)., w5 (X)=Q(*X) ve 3 (x)=Q(*X)

seklinde lineer izomorfizmalar tanimlansin. Bu izomorfizmalarin {1,i, j,k} bazina

karsilik gelen matrisler sirastyla asagidaki esitliklerle verilir (Kdsal, 2016):
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Q -PQ Q, -pQ,]

\Pg: Ql _Qo A3 _Qz €R4mx4n1
Qz _st A\) _le
_Qs _Qz Ai _QO i
_Qo pQ1 _Qz _st_

\Pé _ Q1 Qo _Qa _Qz eR4m><4n,

Qz st _Qo _le
_Qs Qz _Ql _Qo N

Q -PQ -Q pQ
_ Ql _Qo _Q3 Qz

\P3_ €R4m><4n.
© Qz _st _'A\) le
Qs _Qz _Ql Qo_
Teorem 2.2.1.1. W, ¢, ve W§ matrisleri igin
1. Q e HIT™" olsun.
I, 0 0 O L, 0 0 O , 0 0 O
i [0 =1, 0 0|z [O I, O 0|35 (0 I, 0O 0
“1o o 1, o “ O O -1, Of *“ |0 0O -1 Of
0 0 0 -I 0 0 -l 0 0 0 I
0 pl, 0 O 001 0 0 0 0 pl
L 0 0 0 00 0 I 0 0 I, O
St: 1Tt: ’Ut:
0 0 0 pl I, 0 0 0 0 pl, 0 O
0 0 I, 0 01, 00 .0 0 ©

olmak Uzere, bu matrisler ve W, Vg ve W¢ matrisleri arasinda

() (W)= (57 (50— (T2 (T) =%, (U4 (0,) =,

(VV)‘PQ( n):‘l’%’ (S2') ¥4 (S,) =¥ (T.)¥a(T,) =5 (U.)¥e(U,)=-¥;,
(3V7m)1‘1’3(27):‘1‘% (82)5(8,)=-¥5, (T)¥(T.) =5, (U)¥5(U,)="¥g

esitlikleri mevcuttur,
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xNn i 1 1 1 2 2 2 3 3 3 i
2. Q,ReH™ ise Wy, q =W+ Wy, Wo,p =g +P; ve o, =¥, +¥; dir,

3. QEH?XH,REH:XI olmak Uzere Q ve R matrisleri arasindaki carpma

isleminin W, (1<i<3) matrisi altindaki goriintiisii

W =5 ( W, ¥ = (‘P(Q)j("v')

esitlikleri ile ifade edilir,
4. QeM*"olmak iizere, Q™' mevcuttur ancak ve ancak (\Pg)fl, (\Pé)fl,

(‘I’SQ )71 mevcut ve

dir (Kosal, 2016).

2.2.1.1. Eliptik kuaterniyon matrislerin bazi lineer denklem ¢éziimleri

Bu bu bolimde eliptik kuaterniyonlarda sirasiyla Kalman Yakubovich s-eslenik ve

Sylvester s-eslenik denklemleri olan

X —Q(?)P:R (1<s<3)

ve
Q(°*X)-XP=R (1<5<3)

denklemlerinin ¢ézimleri verilecektir.
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IIk olarak Kalman-Yakubovich-s-eslenik denkleminin 1<s<3 igin ¢ozimleri

inceleyelim.

1. X _Q(lf)p =R denkleminin ¢6zUmu Uzerine

QeH)™, PeH)" ve Re ™ icin

X —Q(?)P=R (2.15)
denkleminin reel temsili
Y - (W)Y (W)=, (2.16)
seklinde olur. (2.16) denklemi
W — W W Wh = Wy (2.17)

biciminde de ifade edilir. (2.15) denkleminin bir ¢zimi eger X matrisi ise o halde

(2.16) denkleminin ¢oziimii de Y =V matrisi olur.
Teorem 2.2.1.1.1. Qe H}*™", PeH}" ve Re H™" olsun. Y —(‘PE)Y (\Plp) =y

denkleminin ¢éziimii Y e R*™*" ise o halde X —Q(lY)P =R denkleminin ¢éziimii

de

il
Xt (1, il jl, KI)(Y =SYS, +T YT, U YU, )™ | (2.18)
8—8p Jlm
kI
olur (Kosal, 2016).
2. X —Q(ZY)P =R denkleminin ¢6zimu Gzerine
QeHrsxm, P EH?)X” ve R eH'SX” icin
X —Q(ZY)P:R (2.19)

denkleminin reel temsili
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Y -(w3)Y(¥h)=", (2.20)
selindedir. Ayrica (2.20) denklemi
PSS SR S (2.21)

biciminde de ifade edilir. Boylece (2.19) denkleminin bir ¢cozimu eger X matrisi ise

o halde (2.20) denkleminin ¢6ziimii de Y =% matrisi olur.

Teorem 2.2.1.1.2. QeHT™, PeH}" ve ReH™" olsun. Y —(¥3)Y (¥} )=V}

denkleminin ¢ozimii Y e R*™*" ise X —Q(ZY)P =R denkleminin ¢6zimii de

m

X Zﬁ(lm il, jl, Ki,)(Y +S.¥S, - T T, ~U YU, ) :;:: (2.22)
KI_
dir (Kosal, 2016).
3. X —Q(SY)P =R denkleminin ¢dziimii izerine
QeH)™, PeH™ ve Re ™ i¢in
X —Q(SY)P _R (2.23)
denkleminin reel temsili
Y -(w3)Y(¥h)=", (2.24)
bigimindedir. Ayrica (2.24) denklemi
AR 04 S L O (2.25)

bigiminde de ifade edilir. Boylece (2.23) denkleminin bir ¢ozimil eger X matrisi ise

o halde (2.24) denkleminin ¢ozimii de Y =W matrisi olur.
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Teorem 22.1.1.3. Qe HT™, P<H}" ve ReH™" olsun. Y — (W3 )Y (¥}) =¥}

denkleminin ¢ozimii Y e R*™*" ise X —Q(?’Y)P — R denkleminin ¢oziimii de

il
X =L[|m il, jl, K1 J(Y =S.lYS, =T YT, +U YU, )l " | (2.26)
8-8p -1l
—kI
bicimindedir (Kosal, 2016).
Simdi Sylvester-S-eslenik denkleminin 1<s <3 igin ¢6zlmleri inceleyelim.

1. Q(lf)— XP =R denkleminin ¢oziimii Gizerine
QeH}™, PeH™ ve ReH}™ icin
Q(*X)-xP=R (2.27)
denkleminin reel temsili
(W)Y -Y ()=} (2.28)
bigimindedir. Ayrica (2.28) denklemi
PLPW, — W, WL = W (2.29)
bigiminde de yazilabilir. Boylece (2.27) denkleminin bir ¢6zimil eger X matrisi ise
o halde (2.28) denkleminin ¢ozimii de Y = W3 W, matrisi olur.

Teorem 2.2.1.1.4. Qe HT™, PeHY" ve ReH™" olsun. (W)Y -Y(¥}) =¥}

denkleminin ¢ozumi Y e R*™" ise Q(lf)— XP =R denkleminin ¢6ziimi de

X=—p[|m iyl K J(Y (W) -5 (W, )8, T2 (W T, -uzy (W u, ) - 2.30)

m

kl

m

bicimindedir (Kosal, 2016).
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2. Q(ZY)— XP =R denkleminin ¢ozimu Uzerine
QeHy™, PeH™ ve ReH™ icin
Q(*X)-xP=R (2.31)
denkleminin reel temsili
(Wa)Y -Y(¥3)=v; (2.32)
bigimindedir. Ayrica (2.32) denklemi
YeoWIW, — oW, ¥h = Wi (2.33)
bigiminde de yazilabilir. Boylece (2.31) denkleminin bir ¢cozimi eger X matrisi ise
(2.32) denkleminin ¢6ziimii de Y =W W, matrisi olur

Teorem 2.2.1.1.5. Qe H}", PeH}" ve ReH™" olsun. (‘Pé)Y —Y(‘Pi)z‘l’;

denkleminin ¢ozumii Y e R*™*" ise o halde Q(ZY) — XP =R denkleminin ¢6zimii

de
I
:ﬁpm il klm](Y(zvVn)+sn;1Y(2vVn)sn —Tnglv(zvVn)Tn —Ur;lY(ZVVn)Un) :;'I (2.34)
ki
bicimindedir (Késal, 2016).
3. Q(3Y)— XP =R denkleminin ¢0zUmu Uzerine
QeHM™, PeHY" ve ReH™ icin
Q(SY) ~XP=R (2.35)
denkleminin reel temsili
(Wo)Y -Y(¥3)=¥} (2.36)

bigimindedir. Ayrica (2.36)denk|emi
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LW W, — WS W, W = Wi (2.37)
bigiminde de yazilabilir. Bdylece (2.35) denkleminin bir ¢6ziimii eger X matrisi ise

o halde (2.36) denkleminin ¢ozimii de Y = W5 W, matrisi olur.

Teorem 2.2.1.16. QeHT™, PeH}" ve ReH™" olsun. (W)Y -Y(¥})="¥}

denkleminin ¢ézimii Y € R*™*" ise o halde Q(E’Y)— XP =R denkleminin ¢6zimi

de
Im
_ 1 ; ; LYYR EVIEYTE EVIEYYE SVIEYY ilm 2.38
X_m[lm il klm](Y(Wn)—SmY(Wn)Sn+TmY(Wn)Tn—UmY(Wn)Un) 0 (2.38)
I
dir (Kosal, 2016).
2.2.2. Eliptik kuaterniyon matrislerin eliptik matris gosterimleri
Tamm 2.2.2.1. Q=Q_ &, +Q, &, € H}™ olsun. O halde
Qe 0
#(Q)=| " e Comer (2.39)
0 Q(e),z

matrisine Q matrisinin eliptik temel matrisi denir (Pekyaman, 2021).

Teorem2.2.2.2. Q,ReH ™" ve S eIHI';j' olsun. Bu durumda ¢ matrisi i¢in asagidaki

ozellikler saglanir (Pekyaman, 2021):

1. ¢(|n)= I,

2. $(Q+R)=¢(Q)+4(R),
#(QR)=¢(Q)¢(R),

3, m=n igin Q™" meveutise ¢(Q*)=(¢(Q)) ",

4. 4,(Q")=(¢,(Q)) fakat 4(Q7)=(¢(Q)) . #(Q*)=(¢(Q))

dir. Burada (¢(Q))*, #(Q) eliptik kuaterniyon matrisinin eslenik transpozudur.
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5. m=I=n icin det(4(QR))=det(4(Q))det(4(R)) ve
det($(Q))=(det4(Q)) " dir

6. (#(Q)) =4(Q") dir. Burada (¢(Q)) matrisi $(Q)  matrisinin

genellestirilmis tersidir.

7. Q=[el, ezlm](;ﬁ(Q){ell”} dir.

e2|n

Tamm 2.2.2.3. Q=Q +Q,i +Q,j+Qk=Q, & +Q,) . cH}™ icin Q eliptik

kuaterniyon matrisinin Frobenius normu

IQl = Il - Pl +IQuff - Pl 00
1 2 '
= ﬁ\/‘ Q(e),l Q(e),z

2
*|

esitligi ile tanimlanir (Pekyaman, 2021).

Teorem 2.2.2.4. Eliptik kuaterniyon matrisler lizerinde tanimlanan norm fonksiyonu

icin VaeR ve VQ,R e H™" olmak Uzere
L Q. =|alQl -

2. [Q+ Rl <[ +[Rl.

3.|Q|. =0,

4. Q. =0=Q=(0),,,

ozellikleri saglanir (Pekyaman, 2021).

Teorem2.2.2.5. Q = Q€1 + Q) 08, € HY™ olsun. Q matrisinin Frobenius normu ile

¢(Q) matrisinin Frobenius normu arasmdaki bagnti

1
[efR =3H¢(Q)HF (2.42)

esitligi ile verilir (Pekyaman, 2021).
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2.2.2.1. AX =B eliptik kuaterniyon matris denkleminin en kiguk kareler

¢ozumu
Bu bélimde
ux =Y
eliptik kuaterniyon matris denklemi igin

JUX —Y||F =min.

olacak sekilde eliptik kuaterniyonik en kiigiik kareler ¢oziimii, eliptik kuaterniyon

matrislerin eliptik matris temsili yardimiyla elde edilecektir. Burada U e H™,

Y eIHI';*q ve X e]HIr;Xq dir.

Teorem 2.22.1.1. U eH}", Y eH}* ve X eHY olmak tizere UX =Y eliptik

kuaterniyon matris denkleminin en kicuk kareler ¢cézimiu X olur ancak ve ancak
p(U)Z =9(Y) (2.42)

eliptik denkleminin eliptik en kiguk kareler ¢ozimu ise Z :¢(X) dir (Pekyaman,

2021).

Teorem 2.2.2.1.2. U eH[™, Y eH[™ olsun. UX =Y eliptik kuaterniyon matris

denkleminin en kiiciik kareler ¢oziimu

X :<U(e),1) Yie) i€t +(U(e),2) Yie) 282
dir (Pekyaman, 2021).

Teorem2.2.2.1.3. U e H™, Y e H™ ve X pir imajiner eliptik kuaterniyon matrisi

icin UX =Y denkleminin plr imajiner en kiclk kareler ¢ozimu X = X, &, + X(e)yze2

(e)

olmak Uizere
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(X))
olur. Burada
_ Re(”(e)@) p'"‘(“(e»l) 0| _ Re(Y(e%l) |
G ~Re(U) 0 pIm(Ug ) 7_ Re(Yi2)
Fpim(Ug,)  J-pRe(Ug;) 0 | Jpm(Y,)
__Hlm(u(e),z) 0 Re(U(e)]z) | _ﬁlm(Y(e),z)_

(Pekyaman, 2021).
Teorem 2.2.2.1.4. U e HJ™, Y e H}* ve X pur reel eliptik kuaterniyon matrisi igin

UX =Y nin piir reel en kiigiik kareler ¢oziimii X olmak (izere

X :(U )_V
esitligi ile bulunur. Burada
- Re(U,,) | Re(Y,,)
o Re(U). ) v Re(Y,).)
pim(ug,) =pim(Ye,)
epim(Ug, ) FRm(Y,)

dir (Pekyaman, 2021).

Simdi Teorem 2.2.2.1.2, 2.2.2.1.3 ve 2.2.2.1.4 baz alinarak eliptik kuaterniyon matris

denkleminin en kucuk kareler ¢6zumiinli veren sayisal algoritmalar verilecektir
(Pekyaman, 2021).

Algortitma 2.1.
(1) Basla
(2) Giris U,Y ve p.

(3) Hesapla U U0 Yieys VB Y,

)27 "(e)1 (e).2"

(e).1?
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(4) Hesapla X :(U(e),l) Y(e)’lel—’_(u(e)j) Yie)282:
(5) Yaz X.
(6) Dur.

Algortitma 2.2.

(1) Basla
(2) Giris U,Y ve p.

(
(3) Hesapla X = Im(
(
(

(4) Hesapla X :(Re X (o)1 +iIm(X(e)’l))el+(—Re(X(e)’l)+iIm(X(e)’z))ez.

(5) Yaz X.
(6) Dur.

Algortitma 2.3.

(1) Basla
(2) Giris U,Y ve p.

(3) Hesapla X(E) = (U)f\f

(4) Yaz X.
(5) Dur.

2.2.2.2. Eliptik kuaterniyonik en kucuk kareler yontemi ile renkli gorinti

iyilestirme

Goriintii elde etme araglarinin ¢ogalmasiyla birlikte, insan okumasi, iletim, saklama,
makine 6grenmesi gibi amaglar dogrultusunda ortaya ¢ikan goriintiilerin islenmesi ve
tyilestirilmesi gerekliligi ortaya ¢ikmustir. Goriintli onarmi, bozulmus veya hasar
gérmiis goriintliyll orijinal haline getirme islemidir ve goriintii islemenin ilk adimini
olugturur. Goriintli bozulmalarini simiile etmek i¢in goriintiilere giiriiltiiler eklenir.
Goriintii 1yilestirme ise, goriintiiniin kontrasti, parlakligi, histogram eslestirmesi gibi

ayarlarm yapilmasiyla goriintiinlin zenginlestirilmesi islemidir.
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Renkli monitorler ve renkli video kameralar gibi donanimlar i¢in yaygin olarak
kullanilan renk uzaylari, RGB (kirmizi, yesil, mavi) modeli, renkli baskilar icin CMY
(camgobegi, galibarda, sar1) veya CMYK (camgobegi, galibarda, sari, siyah) modeli ve
insanlarin renkleri tarif etme ve yorumlama sekillerine dahayakin olan HSI (renk tonu,
doygunluk, yeginlik) modeli gibi segenekleri igerir. Bu ¢alismada, internet, renkli
monitdrler ve video kayit cihazlar gibi 6nemli ve yaygm olarak kullanilan ortamlarda
RGB renk uzaymm tercih edilmesi nedeniyle renk uzayi olarak RGB renk uzayi

kullanilmustir.

Gatibarda (£

" K San

Sekil 2.1. RGB uzay1.

Ayrica bu ¢alismanin goriintii islemede uygulamasi olarak g =Kf +n matris-vektor
denklemini ele almistir. Bu denklemde g gozlenen gortintt, f ideal gérintl, n ilave
gurlltt ve K bulanma olaymm temsil eden matristir. Bu calismada [n]; =[Kf - g

esitligini en kiigliik yapan f ideal goriintiisii aranmustir.

Renkli bir goriintii, kirmizi, yesil ve mavi tonlarini ifade eden matrisler olarak da
disiiniilebilir. Bu durumda, dogal renkli 2 boyutlu bir RGB goriintu, her bir boyutunda

ili¢ matrisin birlesiminden olusur ve
{I(R, G, B) | R,G,BeR™"}

seklinde ifade edilir. Matrislerin her biri elemanlariyla beraber degerler alir ve bu

degerler O ve 1 arasinda yer alir.

Eliptik kuaterniyonlar, bir reel ve ili¢ imajiner bilesene sahiptir. Renkli bir goriintii ise
RGB uzaymda her bir pikselinin kirmizi, yesil ve mavi olmak {izere {i¢ temel renk
bilesenini igerdigi onceden belirtilmistir. Bu bilgiler 1s181inda, bir renkli goriintiiniin

her bir pikseli bir par eliptik kuaterniyon ile ifade edilebilir. Bu gosterime gore, renkli
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gorintilerde her bir pikselin kirmizi, yesil ve mavi bilesenleri plr imajiner eliptik

kuaterniyonun i, j ve k bilesenleriyle iliskilendirilir. Bunedenle, mxn ¢oziiniirliige

sahip bir renkli gorintu
Q=Ri+Gj+Bk (2.43)

seklinde bir eliptik kuaterniyon matrisi olarak ifade edilebilir. Burada matrisleri
R,G,B e R™", renkli goriintiiniin sirastyla kirmizi, yesil ve mavi bilesen matrislerini

temsil eder. Diger taraftan bir renkli goriintii igin
Luma =0.2126R +0.7152G + 0.0722B (2.44)

degeri gbz oniine alindiginda bir renkli goriintii

Q=L+Ri+Gj+Bk (2.45)

matris denklemi ile temsil edilir (Grigoryan, Agaian, 2018; Luma, 2023).

Simdi, ELSI (Elliptic Linear Shift Invariant) bozulma modeli olarak adlandirilan
eliptik kuaterniyonlara dayanan yeni bir goriintii iyilestirme modeli sunulacaktir. Bu
baglamda, eliptik kuaterniyon cebri kullanilarak 6rneklenmis ve eliptik degerli PSF
(Point Spread Function) filtresinden gegirilmis renkli bir goriintiiye ¢/d/c model tabanl
EQLSM (Elliptic Quaternionic Least Squares Method) iyilestirme filtresi
uygulanacaktir. Daha sonra, giris goriintiisii ile iyilestirilen ¢ikis goriintiisii arasindaki
uctan uca ortalama kare hata (Mean Squared Difference- MSD) degerini minimize
edecek en uygun uzay secilerek, iyilestirilmis goriintii dijital ortamdan analog ortama
aktarilacaktir. Bunu sureci anlatan ELSI modelinin diyagranmi asagidaki diyagramda

ifade edilmistir.
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Orjinal Gériinti —— | Eliptik Matris

_ | Eliptik Degerli PSF ;m
= H

s Temsil f Hf 'U g=Hf+n
@ n
Ornekleme: Analog Bozulma T
ortamdan dijital ortama gegis g
i N
Guralti 5
f =
“wn
[2)
(=3
=]
=
=3
Ters Orekleme
iy g | Ters Omekieme | '9"‘D'Ee%:riyr?i:"” - EQLSM |
runtu s' = =
g Segilmesi Siireci fo g=Hf+n

Orjinal Gorintd ile
lyilestirilmis Gériintii
Arasindaki MSD yi En Kugiik
Yapan p Degeri Yardimi ile
Analog Ortama Gegis

Eliptik Kuaterniyonik En
Kugiik Kareler lyilestirme
Filtresi

Sekil 2.2. ELSI goriintii iyilestirme modeli.

ELSI iyilestirme modelinde kullanilacak olan girig goriintiileri Sekil 2.3'te verilmistir.

Bu giris goriintiilerini temsil etmek i¢in f matrisini kullanahm. Bu durumda, giris

goruntilerinin eliptik kuaterniyon temsili | = Ri+Gj + Bk seklindedir. Burada,

R, G, B matrisleri goriintiiniin sirasiyla kirmizi, yesil ve mavi bilesenlerini ifade
etmektedir. len =15,theta=30" icin 2-boyutlu fspecial (‘motion’,len, theta) filtresi

kullanarak R matrisinin bozulmus hali R" olsun ve K = R'R™ saglansm. G ve B
matrislerinin bozulmus hallerini sirasiyla G’ ve B’ olarak belirtelim. Bu durumda,
G'=KG ve B'=KB elde edilirr Bu asamada, | goriintiisinden bozulmus
I"'=R'1+G'j+ B’k goriintiisiinii elde etmis oluruz. Bu elde edilen goriintiiyii Sekil

2.4'te ile gosterelim.

Sekil 2.3. Orijinal goruntler.
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Sekil 2.4. Bozulmus goriintiiler.

Bunun bir sonucu olarak KI =1" esitligi ile eliptik kuaterniyonik en kiigiik kareler
metoduna ulagmis oluruz. Bu methot ve Algoritma 2.2°ye gore Kl =1" eliptik

kuaterniyon matris denklemininde

K 0 0 0 G

K 0o 0 of | —G’
““lo o J=pK 0] "L ER(R+B)

00 0 K J-p(R'-B)

olur. O halde I=((e,+e,)il, (e—¢)l, (g —ez)iln)( K)_ |" matrisi Kl =1’
matris denkleminin en kiigiik kareler ¢oziimii olur. Ayrica P =-1 i¢in iyilestirilmis

cikis goriintiileri de Sekil 2.5’te ifade edilmistir.

Sekil 2.5. Tyilestirilmis ¢ikis goriintiileri.

Sonug olarak eliptik kuaterniyon matris ile 6rneklenmis renkli goriintiilerin iyilestirme
slireclerinde lzerinde uygulanan eliptik kuaterniyonik en kii¢iik kareler algoritmasinin
zaman ve bellek karmasasinin ¢ok diisiik olmasi, bozulmus goriintii tizerindeki veri

kayiplarm1 ve bozulmalar1 azaltma veya tamamen yok etme siirecinde yiiksek basari
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gostermesi, gergek zamanli gomiilii sistemler Uzerinde dijital goriintii islemeyi
kullanilabilecek duruma getirir (6rnegin bir hava savunma sisteminin hedefleri tespit
ve takip etme yazilimi gibi). Ayrica bu galisma ile birlikte glinimiizdeki ve gelecekteki
yliksek performansh dijital goriintiileme sistemlerinin performans problemine ¢dziim

uretecektir (Pekyaman, 2022).
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3. KOMUTATIF ELIiPTIK OKTONYONLAR

Tezin orijinal kisimmnm baglangic1 olan bu bolimde, komutatif eliptik oktonyonlar
climlesi tanimlanmistir ve bu ciimlenin cebirsel Ozellikleri verilmistir. Ayrica
komutatif eliptik oktonyonlara karsilik gelen temel matrisler kullanilarak, bu cumle
Uzerinde tanimli bazi lineer denklemlerin ¢oziimleri elde edilmistir. Komditatif eliptik
oktonyon matrisler taniminin verilmesiyle birlikte daha dnce incelenmis olan eliptik
kuaterniyon matris uzayinimn ozelliklerinin komiitatif eliptik oktonyon matris uzayna

aktarildig1 goriilmiistiir.

3.1. Komiitatif Eliptik Oktonyonlarmm Cebirsel Ozellikleri
Komdtatif eliptik oktonyonlarmn ctimlesi

CO, ={a=a®,+ae +a,e, +a,e,+a,e, +ae, +ae;+a,e,|a R, 0<i<7}
ile gosterilir. Burada {e,, e,, e,, e,, €,, &, &, e,} ciimlesi, CO_ ciimlesinin bazi olur.

0> (e1 )2 = peR ve e* =1 olmak iizere bazlar arasindaki bagmti ise

2 2 J 2 2 2 2 2 2 3.1)
eO) :1'(e1) =P e2) = ’(GS) :p,(e4) :1’(95) :p'(ee) :1’(87) =P

esitlikleri ile verilir. Ayrica (3.1) esitlikleri goz Oniine alnirsa komiitatif eliptik

oktonyon bazlar1 arasindaki ¢arpma islemi asagidaki tabloda verilir:



Tablo 3.1. Komatatif eliptik oktonyon bazlari arasindaki ¢arpim tablosu.

X & €& & e e, Y & &
& &€ € & & e, & & &
e1 el peO e3 peZ eS pe4 e7 pe6
eZ eZ e3 e0 e1 eG e7 e4 e5

Bu tablodan goriildiigii tizere CO, clmlesinin ¢arpma islemine gore degisme
ozelligini sagladigi goruldr.
Bir komutatif eliptik oktonyon a olmak lzere

a=a,e, +ae +a,e, +ae, +a,e, +ae; +ae, +ae,
=a +ea" (3.2)
= aq(l)dl + aq(z)d ,

esitlikleri ile ii¢ farkli seklide ifade edilir. Burada a'=a,+aji+a,j+akeH,,

. . 1+e
a"=a,+aji+aj+akeH, ve 3, —a'+a’eH,, a, —a—a'cH,, dl:T’

l-e T
d, = ile tanimlanir. Boylece d, ve d, bazlann CO, cimlesininin idempotent

bazlar1 olur. Yani d, ve d, bazlan igin
(d,)" =(d,)"" =...=(d,)" =d,,
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(d,)" =(d,)" "=..=(d,)" =d,
d,d,=d,d, =0

esitlikleri saglanir.

7
a= Z €, b= Zbe komiitatif eliptik oktonyonlarin1 ve A reel sayisin1 alalim. O
i=0

i=0

halde CO, clmlesi tzerinde toplama, garpma ve skalerle garpma islemleri sirastyla

a+b= Za+b
(a+b)+e( +b")
:(a +b, )d +(a +b, )dz,

)

axb= (aob + pab, +a,b, + pajb, +a,b, + pab, +agb, + pa,b, )
(ah, +ab, +ab; +azh, +a,b, +ab, +ab, +ab e,

(ah, + pab, +a,b, + pazb, +a,b; + pagb, +ab, + pa;b; )e,
(ab; +ab, +a,b +ab, +ab, +ab, +ah, +ab,)e,

(a5b, + pab; +ab; + pagb, +a,b, + pab, +ab, + pasb; e,
(aghs +a)b, +a,b, +ab; +a,b, +ah, +ah, +ab,)e;

(abs + pab, +a,b, + pab, +a,b, + pab; +ab, + pasb, )e;
(agh; +ab; +ab; + a3b4 +a,b, +ab, +ab, +aby)e,

= (@’

Aa=(Aa,)e, +(Aa,)e, +(1a,)e, +(1a;)e, +(1a,)e, +(Aas)e, +(a; )e; +(4a; )e,
=(4a')+e(1a")

= (ﬂaq(l) )dl + (/18.%) )d2

esitlikleri ile verilir.

(3.2) esitligi goz Oniine alinirsa bir a komtatif eliptik oktonyonu igin
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_ Al " __
=a' —ea" = aq(z)d1 + aq(l)dz, (3.3

seklinde tanimli yedi eslenik mevcuttur. Buradaki "s—" (1<s<3) ifadesi (2.2)

esitliginde verilen eliptik kuaterniyonik esleniklere karsilik gelir.

7
a=) ae, komiitatif eliptik oktonyonun normu

||a||8 —axa*xa” xa®xa”xa%xa% xa”
2]

::(ao"'az_azt_ )_p(a1+a3 a;—a;

2 27

a,—a,+a, —a
(3.4)

N

27

Q- -ty

2

)

( )
x| (a8, —a, —a, +a a3—a5+a7)2
( )

( ) |2

N
'C

—_ o~ o~ —
._9’

) -

) -
a,—a,—-a,+a) —p

) -

a,+a,+a,+a,

ile tanimlanir.

7
a= Zaiei ve |la]| 0 olmak Cizere

4, a%xa%xa®xa%xa%xa%*xa”

Jalf

esitligi ile tanimlanan a™ ifadesine a komditatif eliptik oktonyonunun carpma

islemine gore tersi denir.
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3.1.1. Komutatif eliptik oktonyonlarmn temel matrisleri

7
a=>Yae komitatif eliptik oktonyonu icin @, (X)=axx biciminde

i=0

@, :CO, > CO, donisimi tanimlansin. Bu doniisim bir lineer doniisimdir. ¢

lineer doniistimii ve {ei} (0<i<7) baz1 gbz 6niine alindginda

0. (€)= (298, + ., + 8,8, + 8,8, + 8,8, +axe; + ase, +ase, ) x €
=a,8, + 8, +a,e, + e, +a,e, +ae; + AL, + e,

0. (€)= (858, + a8, +a,e, + 838, + 8,8, + 8y + 8,8, + a8, ) xe,
= pae, + a8, + PaL, + AL, + Pae, +a,e, + Pa.g, + ae,,

0. (€)= (a8, +ae, +a.e, +ae; +a,e, +ae; +ae; +a,e;)xe,
=a,8, + &8, +a,e, +ae, +ae, +a,e, +a,e, +ae,,

0. (€5) = (a8, + 2, +a.e, +ae, +a,e, +ae; +ae; +a,e;)xe,
= pa,e, + a8, + PAe, + e, + Pase, +age, + pae, + a,e;,

0. (8,) = (a8, + a8, +a,e, +ae, +a,e, +aL; +ae; +a,e,)xe,
=Q,8, + a6, + a8, + a6, +ae, +ae, +a,e, +ae,

0. (85) = (a8, + a8, +a,e, + a8, +a,e, +ae; + a8 +ase; ) x e
= paSeO + a4e1 + pa7e2 + a6€3 + paie4 + a0e5 + paSeG + aZe7’

0. (85) = (a8, + a8, +a,e, + a8, +a,e, +a; + a8 + a8, ) X €
= 2,8, + 8,8, + 3,8, + a8, + 3,6, + e, +ae, + e,

0. (&)= (a8, +ae, +a,e, +ae, +a,e, +aL; + a8 +a;e, ) xe,
= pa'7e0 + aﬁel + pa‘SeZ + a4e?: + pa3e4 + a2e5 + pa1e6 + aOe7

esitlikleri yazilir. ¢ lineer doniislimiiniin {ei} (0<i<7) bazmna karsilik gelen matrisi

8 pa, a pa, a, pa; a; Ppa,
aQ & & a a a & &
a Ppa; a pa, a pa; a, pa
o(a)= :3 @ a4 & & & & g (3.5)
. P33 pa; a pa, a, pa
&K 4 a4 & a 3 3 @
a6 p a7 a4 p a‘S a2 p aS a'0 p a1
18 8 a& a 38 & a 3§ |

ile tammlanir. p(a) matrise ise 6zel olarak a e CO, komiitatif eliptik oktonyonunun

reel temel matrisi denir.
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Aynca CO, komutatif eliptik oktonyon clmlesi ile R®** matris ciimlesi arasinda bir

cebir izomorfizmas1 tanimlanabilir. Bu izomorfizma

w:(C(O)p—)R8X1
7 7

a=zaiei_)l//(a)Zl//(zaieijz[ao a 4, a 3, a g a?]T
i=0 i=0

donistimii ile verilir. Bu doniisiim géz oniine alinirsa a komdatatif eliptik oktonyonu

icin

QD
S

Il
Q)

a=aye, +ae +ae, +ae, +a,e, +ae; +a,e, +a,e = (3.6)

A B

(2]

D D
3

esitligi yazilr.
7 7

Sonug olarak iki komiitatif eliptik oktonyon a=>"ae, ve b=>"be, olmak lzere, a
i=0 i=0

ve b arasindaki carpma iglemi

a pay a pa; a, pa; a pa | b
a a a a a a a 38 ||b
a, pa, a pa a pa, a, pa|b,
a3 a2 a’l aO a7 a6 aS a4 b3 L
b= a, pa; a; pa, a pa a pa|b, -e(ap, @)
a a & a a a a a |b
a pa, a, pa; a, Ppa; 3 Ppa (b
8, a a a, a a & a |b]

esitligi ile tanimlanir.

@ lineer doniisiimii i¢in
p(axb)=gp(a)p(b)

p(a+b)=g¢(a)+e(b)
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esitlikleri saglandigindan ¢ lineer doniislimii bir cebir izomorfizmasidir.

e; bazlarma karsilik gelen ¢(e;) (0<i<7) doniisiim matrisleri
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olmak Uizere

EE =pE, EE, =k, EE,=pE, EE, =E; EE;=pE, EE;=E; EE; =pE,,

EE,=E,E =E,, E,E;=EJE,=E, E;E,=E,E;=E,, E;E,=E,E;=E,,
E1E3 = E3E1 = pEz’ E2E4 = E4E2 = Ee’ EsEs = E5E3 = pEﬁ’ E3E4 = E4E3 = E7'
EE,=E,E =E,, E,E.=EE, =E,, E,Es = E;E; = E., E;E,=E,E;=E,,
E1E5 = E5E1 = pE4, EzEe = EeEz = E4’ E3E7 = E7E3 = pE4’

EE, =EE =E, E,E, =E,E, =E,

E1E7 = E7E1 = pEev

E,E. =E.E, =E, E.E, =E[E =E;, EE, =EE,=E
E,Es =EE, =E;, EE, = E,E; = pE,,
E,E, =E,E, =E,,

esitlikleri yazilir. Bu esitlikler géz oniine alinrsa E; matrisleri ile e, (0<i<7)

bazlarmin birbirlerine izomorf oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.1.1. a,b e CO, olmak Uzere ¢ temel matrisi igin

1. gp(axb)=gp(a)p(b),
p(a+b)=p(a)+e(b),

2. ¢(¢(a)b, ) =¢(a)p(b),

3. a=boe(a)=p(b),

4. ¢(1a)=2¢(a), 1R,

5. iz(p(a))=a+a® +a% +a% +a% +a* +a% +a”

6. [aff =|det(o(2))|

ozellikleri mevcuttur.

Ispat: Teoremin ispat1 esitlik (3.5) kullanilarak kolayca goriiliir.
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3.2. Komiitatif Eliptik Oktonyon Degerli Matrisler ve Denklem Cozumleri
Elemanlart komatatif eliptik oktonyon olan mxn boyutundaki matrislerin cumlesi

U..., (C(O)p) ile gosterilir. mxn boyutundaki komutatif eliptik oktonyon matrisi A

olmak tizere asagidaki gibi ti¢ farkli bicimde ifade edilir:

A=Ag,+Ae, +Ae, + A e, +Ae, + Ae. + Ae, + Ag,
=A +eA’ (3.8)

= A, b+ A, .
Burada A':A3+A_i+AZj+A3kE]H[rsxn: A”:A4+Asi+pbj+A7kEHrgxn ve

A, =N+ NCHT", A =A-AcH™, dl=—1;e, d2=_1;e dir.

A=(a;), B=(b;)eU,,,(CO,), C=(c;)eU,,(CO,) matrisleri ve AcR igin
toplama, skalerle garpma ve ¢arpma islemleri sirasiyla
A+B=(a;)+(b;)=(a;+b;)eU,.,(CO,),
AA=A(a;)=(4a;)eU,,.(CO,),

AC = (Z aijcjkj eU,,(CO,)
j=1

esitlikleri ile verilir. A:(aij)e Umxn((C@p) komiitatif eliptik oktonyon matrisi i¢in
eslenik, transpoz ve eslenik transpoz tanimlari sirastyla (1<s<7)

A =(a;)" €U, (CO,),

A" =(a;)eU,,(CO,),

Ae =(A%) eU,,(CO,)
ile tanimlanir. Ayrica AX A=A esitligini saglayan X eUmxn((C(O)p) matrisine A
matrisinin genellestirilmis tersi denir ve A™ ile gosterilir.

Teorem 3.2.1. A ve B matrisleri uygun boyutlarda komdtatif eliptik oktonyon

matrisler olsun. O halde asagidaki esitlikler dogrudur:

1 (A) =(AT) (1s5<7),
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2. (AB)*=B™A™  (1<s<7),
3. (AB) =BA
4. (AB)*=A*B*  (1<s<7),

5. Al ve B mevcut ise (AB)f1 =B*AY,

6. A mevcutise (A*"s ) =(AY)™  (1ss<7),
7. (A) =(AY) (1ss<7),
0 A%, iz j=k -
8. A° 1<i, j,k<7),
(=i I sk
ispat. 1,2,3,5,6, 7 ve 8 esitlikleri cebirsel islemler ve verilen tanimlar ile kolaylikla

goralur. Burada 4. 6nermenin dogru oldugu gosterilecektir.

A=A+eA U, (CO,)ve B=B +eB,eU,,(CO,) matrislerini alalm. Burada

mxn nx|

A, A, B, ve B, eliptik kuaterniyon matrislerdir. s=1 durumu goz 6niine alinirsa

(AB)* =[(A +eA,)(B, +eB,)]"
[(AB)+(AB,)+e[(AB,)+(AB,)]]"

[(AB,+AB,)+e(AB +AB,)["

= (AB.+ AB,)+e (AB +AB,)

%EE+%&)(&B A'B,)

=(A1+6)( eB,)"
(Reen)ees)
R RE) o R R

esitlikleri  yazilir.  Yukandaki esitliklerin  sag taraflan  aym1 oldugundan
(AB)O1 = A*B* esitligi saglanir. Diger esleniklerin ispat1 da benzer adimlar takip

edilerek kolaylikla elde edilir.

Teorem3.2.2. ABeU, ,(CO,) olsun. Eger AB=1, ise BA=1, esitligi saglanr.

40



ispat: A=A +eA e, (CO,) ve B=B +eB, U, (CO,) matrislerini alalm.

Kabul edelim ki AB =1 esitligi saglansin. Buradan

AB=(AB, +AB,)+e(AB, + AB)=1,

denklemi yazilir. Bu denklemden

A alg ] o

Al Az Bl Bz _ In 0
{Az AILZ BlHo J
B, B
L’:: 'iﬂ ve {Bz Bz} matrisleri eliptik kuaterniyon degerli matrisler oldugundan
B B|A A|_|IL O
B NN

BA+BA =1,, BA+B,A=0

elde edilir. Boylece

matris denklemi bulunur.

esitligi yazilir. Buradan

(BA+BA)+e(BA +B,A)=I,

oldugundan BA =1 esitligi elde edilir.

3.2.1. Komutatif eliptik oktonyon matrislerin reel temsilleri

A=Ag, +Ae, +Ag, + A e, + Ag, + Aes + A + Ae, €U, (CO,)

(A eR™", 0<i< 7) komiitatif eliptik oktonyon matrisi igin  izomorfizmasi

g (X)=AX> (1<s<7) seklinde tamimlansm. ¢* izomorfizmasmm 1<s<7
1<7

degerleri i¢in {e;} (1<i<7) tabanma karsihk gelen matrisileri
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OS
A+B

ise ¢

ABeU,, (CO,)

Teorem 3.2.1.1. AeIUmxn((C(O)p) olmak Uzere ¢y (1<s<7) matrisi asagidaki
AeU,,.(CO,) icin

ile tanimlanir.
ozellikleri saglar:

1.
2.



0
0
0
0

0
0
0
It

I,
0

0
0

0O 0 0 O
0O 0 0 O
0O 0 0 O
0O 0 0 O

0 0 -l

0

olmak Uzere
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3. AeU,_ . ((C(O)p), BeU,, (C(O)p) olsun. A ve B arasindaki ¢arpma
isleminin ¢ altindaki goriintiisii
d=d% (R )5 =d (R)  (L=s<7)
esitligi ile bulunur.
4. AeU,,,(CO,) olmak iizere A™ mevcuttur ancak ve ancak (47 )_1 mevcuttur

ve (¢f\s )71 = (P * )¢X§1 (Pm"S) denklemi saglanir.

Ispat. 1 2, ve 3 ozelliklerinin ispatlart ¢;° matris tamimi ve matrisler iizerindeki

cebirsel islemler kullanilarak kolaylikla goriiliir. Simdi 4 6zelliginin ispatin1 verelim.

AeU,,,(CO,) matrisi icin A™ mevcut olsun. O halde AA™ =1, oldugundan

Brs= 0 (Po)" o =40,
g (P)” 62 (P,)" =42

esitlikleri yazilir. Yukaridaki esitliklerin sag taraflari ayni oldugundan (¢Xs )71
maveuttur ve (g7 )71 =(P,)"* ¢ (P,)" bulunur.
Simdi
X —A(X*)B=C
Kalman Yakubovich s-eslenik ve
A(X*)-XB=C
Sylvesters s-eslenik denklem ¢oziimleri s =7 degeri i¢in incelenecektir.

I X - A(X°7)B =C denkleminin ¢6zimu Uzerine

X -A(X")B=C (3.9)
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denkleminin ¢6zimiu komdatatif eliptik oktonyon matrislerinin reel gdsterimleri

yardim ile yapilacaktir. Burada AeU ((C(O)p), BeUnxn((C(O)p) ve

mxm

CeU,,(CO,) dr.
Ayrica (3.9) denkleminin reel temsili

Y= (g )Y (45 )= (3.10)
bigimindedir. (3.10) denklemi

()47 )(45 ) =42 (3.12)

biciminde de ifade edilir. Sonug olarak (3.9) denkleminin bir ¢6zimi X matrisi ise

bu durumda (3.10) denkleminin ¢dzimi Y = ¢¢ olur.
Teorem 3.2.1.2. AeIUmxm((C(O)p), BeIUnxn((C@p) ve CeIUmxn<(C(O)p) olsun. O
halde Y—( 27)Y( o )=¢% denkleminin cozimi Y e R*™ ise bu durumda

X - A(X°7)B = C denkleminin ¢6ziimi de

XN el |
el el
Cln | (Y =Q.! (47 )Qu R (47 )R, —&l,
e,l e,l
X :32—132p ejl: # Sy (A, =T (60T, —ejl:
el | L UL (87 U0 Vo (87 )V, -Wot (87 W, )| et
€l ., gl
el | L&l |

bicimindedir.
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Ispat.

Yll Y12 Y13 Y14 Y15 YlG Yl7 Y18
Y21 Y22 Y23 Y24 Y25 Y26 Y27 Y28
Y31 Y32 Y33 Y34 Y35 Y36 Y37 Y38
Y = Y4l Y42 Y43 Y44 Y45 Y46 Y47 Y48 (YUV c Rmxn, 1< u,v < 8)
Y51 Y52 Y53 Y54 Y55 Y56 Y57 Y58
Y61 Y62 Y63 Y64 Y65 Y66 Y67 Y68
Y71 Y72 Y73 Y74 Y75 Y76 Y77 Y78
_Y81 Y82 Y83 Y84 Y85 Y86 Y87 Y88 i

matrisi (3.10) denkleminin bir ¢6zimi olsun. Budurumda Y = ¢¢ ve

Qi (47 )Qu=-67, R(47)R =—87, Si'(47)S. =97,
T °7)Tn=— CooU =g V(e Va=dr. (B12)
W l(¢ ) __¢o7’
oldugundan
“QuYQ, — 4y (-QYQ, ) =g U YU =47 (UYU, ) =,
-1 -1 O _ 407 Vvt 0 _ 40
RYR, — g (RIYR, )d =2, WYV, =g (VY ) = 6 a13)
S,YS, — g7 (S,1YS, ) = 2, —W YW, — g (W YW, ) g = 42

“TONT, =g (<T T, ) = 4

(OF]

esitlikleri saglanir. Sonug olarak Y matrisi (3.10) denkleminin bir ¢6zim ise (3.13)

ifadeleri de (3.10) denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Ayrica

1 —Q. (7 )Qu =Ry (% )R+ ot (87 )8, —To (47 )T a1
B +UH (g U, +Vit (87 Vo — W, (g )W

ifadesi de (3.10) denkleminin bir ¢oziimidr. En son ifade dlizenlenir ise

Xo _pxl _xz pX3 _X4 pxs Xe —pX7
X, =X, =X, X, =X, X, X, =X,
Xz _pxs _Xo le _xe pX7 X4 —pX5
Y= Xy =Xy =Xp Xy =X, Xg Xg =X,
X4 —pX5 _Xe pX7 _xo le Xz —pX3
Xs =X, =X, Xo =X, X, X, =X,
Xg —=pX; =X, pXs =X, pX; X, —pX;
X, =Xe =Xg X, =X, X, X, =X,
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matrisi bulunur. Oyle ki buradan

1
XO:§(Y11_Y22_Y33+Y44_Y55+Y66+Y77_Y88)’
X1:%( Yﬁ Y21+Y Y43+Y Yes_Yﬂ"'ijr
p p p p
1
X, g( N+ Y + Y5 =Y, + Y, Y75+Y86),
X3:%(Yﬁ—Y23—&+YM—Y +Y67+ -V, )
p p p
1
X4:§( Y5+ Yo + Yo =Yg + Ve, Y73+Y84),
)(5:1 Yﬁ_st_Yﬁ"'YM Y52 — Ve
8l p p
1
Xe = g(YN Yo = Ya5 + Ype = You + Yo + Yy _Yaz)'
X7:%[ Yﬁ+Y27+Yﬁ_Y45+Yi_Y53_Yl+Y81J
p p p
esitlikleri elde edilir. w =Y' oldugundan (3.9) denkleminin ¢Ozimi
_eOIm_T i eOIn ]
ellm elln
ezlm _ezln
X = X 8, + X8, + X,8, + X X8, + Xc8 + X 8 + X L |8l el (3.19)
= X8, + X,e + X, e, + e, +X,e,+ X6+ X € + X, =——

0%0 1°1 2%2 3 %3 4%4 5°5 6°6 7%7 4—4p e4|m _e4|n
e5|m _esln
eﬁlm e6|n
_e7|m L e7In n

biciminde bulunur.
Algoritma 3.1.
(1) Basla
(2) Giris AB ve p (AeIUmxm((C(O)p), BeU,,(CO,), CeIUmxn((C(O)p))
(3) Olustur P”,Q,, R, S, T,,U,,V,W,, t=m,n
(4) Hesapla ¢y, ¢5° ve ¢
(5) Olustur denklem (3.14) a gore Y’

(6) Hesapla denklem (3.15)ye gore X
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Ornek 3.1.2.1.3. X €U,,,(CO,) olmak iizere

denkleminin ¢6zimund olan X matrisini bulalim.

(3.10) esitligini g6z Oniline almirsa, verilen denkleme karsilik gelen reel matris

temsilini

0
0
0
0
0
0
0
0
-p
0
0
0
0
0
0

0 0000 O
0 0000 O
0 0000 O
0 0000 O
0 0000 O
0 0 000 O
0 0000 O
0 0000 O
0 00 0O0 O
-1 0 010 O

0 0p O

0

-1 0 00 O

0
0
0
0
0

0
0

0
0

1
0

-1 0 0 O

0 1 0 O
0 0 0 O
1 00 O
0 0 0 O

-1
—-P

0 0 O

0

01
0 00 O
0 00 O
0 00 O
0 00 O
0 00 O

0 0O

0
0
0
0
0
0
0
0
0

-1
0
0
0
0
0
0
0
0

0 0

0
0
0
0
0
0
0
0

0 0001 O
0 01 0O

-1

00 pO0O O
10 00010

-1 0 0 00 O
0 1.0 00 O

0 00 O
0 00 O

-1
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10 0 0 0O OOO O OOOOSOTUOO
00 0 0O 0OOOO O OOOOOTGOTUDO

0 0

-1 0 0 000 O O0OO0OOOOOTPDO

00 0 0 0O0OOO O OOOOOTGOTUDO

00 0 O

-1 0 00 0O 00O0OO0OO0O O O

o0 0 0 0O 0OOO O OOOOOTG OTO
o0 0 0 0O 0O1 0O O OO0OOOOTG OO
00 0 0 0O0OOO O OOOOOTGOT@DO

00 0 0 0 00O

-1 0 0000 0 O

00 0 0 0O 0OOO O OOOOOTGOTUDO

00 0 0 0O0OOOOO11O0O0O0OTGO0OF®0

00 0 0 0O 0OOO O OOOOOTGOT@DO

00 0 0 0OOOO O OO0OO0O11O0 0O

00 0 0 0O 0OOO O OOOOOTGOTUDO

0

-1

00 0o 0 0O 0OOO O OOOOOTGOT@DO

00 0 0O 0OOOO O O0OOOOO

0
0
0
0
0
0

0
-1

0
0

-p 0 -1 0 0 0 O O O0O0OOGO
0 0 0 00O

00

p 00 1

0 000O0 O
0 01 00 O
0 000O0 O
0 0 001

0

0

-1 0 0 0 O

0

0

0

0

0

0
0 00 O

p

0

0

0

—-p

0 0

0 000O0 O
0 000O0 O

-1 -1 0 0 0 O
0

0
0
0
0
-1
0
0

0 0 O

0 00 O
0 00 O
0 00 O

0 00

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0

0
0 0 O

0

0
-1

0
—-p

p 0 01

0 0 00O
-1 0 0 000 O

0
0
0
0
0

0 0010 O
-1 0 00O

0 00 O
0 00 O
-1 0 0 O
0 00 O

0 01

—-P

0
0

0O po0o0oO0 O

0

0 0010 O

-1 0 0 00O

0

matris esitligi ile elde ederiz. Bu reel matris denklemi ¢oziiliirse ¢oziim
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0Ooo0 -p 0O O -100UO0 OOOOOTGO O
00 o o o0 0 00O -100O0O0O0OTWO0OTDO0
10 0 0 0 O 01 O O OOOOTO O
00 o o 0 0 00O OO0O1I00 0 o0
01 0 0 0 0 pOO OOOOSOTGO O
00 o0 o o0 0 000 OO0OO0ODO0O1I O o
o0 0 -1 -1 0 00O OO0OO0ODCO0ODO0ODTUO0O O
Y 00 0 0o 0 0 0OOO OOOCODOOTU O
00 0 0 0 0 OO O OOOPOI1T 0 O
01 0 0O 0O O OO O O OO0ODO0ODOD O O
00 o o 0o 0 O0OO0O-10O0O0OO0ODO0ODTO0O
00 0 12 0 0 OO O O OOCODODTUO O
00 0o o 0 0 0OO0OO0O -100O0OO0ODS-p o0
00 o o 0 -1 000 OO0OOOODTUOTDO
00 0o o 0 0 O0O0OO OO0OI1I10 0 o0
o0 o0 o0 0 0 001 0 O0OO0O0OO0O O O0f
seklinde elde edilir.

1 Y_Qn_wl(¢)(z7)Qn_Rr;l( )(27)Rn+sr;1( )[()7)Sn _Tn:l( ;7)Tn

8 +Ur;1( )(27)Un +Vm_l( )(27)Vn _W_l( )[()7)Wn

m

07 _
X

esitligi goz oniine almwsa Y =@, olur. Bdylece Teorem 3.2.1.2 geregince

X €1U,,(CO,) bziimi

(el | el ]

e1Im elln

eZIm e2|r‘|
N eln | |5l :[el ez}
4—4pleld | 7| —e,l 0 e,

eSIm eSIn

eGIm e6|n

_e7|m_ e7In

seklinde bulunur.

Benzer sekilde 1<s<6 i¢in Kalman-Yakubovich s-eslenik denklem ¢oziimleri de

incelenebilir.
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ii. A(X"? ) — XB =C denkleminin ¢ézimu tzerine
A(x°7)—x5:c (3.16)

denkleminin ¢ézliimii komiitatif eliptik oktonyon matrisinin reel gosterimleri yardimi

ile yapilacaktir. Burada Ae U, ((C(O)p), BelU,,, ((C(O)p) ve CeU,, ((C@p) dir.
Ayrica (3.16) denkleminin reel temsili

(87)Y =Y (45 ) =92 (3.17)
bicimindedir. (3.16) denklemi

(67 ) ()~ (o )(5) = o (318)

biciminde de ifade edilir. Sonug olarak (3.14) denkleminin bir ¢6zimi X matrisi ise

bu durumda (3.17) denkleminin ¢dzimi Y = gy (Pn°7) olur.
Teorem 32.14. AeU,  (CO,), BeU,,(CO,) ve CeU,, (CO,) olsun. O
halde (g )Y Y (4 )=4¢> denkleminin cozimi Y e R*™® ise bu durumda

A(X o ) — XB = C denkleminin ¢dzimi

el T el |

ellm elln

ezlm _ezln

(o1 fedy | [Y Q60 )Q R (4 )R+ S, (47 ) S0+ T ()T | ey,
©32-32p| eyl | | UH(g2 U, +V, (2 IV, W, (g5 W —e,l,
eslm _eSIn

e6|m e6|n
el | | &l ]

biciminde olur.
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Ispat.

Yll YlZ YlS Yl4 Y15 Y16 Y17 Y18
Y21 Y22 Y23 Y24 Y25 Y26 YZ? Y28
Y31 Y32 Y33 Y34 Y35 Y36 Y37 Y38
Y = Y41 Y42 Y43 Y44 Y45 Y46 Y47 Y48 (Yuv c Rmxn, 1< u,v < 8)
Y51 Y52 Y53 Y54 Y55 Y56 Y57 Y58
Y61 Y62 Y63 Y64 Y65 Y66 Y67 YGB
Y71 Y72 Y73 Y74 Y75 Y76 Y77 Y78
_YBl Y82 Y83 Y84 Y85 YBG Y87 Y88 _

matrisi (3.17) denkleminin bir ¢c6zimi olsun. Budurumda Y = ¢y’ ve

Q.'(47)Q =—¢y. R
T oy )T, =7, U
W, (7 )W, = ¢y,

m

(BT )R =y, SH(eY)S, =gy,
S8 =gy, V(8 VL =4r. (319)

oldugundan

¥ (R Y (R7)Q)(P) = (-QuY (R )Qu (P )5 =4t
(R?Y n ) P )= (RY (P )R, (P ) =42,

87 (=S (R)S, (R ) = (=52 (R, ) (R )i o

o7 (T ) P )= (TaY (R )T, ) (R ) =42, (3.20)
# (- le JU (R )=(ua (R ), ) (R ) =
(V‘lY(Pf’) D)= (VY (R )V, ) (R ) = o

2 (WY (R W (R ) = (WY (P U, ) (P )b =4

esitlikleri yazilir. Sonug olarak Y matrisi (3.17) denkleminin bir ¢6zimu ise (3.20)

ifadeleri de (3.17) denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Ayrica

S 1 Q. (47)Qu + Ry )R, =S, (47 )Sa — T (47 )T 20
8 +U (47 JU, —Vo (7 )V, + W, (4 )W

ifadesi de (3.17) denkleminin bir ¢cézimuddr. En son ifade dizenlenir ise

55



bulunur. Oyleki bu matristen

Yo+ Yop + Va3 + Yy + Vo5 + Yoo + Y7, + Vg )

X
|

i

le+Y +Y34+Y +Y55+Y T +YJ
P p p p

—_ Ve ~N A~

N><

Yo + Yoy + Vg + Y + Y + Ygg + You + Yo )

x

w

I
< I

Y23+Y32+Y —Y58+Y T +Yj
p p p

=Z(Yys + Yoo + Yo + Yog + Yoy + Yo + Y3 + Y, )

° |;<

s+ 38+Y +Y52+Y +Y L+Y, j
p p

=Yy 4 Yog + Yog + Vg + Yo + You + Yo, + Yy, )

>
Il

<

|- OOIH oo||—\ oo||—\ |- oo||—\ @ |~ ooIH

B1Y,, +Yﬁ+Y45+Yﬂ+Y63+Yl+Y81J
p p p

—_ /N
© |m-<

esitlikleri elde edilir. ¢y =Y

el | [ el |

el, el,

ezlm _ezln

. 1 eslm Y _esln
32-32p|e,l, —e,l,
e5|m _esln

€l el
el el ]

biciminde bulunur.

Xo =PXy =X, pXy =X, pXg Xg —pX,
X, =X, =X, X, =X. X, X, =X,
Xy =Xy =Xy pXp =Xg pX; X, —=pX;
Y= Xy =X, =Xy X =X, Xg Xg =X,
Xy =PXs =Xg pX; =X, pX; X, —pX,
Xo =X, =X, X, =X, X, X, =X,
Xe —PX; =X, pXs =X, pXy X, —pX,
X, =Xg —Xo X, =X; X, X, =X,

R ) oldugundan (3.16) denkleminin ¢ozimil

(3.22)

Bu teoremdeki sonuglara dayanarak A(X°7)— XB =C denkleminin ¢6zimuni veren

sayiSal algotirmay1 ve bu algotirmanm uygulamasini gosteren bir 6rnek verelim.
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Algoritma 3.2.
(1) Basla
(2) Giris AB ve p (AeU,,,(CO,),BeU,,(CO,), CeU,,,(CO,))
(3) Olustur R”,Q,, R, S, T,,U,,V,,W,, t=m,n
(4) Hesapla ¢y, ¢ ve @
(5) Olustur denklem (3.21) ’a gére Y'

(6) Hesapla denklem (3.22) *ye gére X
Ornek 3.2.15. X € U,,,(CO, ) olmak iizere
{0 eﬂ NTR {eo O} _ {—ez —eﬂ
0 e 0 0/ |0 -e
denkleminin ¢6ziminu olan X matrisini bulalim.

(3.17) esitligini gbz Oniine almirsa verilen denkleme karsilik gelen reel matris temsili

oo o0 o0 0 0 0 p O OOODOCOTO O
010 0 -1 0 00O O OOOOSOTG O O
oo o0 o0 0 1000 OOOOOTG OO
coo0oo0o -1 0 0100 OOOOOTUO0O O
o0 0 -p 0O 000 O OOOOSOT O O
100 0 0 1 00O O OOOOOTUO O
010 0 O O OO O OOOOSOTG O O
coo0o-10 O O0OT1O0O OO0OO0OO0OO0OO0O O y
oo o0 o0 0 0 OO O O0OO0OO0OO0OO0OO0O -p
coo0oo0o o0 o0 0 0O0OO -1001090 O
o0 o0 0 O 0 0O O ODOoOO0OO0O1IO0 O
o0 o0 0 0 0 O0O0O O O0ODO0OI1O0O0TS-120
o0 o0 0 0O 0 O0O0O O OO0ODPpPOOTUO O
o0 o0 0 0 0 00O -100O0OO0OT1O0 O
o0 o0 0 0O 0 00O O -100O0O0OTUQ0 O
o0 0 0 0 0O0OO0OO0OOT1O0O0O0O0 -1
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10 0 0 0O 0OOOOOO0OOOOTGO@®O
00 0 00O OO0OOOOOOOOTGOTUO O

00

-1 0 0 000 O OOOOO OO

00 0 o0 0 00O O OOOOOTGOTUDO

00 0 O

-1 000 0 0OO0OOOTOF@®O

00 0 OO OO0OOOOOOOSOTG OTUO
00 0 0O0OO10O0O0OO0OO0OOOTGOSTPO©
00 0 OO OOOOOOOOSOTG OTUO

00 0 00O OO0O

-1 0 000O0 O O

00 0 00O OOOOOOOOOTGOTU O

00 0 00O OO0OOOOI1O0OO0OO0OTG0CSEO

00 0 00O OO0OOOOOOOOT OO

00 0 0 0 00O OOO0OOI1TIO0TO0OTPDO

00 0 OO OO0OOOUOOOOOTGOSFUO©

00 0 OO OO0OOUOOOOODQ

0

-1

00 00O OO0OOOOOOOSOTGOTUO©

0
0
0

0O 0 0 00O O O O O
0 0

p 0O 0 00O

0 0

p

0 0

0

0 0 01 0

0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 01
0 0 0 0O
0 0 0 01
0 0 0 0O
0 0 0 0O

0

0

0

-p 0 O

0
0
0
0
0

-1 0 O

0 0
0
0

0
0

0 0 0O

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0

0 0 01

0 0 0O

0 0 01

0 0 0O

0

0
0

-p 0 O

0 0 O

-p 0 O

0O 0 0 OO
1

-1 0 0 O

0 1

0

00 00O
00 010
00 0 po
00 00O

0

0O 0 0 00 O O O O O
0O 0 0 00 O OO O
0

1

0

Y
0

0

0

0 0 0O

O 0o 0 00 O O-10 0O
0 0

0

-1 0 0O

0

-1 00 0

0

0 0 0 0O

esitligi ile ifade edilir. Bu reel matris denklemi ¢oziiliirse, ¢oziim

58



O O O O O O O OO O o o o+ o o
O O O O OO r OO O O Fr O o O o
O O O O O O O O O O O O oo o oo
O O O O kP OO0 O O Fr OO o o o o
O O O O OO O O O OO o o o o
O O kP O O O O O OO O o o o o
O O O O O OO OO OO o0Uwvm O o o o
O O O O O O O O O O o o o+ o o
P O O O OFPr OO O O O o o o o o
O O O kP OO OO OO o o o o r+r o
O O O O O OO OO O o o o o o o
O b O O O O O OO0 O o Frr O o o
O kP O O O O O O O O o o o o o o
O O O O OO0 O r OO0 Frr OO o o o
O O O T O O O O O O O O o o o o
O O OO OFr OO PFrPr OO0 OO o o o o

seklinde elde edilir.

. YR +QY(P) Q, -RNY(P) R +S.Y(P)'S, -T, Y (P,)'T,
¢X7 :g 1 0 1 0 1 0
+UY (P)7U, =V, Y ()7, +W, Y (P W,

n

esitliginden ¢y =Y (P,)" olur. Béylece X €U,,,(CO,) gbziimii Teorem 3.2.1.4

geregince

e0 m

el

1'm

_eoln _
elln
el

2'm _eZIn

1 e3|m 0 _e3|n € &
X:— X7 =
4-4p|e,l —e,l,

4'm

el

5™'m

el

6'm

el

L~7 'm ]

seklinde elde edilir.

Benzer sekilde 1<s<6ic¢in Sylvesters s-eslenik denklem ¢6ziimleri de incelenebilir.
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3.2.2. Komutatif eliptik oktonyon matrislerin eliptik kuaterniyonik matris

gosterimleri

,
Tamm3.2.2.1. A=Y Ae =A d,+A d,eU,  (CO,) olmak iizere
i=0

cp(A){

A*(l)
0

0
M

:l c Himen

matrisine A matrisinin eliptik kuaterniyonik temel matrisi denir.

Por=A+A+A+ATI(A+A+A+A
A(e),2=AD—A2+A4—A5+i
Aga=ATA-A-A+I(A+A-A-A
Aoe=P—A—A+A+I(A-A-A+A

( )
(A-A+A-A)
( )
( )

MXN tipindeki eliptik matrisler g6z oniine alinirsa A matrisi igin

A = A\1(1)d1 + Aq(z)dz = (Ate),lel + Aie),ZeZ)dl + (Ate),sel + AYe),AEZ)dZ

(3.23)

esitligi yazilir. Buradaki €, ve e, ifadeleri eliptik kuaterniyon matris cumlesi igin

idempotent bazlardr.
*(A,) @O
O(D(A))=
" 0 ofa)

0 0 o0

Age 0 0
0 Ay O
0 o0

matrisine ise A matrisinin eliptik temel matrisi denir.

c (Ctmlen

(3.24)

Teorem3.22.2. ABeU, , ((C(O)p) ve CelU,, ((C(O)p) olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler saglanir:

1. O(1,)=1,,

2. O(A+B)=®(A)+®(B),

®(AC) = (A)D(C),

3. m=nicin A" mevcutise d(A™)=(d(A))",
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4, (CD(A))f = CD(A’) esitligi saglanir. Burada (CD(A))f matrisi ®( A) matrisinin

genellestirilmis tersidir.

d,l
5. A=[d,l, dzlm]CD(A){dll”} dir.
2'n

Ispat.
1. I, =1.d;, +1.d, oldugundan (3.23) esitligi géz 6niine almnirsa
I, O
(1 )= " =1
( I’]) {0 In} 2n
elde edilir

2. A=A d+A d,, B=B d+B, d,eU,, (CO,) olmak tzere

A+B= (Ah(l) + Bq(l) )dl + (Ah(z> + Bq(z) )d2
esitligi yazilir. Bu durumda

+B 0
q)(A)JFCD(B):[Aq(l) 0 N +B }
A‘?u) %2

ve

D(A+ B)_[Aq“>+8q(“ ° }

0 A\*m * B%)
oldugundan CD( A+ B) = <D( A) + <D( B) esitligi saglanir.
A=A d+A d,eU,, (CO,) ve B=B, d,+B, d,eU,,(CO,) olmak izere
AC= Alw C%)dl * Al(z) Cq(z>d2

dir. Budurumda

<1>Cq(1> 0
2(M2(©)=| ",
2 Y

ve
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CI)(AC) _ A‘mc%) 0
0 A‘(Z) CQ(Z)

oldugundan ®(AC)=®(A)D(C) esitligi elde edilir.
3. Kabuledelimki AcU,,(CO,) regiler bir matris olsun. O halde
AAT = ATA=1,
esitligini saglayan A" e U, ((C(O)p) mevcuttur. Bu esitlik géz oniline alinirsa
D(A)D(AY)=D(A)D(A) =1,
elde edilir. Sonug olarak
(©(A) = (A?)
esitligi bulunur.

4. Ael,,,(CO,) ve AA A=A esitligini saglayan A €U, (CO,) mevcut

olsun. Bu esitlikten

denkleminin saglandig1 goriiliir.

5. A= A@dl + Al(z)d2 € Umxn((C@p) matrisi igin

A, O
q’“\)[ 0 A }

mevcuttur. Bu temel matris ve matrislerdeki cebirsel iglemler goz oniine alinirsa
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a1, 01, Jo(8) o -fa, dznm][Ag“ A?]

elde edilir.
7

Tamm 322.2. A=) Ae=A d +A d,eU, (CO,) olsun. A komitatif
i=0

eliptik oktonyon matrisinin Frobenius normu

Al = IAl - AL +IAL - pIAJ +IAL - plAJ +IAL - oAl
1 2 2 (3.25)
B ﬁ\/HA‘w - HA‘&)

esitligi tanimlanir.

7 7
Teorem 3.2.2.3. A= ; Ae =A, d +A, d, ve B= ; Be =B, d,+B, d, mxn
boyutlu komtatif eliptik oktonyon matrisler ve V5 € R olsun.

L |BA =1AlA.

2. |A+Bl. <[ +[B].
3. M=o
4 A =0=A=(0),,

ozellikleri saglanir. Boylece bir komiitatif eliptik oktonyon matrisin Frobenius norm

tanimmin norm sartlarin1 sagladig goriiliir.

7 7
ispat. A= iZo:Ae‘ =A,d,+A d,, B= Zo: Be =B, d,+B, d,eU,, (Co,) ve
VB e R igin 1 sikkinin ispatini verelim.

(3.25) esitligi gozoniine alinirsa
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|oAl, = (A, 0.+ A, )|

- d d )
H((ﬂAh)) 1+(ﬂA1(2>) 2Ne
1 2 2
-l +loa,
denklemi elde edilir. Daha sonra (2.40) esitliginden
2 2 2 2 2 2
H'BA%) ; +HﬂAq<2> MV N MV
yazilir. Boylece
1 2 2
Iea, =l [ a1,

elde edilir ve 1 sikkinin ispat1 tamamlanur.
2, 3, ve 4, siklarmin daispati 1 sikkina benzer sekilde elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2.3. A= A](l)dl + Ah(z)d2 el ((C(C))p) komuitatif eliptik oktonyon matrisi

mxn

olsun. O halde A matrisi ile eliptik kuaterniyonik ve eliptik temel matrislerinin

Frobenius normlar arasindaki bagnti

|4, = lo(a)l, = lo (@), (3.26

esitligi ile verilir.
Ispat. A= A%dl + AJ(Z)d2 € Umxn((C@p) komditatif eliptik oktonyon matris igin

(3.25) esitligi goz oniine alnirsa

2
c Himen

o(a)=|A,| A,

denklemi yazilir. Daha sonra komiitatif eliptik oktonyon matris i¢in Frobenius norm

tanimi olan (3.23) esitlitliginden

1
||A||F - ﬁ”cp(A)HF
elde edilir. Benzer iglemler yapilarak
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AL, =3 (@ ()],

esitligi de kolaylikla goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

3.3. AX =B Komutatif Eliptik Oktonyon Matris Denkleminin En Kiguk
Kareler Cozimi ve Cézume Dair Algoritma
Bubolimde, AcU,,,(CO,), BeU,, (CO,)ve X eU,,(CO,) komitatif eliptik
oktonyon matrsileri olmak tizere
AX =B (3.27)
komiitatif eliptik oktoyon matris dekleminin

|AX —B|_ =min. (3.28)

olacak bicimde komdtatif eliptik oktonyonik en kiiglk kareler ¢ozimuni, komditatif
eliptik oktonyon matrislerin eliptik kuaterniyonik ve eliptik temsili yardimiyla elde

edilecektir.
Teorem3.3.1. AeU,,,(CO,), BeU,,(CO,) ve X €U,,(CO,) olsun

AX =B (3.29)

komiitatif eliptik oktonyon matris denkleminin en kiglk kareler ¢cozumi X olur ancak

ve ancak
q)(A)Y =CD(B) (3.30)

eliptik kuaterniyonik denklemin eliptik kuaterniyonik en kugcuk kareler ¢ozimdiinin de

Y =®(X) olmasi ile saglanr.

Ispat. AX =B komitatif eliptik oktonyon matris denkleminin en kiiciik kareler

¢ozimi X ise
|AX —B|_ =min.

olur. (3.26) denkleminden
| -8, = [0(aX)-0(8)] = lo(A)9(x)- (8},
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elde edilir. Buradan aciktir ki AX = B denkleminin en kuguk kareler ¢6zimu X ise
(3.30) denkleminin en kiigiik kareler ¢dzimii Y = d(X) dir. Benzer bigimde ispatin

diger yonii de gosterilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.32. AcU, (CO,), BeU,,(CO,) olmak iizere AX =B komiitatif

eliptik oktonyon matris denkleminin en kicuk kareler ¢cozimi
X = X b+ Xo, dy = (X80 + Xy 82 )0y +( X o) 581 + X8 )0 € U, (€O, )

olmak Uizere

pd
Il

olur.Buradan

X =((Re(x(e)4)+ 1m(X 0,0 )Jes + (Re(X o)) +1 Im(X(e),z))ez)dl

+((Re(X(e)13)+ 1m(X 0,5 ) e +(Re(X )+ Im(X(e)A))ez)dz

elde edilir. Burada
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L9

dir.

Re(Aq ) 0 0 0

0 Re(A, ) 0 0

0 0 Re(A, ) 0

0 0 0 Re(Aq)
~pim(A,,| 0 0 0

0 ~pim(A, ) 0 0

0 0 —pim(A, ;) 0

0 0 0 ~pim(A,.)

0 0

0 0
pim( A, 0

0 pim(A,.

0 0

0 0
-PRe(Ay) 0




Ispat. AX =B komitatif eliptik oktonyon matrisinin en kiigiik kareler ¢oziimii X ise

bu durumda ||AX — B||F =min.olur.

1
| - 8], = o (A)0(x)-(B)
1
=Slo(@(a)e(@(x)-o(o(s)),
Ag: O 0 0 [ X@: O 0 0
0 A, O 0 0 X, O 0
0 0 A, O 0 0 Xgs O
1 0 0 0 Ayl O 0 0 X
2| [B,, O 0 0
) 0 B,, O 0
0 0 B,, O
0 0 0 B,
' F
_ﬁe),lx(e),l - B(e),l 0 0 0
1 0 A2 X @2~ Bey 0 0
2 0 0 AgsX ez~ By 0
L 0 0 0 AeraX .4 =B ||
A{e) 1X(e),1 - B(e) 1 0 0 0
Re 0 Ate) ZX(e),Z - B(e) 2 0 0
0 0 AesX (03~ B 0
1 0 0 0 AeaX(e)e ~ By
2 A X1~ B 0 0 0
0 02X 02— B 0 0
iim Aer2X (.2~ By
0 0 AersX )3~ Bra 0
0 0 0 AeraX 4 =B ||
ﬁe)lx(e) 1 B(e),l 0 0 0 —l
0 2o X, — B, 0 0
Re Aer2X )2~ Beya
0 0 AeraX s~ Bleya 0
1 0 0 0 AeraXe)a = Bea
2 Aie),lx(e).l - B(e),l 0 0 0
\/—_plm 0 Aie) zx(e),z - B(e) 2 0 0
0 0 AeraX )3~ Bea 0
L 0 0 0 AeraXepa = Beya e
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X =((Re(x(e)yl)+ m(X,, ) Jes +(Re(X, )+ |m(x(e)12))e2)d1
+((Re(X(E)’3)+ m(X . ) Jes +(Re( X)) +1 Im(X(eM))ez)dz
¢Ozumu elde edilir.
Algortitma 3.3.
(1) Basla
(2) Giris A/B ve p.
(3) Hesapla

X:[Re(x(e)‘l) Re(X ) Re(Xus) Re(Xw.) m(Xy,) m(Xy,) m(X,.) |m(><(e)l4ﬂT

=(A) B

(4) Hesapla
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4, KOMUTATIF ELIPTIK OKTONYONIK EN KUCUK KARELER
YONTEMI iLE RENKLI GORUNTU IYILESTIRME

Cevremizde ve dogada c¢ok sayida farkli renk tonu bulunmasi, renklerin
siiflandirilmas1 ve anlagilmasi i¢in gruplandirma ihtiyacini dogurmustur. Benzer
sekilde, goriintiilerdeki renklerin gesitliligi de goriintii isleme alaninda renk uzaylar
gibi araclarin kullanimini gerektirmistir. Bilindigi iizere bir gorlintii, 2 boyutlu bir
diizlemde belirli bir alanda bulunan piksellerden olusan gorsel bir temsilidir. Pikseller
ise her biri bir renk degeri iceren kiigiik noktalardan olusur. Giiniimiizde goriintiiler,

fotograf, video, medikal goriintiileme gibi ¢esitli uygulama alanlarinda kullanilir.

Renk uzaylari, renklerin sayisal olarak ifade edildigi bir uzaydir. Renk uzaylari,
renklerin farkli &zelliklerini tamimlamak igin kullanilir. Ormegin, RGB renk uzayi,
renkleri kirmizi, yesil ve mavi bilesenlerinin kombinasyonu ile ifade ederken, Lab*

renk uzay1 (CIELAB), renkleri insan gozii algisina daha uygun bir sekilde ifade eder.

Goriintiilerde renkler, renk uzaylarinin birbirleriyle doniistiiriilmesi sayesinde islenir.
Ormegin, bir RGB goriintiisii, Lab* renk uzayma déniistiiriilerek daha dogru renk
islemesi yapilabilir. Renk uzaylari, goriintii islemede renklerin dogrubir sekilde temsil

edilmesi ve islenmesi i¢in 6nemlidir.

Internet, renkli monitorler ve video kayit cihazlari gibi &nemli ve sik kullanilan
ortamlarda RGB renk uzaynin kullanilmasi sebebi ile bu calisma da renk uzayi olarak

RGB renk uzay1 ve Luma parlaklik degeri kullanilacaktir.

4.1. Renkli Goruntiler ve Renkli Goriintii Tyilestirme

RGB, kirmiz1 (R), yesil (G) ve mavi (B) renk bilesenlerinden olusan bir renk uzayidir.
Bu bilesenlerin birlesimi, herhangi bir rengi olusturabilir. Renkli goriintiiyii olusturan

bu ¢ renk bant olarakta isimlendirilir.

Renkli bir gorintuniin kirmizi, yesil ve mavi tonlart matris olarak da ifade edilebilir.
Matris anlaminda diisiintildtiigiinde dogal renkli 2 boyutlu bir RGB goriintd, her biri

mx n boyutunda {i¢ matrisin bilesiminden olusur ve



{I(R,G,B)|R,G,BeR™}

biciminde ifade edilir. Burada R,G ve B matrislerinin her birinin elemanlar1 0ile 1

arasinda degerler alir.

Renk uzaylarmda parlaklik, renklerin 151k yogunlugunu ifade eden bir 6zelliktir.
Parlaklik, renklerin algilanan aydinlik veya karanlik derecesini ifade eder. Yiiksek
parlaklik degerleri, renklerin daha aydmhk goriinmesine neden olurken, diisiik
parlaklik degerleri renklerin daha karanlik goriinmesine nedenolur. Ornegin, beyaz en

yiiksek parlaklik degerine sahipken, siyah en diisiik parlaklik degerine sahiptir.

RGB renk uzaymda bir pikselin parlakhigimi hesaplamak igin, genellikle pikselin
kirmizi, yesil ve mavi bilesenlerinin ortalamasi alinir. Ancak bu hesaplama, insan
goziiniin algiladig1 parlakligit tam olarak yansitmayabilir. Bunun nedeni, insan
gdziiniin farkli renkleri farkli duyarlilik diizeyleriyle algilamasidir. Ozellikle yesil
renk, insan goziiniin en duyarli oldugu renklerden biridir. Bu nedenle, yesil bilesenin
diger renk bilesenlerine kiyasla daha fazla agirlik verilmesi, insan géziiniin algiladig1

parlaklik degerine daha yakin sonuglar verebilir.

Bir pikselin insan goziiniin algiladig:1 parlaklik degerini hesaplamak icin, pikselin
kirmizi, yesil ve mavi bilesenlerinin agirhikli ortalamasi almabilir. Bu agirliklar,

sirastyla 0.2126, 0.7152 ve 0.0722 olarak belirlenebilir. Bu hesaplama yodntemi,
(2.44) denkleminde verilen "luma" hesaplama olarak adlandirlir. Matematiksel

olarak ifade etmek gerekirse, bir pikselin luma degeri su sekilde hesaplanabilir:

Luma =0.2126*R +0.7152*G +0.0722* B.
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Sekil 4.1. Orijinal gorinta.

Kirmizi kanal goriintiisi

Yesil kanal gorintisu

Mavi kanal gérintisi Parlaklik kanal goriintisi

¥ ¥

Sekil 4.2. Orijinal gorintinin R, G, B ve parlaklik bantalar1 goriintiisii.

Bir¢ok goriintiileme uygulamasinda gozlenen goriintii, orijinal goriintiiniin bozulmus
bir tasviridir. Bu bozulmalarin sebebi giiriiltii, piksel degeri hatalari, sensor
bulanikhigi, kamera sarsmtilar1 veya sahnedeki nesnelerin hareketlerinden

kaynaklanan goriintii bulaniklig1 olabilir. Goriintii iyilestirme, bozulmus veya
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giiriiltiili goriintiilerin elde edilmesi sirasinda ortaya ¢ikan hatalari veya bozulmalari
azaltmak veya ortadan kaldirmak icin kullanilan tekniklerdir. Bu teknikler, elde edilen
bozulmus goriintiidden, ger¢ek goriintii hakkinda 6nceden bilgi sahibi olunarak istenen

ozelliklere sahip bir ¢6ziim elde etmek i¢in kullanilir.

Goriintli iyilestirme, orijinal goriintilye uygulanir. Orijinal goriintii, bir nesnenin
gercek diinyadaki gorlintlisiinii yakalamak i¢in bir kamera veya sensor tarafindan
almir. Bu goriintii, islemden gegirilmeye hazir bir formatta degildir. islem i¢in hazr
hale getirmek igin, orijinal gorunti bir nokta yayilim fonksiyonu (PSF) ile ¢arpilir.
PSF, bir kameranin veya sensoriin nesneyi nasil gordiiglinii gosteren bir fonksiyondur.

Islem asagidaki sekilde gosterilebilir:
Orijinal Gorunti (f) — PSF (h) — Gozlemlenen Goéruntu (g).
Daha sonra, g0zlemlenen gorintli Uzerinde filtreleme, dekonvollsyon veya

matematiksel islemler uygulanarak, orijinal goriintiiniin kalitesini artiran bir iglem

gerceklestirilir. Asagidaki sema, goriintii iyilestirme isleminin basit bir gosterimidir:
Orijinal Goruntii f — PSF (h) — Goézlemlenen Gériintii (g) — Filtreleme/iyilestirme
Islemi — lyilestirilmis Gériintii (f)

Matematiksel olarak, bozulmus bir goriintiiyii g(X,y), orijinal (bozulmamis)
gorintiyd f(x,y) ve PSF fonksiyonunu H(x,y) olarak diisiinelim. Bozulmus
goriintliyii su sekilde ifade edebiliriz:

g(x,y) = f(x,y)*H(X,y) +n(x,y).

Burada, "*" isareti konvoliisyon isaretidir ve n(x, y) giiriiltii bilesenini ifade eder. Bu

esitlik, bozulmus goriintiiyii orijinal goriintii ve PSF fonksiyonu kullanarak yeniden
olusturmanm miimkiin olmayacag1 anlamima gelir, ancak bu slreci tersine ¢evirmek

icin birgok goriintil iyilestirme yontemi vardir.
Bu ¢alismanm goriintii isleme uygulamasi olarak g = Kf matris-vektér denklemi ele
almustir. Bu denklemde gozlenen goriintii, f ideal goriinti ve K bulanma olaymi

temsil eden matristir. Bu ¢alismada
” Kf — g”F

degeri en kiiciik yapan f ideal goriintiisii aranmustir.
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4.2. Renkli Goriintiiniin Komiitatif Eliptik Oktonyon Matrisleri ile Ifade

Edilmesi

Komiitatif eliptik oktonyonlar ciimlesi sekiz bilesene sahip olan iki eliptik
kuaterniyonun birlesimiyle elde edilen say1 ciimlesidir. RGB uzaymnda ifade edilmis
renkli bir gorlintiiniin ise her bir pikselinin kirmizi, yesil ve mavi olmak {izere ii¢ temel
renk bileseni icerdigi daha Once sdylenmisti. Ayrica bir gorilintli igin parlaklik da
onemli bir etkendir. Bir goriintiiniin parlakligi, her bir pikselin 151k yogunlugunu veya
aydmligmi belirleyen bir 6zelliktir. Parlaklik, bir pikselin rengini veya tonunu
etkilemez, sadece pikselin goriintiideki ne kadar 151k yansittigini belirtir. Parlaklik, bir
goriintiiniin genel gorlintli kalitesi veya yogunlugu hakkinda bilgi saglar ve bazi

goriintii isleme islemleri i¢in 6nemli bir 6zelliktir. RGB renk uzayinda parlaklik degeri

Luma=0.2126*R +0.7152*G +0.0722* B

formiilii ile hesaplanir.

Bu bilgilerden yola ¢ikilarak renkli bir gorlintiiniin her iki pikseli bir komiitatif eliptik
oktonyon ile ifade edilebilir. Bu gosterime gore renkli gorintulerin bir pikselinin
parlaklik, kirmizi, yesil ve mavi bilesenleri sirasiyla eliptik kuaterniyonlarmn reel

kismuna ve i, j,K bazlarma karsihk getirilerek iki komsu piksel bir komiitatif eliptik
oktonyon olarak temsil edilir. Dolayisiyla mxn piksel ¢oziiniirliige sahip renkli bir

gorinti, (2.45) denklemi goz 6niine alindiginda

Q, = Le, + Re, +Ge, + Be,,
Q, =Le, + Re, +Ge, + Be,

gibi yan yana olan iki farkli pikselin kullanilmas: ile komitatif eliptik oktonyonik

matris olarak

O=Le, +Re, +Ge, + Be, + Le, + Re, + Ge, + Be,

biciminde ifade edilir. Burada L,R,G,B € R™" matrisleri renkli goriintiiniin sirastyla

parlaklik, kirmizi, yesil ve mavi bilesenlerini temsil eden matrisleridir.

Ornek olarak bir nxn boyutlu
A=Ag,+Ae +Ae, + Ae;+ Ag, + Ags + Ags + Ag,
komatatif eliptik oktonyon matrisini ve
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Sekil 4.3. Orijinal gorint.

goriintiisiinli gdz Oniine alalm. 500x500 boyuntundaki Wikipedia kaynakl
Bratislava goriintlsini A matrisinin elemanlarmi kullanarak ifade edersek 500 x 250
boyutunda asagidaki gibi goriintiiler elde ederiz;

A0 kismi A1 kismi A2 k|m| A3 kismi

A4 kismi A5 kismi A6 kismi A7 kismi

Sekil 4.4. Orijinal goruntunin, A komiitatif eliptik oktonyon matris elemanlartyla

temsili.
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Buradaki goriintiilerde goriildtigii tizere goriintiide veri kaybolmamaktadir. Eldeedilen

bu matrisleri kullanarak 500500 boyuntundaki orijinal gortinti

Sekil 4.5. Orijinal goruntinin, A komdtatif eliptik oktonyon matristen elde edilen

gorintusu.

seklinde bulunur.

4.3. Komiitatif Eliptik Oktonyonik En Kiiciik Kareler Iyilestirme Filtresi

Tasarmmi

Simdi ise OELSI (Octonion Elliptic Linear Shift Invariant) bozulma modeli olarak
adlandiracagimiz komutatif eliptik oktonyonlar cebrini kullanan yeni bir gorinti
iyilestirme modeli elde edilecektir. Bu baglamda komiitatif eliptik oktonyon cebri
kullanilarak 6rneklenmis ve eliptik degerli PSF filtresinden gecirilmis renkli bir
goriintiiye c/d/c model tabanli EOLSM (Elliptic Octonionic Least Squares Method)
komutatif eliptik oktonyonik en kiigiik kareler iyilestirme filtresi adni1 verecegimiz bir

tyilestirme filtresi uygulayacagiz.

OELSI modelinin diyagrami asagidaki sekilde verilmistir.
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Orijinal Komiitatif Elipt1:k
Goriintii il Oktonyon Matris
Temsili

Ornekleme: Analog
ortamdan dijital
ortama gegis

Iyilestirilmis €—— | _ Te1s
Goriintii s’ Ornekleme f

Orijinal goriintii ile
iyilestirilmis goriinti
arasindaki MSD yi en
kiigiik yapan p degeri
ile analog ortama
gegls

Eliptik Degerli
PSFH

Bozulmus
Gortinti

(:I‘ers Omekleme Tgin idea;\
Uzay ( p ) Se¢imi

Komiitatif Eliptik
Oktonyonik En
Kiigiik Kareler g

(EOLS) lyilestirme

Hf

Filitrest l
% J

Sekil 4.6. OELSI goriintii iyilestirme modeli.

OELSI iyilestirme modeli igin asagidaki giris gorintulerini alalim.

(al)

Sekil 4.7. Orijinal girig gértintiileri.
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(b1) (b2)

(c1) (c2)
Sekil 4.7. (Devamu) Orijinal giris goriintiileri.

Burada alinan goriintiiler (al) 512x512 boyutunda Wikipedia kaynakli Peppers
gorintlsu, (bl) 512x512 boyutunda Wikipedia kaynakli Lenna gortntisi ve (cl)
512x512 boyutunda Wikipedia kaynakli Baboon goriintiisiidiir. Ayrica (a2), (b2) ve

(c2) gortntiileri ise sirastyla (al), (b1) ve (c1l) goriintiilerinin gri kismini temsil eder.

Bu giris goriintiilerinin matris temsilleri f olsun. Bu durumda f nin komdatatif

eliptik oktonyon matris temsili
O=Le, +Re, +Ge, + Be, + Le, + Re; + Ge, + Be,

dir. Burada L,R,G,B reel matrisleri goriintiiniin sirastyla parlaklik, kirmizi, yesil ve

mavi bilesenlerini temsil etmektedir. len=15 theta=30" icin 2-boyutlu
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fspecial('motion ',Ien,theta) filtresini kullanirsak L matrisinin bozulmus hali L' ve

L’ = KL esitligini saglar. R, G ve B matrislerinin K ile bozulmus halleri sirasiyla

R, G'" ve B’ olsun. O h

alde R'=

KR, G'=KG ve B'=

KB dir. Bu durumda

K=LL,K=RR, K=G'G ve K=B'B™ esitlikleri de mevcuttur. Buraya kadar

O goriintiisiinden bozulmusg

! ! ! ! ! ! ! ! !
O'=Lle,+R'e, +Ge,+Be, +L'e, + R'e, +G'e, + B'e,

gorintisuni elde ederiz. (al), (a2), (bl), (b2), (cl), (c2) gorintilerinin bozulmus
goruntulerinin temsili f' olmak Uzere, bu bozulmus goriintiiler sirasiyla
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Sekil 4.8. Bozulmus goriintiiler.
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(c3) (c4)

Sekil 4.8. (Devam) Bozulmus goriintiiler.
seklinde elde edilir.

Sonug olarak KO =0Q’" komlditatif eliptik oktonyonik en kiglk kareler metodunu elde
etmis oluruz. Eldeettigimiz Algoritma 3.3’e gére KO =0O' komiitatif eliptik oktonyon

matris denklemi g6z oniine alinirsa

Kooo 0 0 0 0
0KOO 0 0 0 0
00KO 0 0 0 0
000K 0 0 0 0
K=loo o000 55k 0 0 0 |
0000 0 JpK 0 0
0000 0 0 JpK 0
0000 0 0 0 -pK

0'=[2(L+G) 2(L-G) 0 0 2y~p(R+B) 2/~p(R-B) 0 0]

seklinde bulunur. O halde O=((ie, +ie,)l, (e—¢,)l, (iel—iez)ln)( K)_ o]
matrisi Kl =1" modelinin en kii¢lk kareler ¢ozimudir. p =-1 degeri her li¢ gorunti
icinde ideal degerdir. Buna gore p =-1 igin iyilestirilmis ¢ikis goriintiileri Sekil 4.9

da verilmistir.
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(b5) (b6)

Sekil 4.9. lyilestirilmis goriintiiler.
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“Peppers”, “Lenna” ve “Baboon” renkli goriintiileri kullanilarak OELSI ve ELSI
gorilintii iyilestirme yontemlerinin tepe-sinyal giiriiltii oran1 (PSNR) ve ortalama kare
hatas1 (MSE) 6lgiitlerine gére metrik degerleri Tablo 4.1 de verilmistir. Bu Ol¢tler,
modelin goriintiileri ne kadar iyi diizeltebildigini daha net bir sekilde gorilmesine
yardimci olur. MSE degeri ne kadar sifira yakin ve PSNR degeri ne kadar 255

degerine yakin ise gorintuyu temsil eden matrisler arasindaki fark o kadar az olur.

Tablo 4.1. OELSI ve ELSI yontemlerinin PSNR ve MSE o6lcltlerine gore metrik

degerler tablosu.
OELSI ELSI

PSNR 234.0446 231.5706
Peppers

MSE 3.9404x10* | 6.96052x107*

PSNR 208.2956 202.2678
Lenna

MSE 1.4806x10%* | 5.9323x107*

PSNR 233.4956 232.2885
Baboon

MSE 4.4714%x107%* | 5.9040x10%*
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez, komiitatif eliptik oktonyon cebri alaninda sagladig: katkilar ve goriintii igleme
potansiyeliyle énemli bir ¢alisma olarak 6ne ¢ikmaktadir. Tezin amaci, bu alanlarda
yapilan aragtirmalara yeni bir bakis acis1 getirerek daha etkili ¢ozilimler sunmak ve
gelecekteki ¢alismalara ilham kaynagi olmaktir. Ayrica Tablo 4.1 incelendiginde Atali
ve ark. (2023) calismasi olan eliptik kuaterniyonlardaki iyilestirme modeli olan ELSI
yontemine gore komdtatif eliptik oktonyonlardaki OELSI goriintii iyilesitirme
yonteminin matrisleri arasindaki farkinda daha az oldugu goériilmektedir. Sonug olarak
komutatif eliptik  oktonyonlardaki  goriintii  iyilesitrme methodu, eliptik
kuaterniyonlardaki methodagdre dahagercekgci bir géruntii elde etmeyi saglamaktadr.
Yiiriitiilen detayl analizler ve deneysel sonuglar, komiitatif eliptik oktonyonlarin
goriintii isleme alaninda biiylik bir potansiyele sahip oldugunu ortaya koymaktadir. Bu
potansiyelin, gorlintii iyilestirme yontemlerinin daha da gelistirilmesine ve
goriintiilerin daha gercek¢i ve etkileyici bir sekilde yeniden {iretilmesine katki

saglayabilecegi belirtilmektedir.

Gelecekteki galismalarda, komiitatif eliptik oktonyonlarin daha genis bir aragtirma ve
uygulama alanina sahip olacagi Ongoriilmektedir. Bu tez, literatiirdeki bosluklar1
doldurmay1 hedefleyerek ileri diizeyde matematiksel ve algoritmik c¢oziimler
sunmaktadir. Ayrica, komiitatif eliptik oktonyon cebriyle ilgili daha derinlemesine
calismalar yapilmasi ve yeni matematiksel yapilarin kesfedilmesi tesvik edilmektedir.
Bu sekilde, komiitatif eliptik oktonyon cebri alaninda daha ileri diizeyde arastirmalarin
yapilmasi ve bu alanda daha etkili ve yenilik¢i yontemlerin gelistirilmesi miimkiin

olacaktrr.

Sonug olarak, bu tez, komditatif eliptik oktonyon cebri, Kalman-Yakubovich ve
Sylvester denklemleri gibi 6nemli denklemlerin ¢6zimi ve goriintii isleme alanindaki
calismalarin birlesimiyle ortaya ¢ikan onemli bir ¢caligmay1 temsil etmektedir. Tezin
sonuglari, komiitatif eliptik oktonyonlarm potansiyelini vurgulayarak daha genis bir
kullanim alanina sahip olabileceklerini, denklem ¢ozlimleri iizerindeki arastirmalarin

llerletilebilecigini ve gelismis goriintii iyilestirme yontemlerinin gelistirilebilecegini



gostermektedir. Bu tez, gelecekteki aragtirmalara yol gosterici olmay1 amaglamaktadir
ve komiitatif eliptik oktonyon cebri alaninda daha ileri diizeyde kesiflerin yapilmasmi

tesvik etmektedir.
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