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DORT BOYUTLU OKLID UZAYINDA CATILANDIRILMIS GENEL VE
CATILANDIRILMIS 7, - SLANT HELISLER

OZET

Bu tez 5 bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde helis egrilerinin gercek hayattaki
kullanim alanlarindan ve bir egrinin helis olabilmesi i¢in egrilik ve burulma
arasindaki iliskiden bahsedilmistir. Ayrica genel helis, slant helis ve B, —slant helis

kavramlar ile ilgili kuramsal gelismeler hakkinda literatiir 6zeti yapilmistir.

Ikinci boliim dort alt boliimde ele almmustir. Ilk alt boliimde Oklid uzayinda temel
tanimlar verilmistir. Daha sonra bu uzayda bir egrinin, bir t anindaki Frenet ¢atisi ve
egrilikleri agiklanmistir. Bu alt boliimde Oklid uzayi ile ilgili tammlar n dogal sayi
olmak iizere n—boyutta verilmistir. Fakat diger alt bolimlerde ise tez ¢aligmasinda
kullanilacak olan kavramlar olmasi sebebiyle ilgili tanim ve teoremler 6zel olarak
4 —boyutlu uzayda verilmistir. Ikinci alt boliimde 4—boyutlu Oklid uzayinda
catilandirilmig egri tanimlanmis ve bu catinin her bir noktasindaki genellestirilmis
teget, genellestirilmis esas normal, genellestirilmis binormal ve genellestirilmis
ikinci binormal vektorleri verilmistir. Uciincii alt bdliimde 3—boyutlu uzayda
oldukca fazla kullanim alani olan genel helislerin 4 —boyutlu uzayda tanimi verilmis
ve bir egrinin genel helis olabilmesi icin gerek ve yeter sartlar1 incelenmistir. Ikinci
boliimiin son alt boliimiinde ise egrinin B, ikinci birim binormal vektoriiniin sabit

bir vektorle sabit a¢i yapmasi sonucu olusan egrinin B, —slant helis oldugu
agiklanmis ve egrinin B, —slant helis olmasi durumunda egrilikler arasindaki
bagintilar verilmistir.

Ugiincii béliimde 4 —boyutlu Oklid uzaymda g¢atilandiriimig genel helisler kavrami
ele alinmistir. Bu uzayda catilandirilmis genel helisin, genellestirilmis teget vektoriin
sabit bir vektorle sabit a¢1 yapmasi sonucu olusan egri oldugu agiklanmigtir. Daha
sonra ¢atilandirilmis  bir egrinin egriliklerinden olusan sabit degerli bir

2

N\ 2
2
p—+££(£j] denklemin saglanmasinin bu egrinin ¢atilandirilmig bir genel helis

q rvqg
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart oldugu ifade edilmistir. Bu teorem yardimiyla
elde edilen denklemin tiirevinin alinmasi sonucu bulunan

[Bj(gj + E[BJ E(BJ =0 denklemin saglanmasi halinde bu egrinin
a/\q req rea

catilandirilmig bir genel helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart verilmistir. Son
olarak p(s), q(s) birinci dereceden ve t(s) ikinci dereceden

diferensiyellenebilir fonksiyonlar yardimiyla elde edilen P

=C, cost+C,sint
esitligin
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saglanmasi halinde bu egrinin ¢atilandirilmis bir genel helis olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart verilmistir.

Dérdiincii boliimde ise 4—boyutlu Oklid uzaymda B, —slant helisler konusunu

genellestirmek, kullanim alanlarini arttirmak ve yapilacak olan yeni ¢aligmalara
zemin hazirlamak i¢in bu uzayda singiiler noktalara sahip olan ¢atilandirilmis egriler
ile incelenmistir. Ilk olarak Onder ve ark. tarafindan ele alinan 4 —boyutlu Oklid

uzaymnda B, —slant helisler ve Akyigit, Yildiz tarafindan ele alinan 4—boyutlu
Oklid uzaymda catilandirilmis normal egriler makalelerinden yola ¢ikarak 4—
boyutlu Oklid uzayinda catilandirilmis 7, — slant helislerin tanimi verilmistir. Burada

4—boyutlu Oklid uzaymda gatilandirilmis 77, —slant helis; genellestirilmis 7, —
ikinci binormal vektoriiniin, sabit bir dogrultuyla sabit bir a¢1 yapmasi sonucu olusan
egri olarak tanimlanmistir. Daha sonra ¢atilandirilmig egrinin egriliklerinden olusan

2 2
sabit degerli bir [%] +i(gJ denklemin saglanmasi halinde bu egrinin

2

p
catilandirilmig bir 77;-slant helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sarti ifade eden

teorem verilmistir. Bu teorem yardimiyla elde edilen denklemden yola ¢ikarak ikinci
dereceden diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu bulunmus ve bu fonksiyonun

f(s)p= %(%j, % f(s)=- p% denklemlerini saglamast halinde ¢atilandirilmisg

egrinin bir ¢atilandirilmis 7, —slant helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sarti

verilmistir. Son olarak q(s), r(s) birinci dereceden ve A(s) ikinci dereceden
diferensiyellenebilir fonksiyonlar yardimiyla elde edilen L Acos £(s) + Bsin £(s)
q

esitligin saglanmasi halinde bu egrinin ¢atilandirilmig bir 7, — slant helis olabilmesi
icin gerek ve yeter sart verilmistir.

Sonu¢ boliimiinde ise iigiincli boliimde, 4 —boyutlu uzayda catilandirilmis genel
helisler i¢in genellestirilmis egrilikleri p,q,r cinsinden bulunan bir karakterizasyon

verilmistir. Ardindan, bu karakterizasyonun saglanmasi halinde elde edilen farkl bir
karakterizasyon daha verilmistir. Son olarak ise uygun olarak segilen birinci ve
ikinci derecen diferensiyellenebilir fonksiyonlar yardimiyla 4-boyutlu uzayda
catilandirilmis genel helisler i¢in bulunan bir karakterizasyonu daha verilmistir.
Ayrica bu boliimde, dordiincii bolimde 4 —boyutlu uzayda ¢atiandirilmig 7, — slant

2 1 2
helisler i¢in genellestirilmis egrilikleri cinsinden bulunmus bir [%j +?[%j
karakterizasyonu verilmistir. Ardindan, bu veriden hareketle catilandirtlmis 77, —

slant helisler i¢in ikinci dereceden diferensiyellenebilir bir fonksiyon yardimiyla
elde edilen farkli bir karakterizasyon verilmistir. Son olarak ise uygun olarak segilen
birinci ve ikinci dereceden diferensiyellenebilir fonksiyonlar yardimiyla

catilandirilmis 77, — slant helis i¢in elde edilmis bir karakterizasyon daha verilmistir.
Bu boliimiin sonunda ise gelecek ¢alismalar igin Oneriler verilmistir.

Xiv



FRAMED GENERAL AND FRAMED n3;_SLANT HELICES IN THE
EUCLIDEAN 4 —SPACE

SUMMARY

This thesis consists of 5 sections. In the first section, real-life applications of helix
curves in our daily life, the relationship between curvature and torsion for a curve to
be a helix, and a literature review about the concepts of the general helix, slant helix,

and B, —slant helix are given.

The second section is divided into four subsections. In the first subsection, basic
definitions and notions are given in Euclidean space. After that, a curve in this space,
the curvatures and the Frenet frame of a curve are mentioned. In this subsection, the
definitions related to higher-dimensional Euclidean space are given. However, in the
other subsections, the necessary definitions and theorems are given for 4-—
dimensional space since the concepts used in this thesis depend on 4 —dimensional

space. In the second subsection, a framed curve (7/,77) in 4—dimensional Euclidean
space is defined, and the generalized tangent v, generalized principal normal 7,

generalized binormal 7, and generalized second binormal 7, vectors at each point

of this generalized frame are introduced. In the third subsection, the definition of
general helices, which are widely used in 3—dimensional space, in 4—dimensional
space, and the necessary and sufficient conditions for a curve to be a general helix

are examined. In the last subsection of the second part, B, —slant helix is defined as a
curve formed by the relation that the second unit binormal vector B, of this curve

makes a constant angle with a constant vector. Moreover, the relations between the
curvatures are presented while the curve is a B, —slant helix.

In the third section, the notion of framed general helices in 4-—dimensional
Euclidean space are discussed. It is defined that the framed general helix in this space
is the framed curve formed as a result of the generalized tangent vector v making a
constant angle @ with a constant vector U. Then, the theorem expressing the
necessary and sufficient condition for a framed curve to be a framed general helix is

2
2
given as a constant value p—2+[l[£]J equation consisting of the generalized
q r

curvatures p,q,r of the framed curve is provided. The necessary and sufficient
conditions are given for this framed curve to be a framed general helix as the

equation (B}[Bj + l(ﬂj l(ﬁj =0 which is found by taking the derivative
a/\q rvqg rvqg

of the equation with the help of this theorem, is satisfied. Finally, the necessary and
sufficient conditions are given for this framed curve to be a framed general

XV



helix,such as the equality ap=C1 cost+C,sint obtained with the help of first and

second-order differentiable functions p(s), q(s) and t(s) are provided.

In the fourth section, B, —slant helices in 4—dimensional Euclidean space are
examined with framed curves that can have singular points in order to generalize the
subject of B, —slant helices, to increase their usage areas, and prepare the base for
new studies. The definition of framed 7, —slant helices in 4—dimensional
Euclidean space is given considering a study on B, —slant helices in 4 —dimensional

Euclidean space presented by Onder et al., and a study on the framed curves in 4 -
dimensional Euclidean curve discussed by Akyigit and Yildiz. Here the framed 7, —

slant helix in 4 —dimensional Euclidean space is defined as the framed curve formed
as a result of the generalized second binormal vector 7, making a constant angle &

2 2
with a fixed direction U. Then, if a constant value (%) +é(%} equation

consisting of the generalized curvatures p,q,r of the framed curve is provided, the
theorem expressing the necessary and sufficient condition for this framed curve to be
a framed 7, —slant helix is given. Starting from the equation obtained with the help

of this theorem, a quadratic differentiable function f is found and if this function

satisfies the f(s)p=i r and a4 f (s):—pL equations, the necessary and
ds\ q ds q

sufficient condition is given for the framed curve to be a framed 7, —slant helix.

Finally, necessary and sufficient conditions are given for this framed curve to be a

framed 7, —slant helix if the equality %: Acos 3(s)+Bsin #(s) obtained with the

help of first and second-order differentiable functions q(s), r(s) and (s) are
provided.

2
2
In the conclusion section, in the third section, a characterization p—+££(£}] is
r

q° q

given for framed generalized helices in 4—dimensional space in terms of their
generalized curvatures p,q,r. Then, a different characterization obtained if this

characterization is  provided is given. Finally, a characterization

B=Cl cost+C,sint is given for framed general helices in 4—dimensional space
q

with the help of properly selected first and second-order differentiable functions. In

2 2
. N r 1(r .
the fourth section, a characterization {aj +—(EJ of framed 7, —slant helices

p2

found in terms of generalized curvatures is given. Then, based on this data, a
different characterization is given for the framed 7, —slant helices, which is
obtained with the help of a second-order differentiable function f . Finally, another

characterization is given for the framed 7, — slant helix with the help of properly

XVi



selected first and second-order differentiable functions. At the end of this section,
suggestions for advanced research are given.

XVii



XViil



1. GIRIS

Helis egrilerine matematikte, biyolojide, miihedislikte, mimarlikta, teknolojide,
dogada ve bir ¢ok alanda rastlanilmaktadir. Vida, boynuz, minare merdivenleri, DNA
molekiilii, ¢ogu proteinin yapisi, baz1 bakteri sekilleri, bazi teknolojik araglarin

calisma mekanizmasi karsimizi ¢ikan 6rneklerden sadece birkagidir.

Diferensiyel geometride helis, sabit bir egrilige ve sifirdan farkli sabit bir burulmaya
sahip bir geometrik egridir (Barros, 1997). Egri tegetinin, eksen olarak isimlendirilen

sabit bir dogrultuyla sabit bir ag1 yapmasi genel helis olarak bilinir. Lancret 1802’de

C : . ... K .
bir egrinin genel helis olmasi i¢in gerek ve sartin egrinin — oraninin Sabit olmasi
T

gerektigini iddia etmistir. Burada « egrinin egriligi, r ise egrinin burulmasidir.
Daha sonra 1845 yilinda Venant tarafindan bu idda ispatlanmistir (Struik, 1961).
Genel helislere benzer olan slant helisler, Izumiya ve Takeuchi (2004) tarafindan
egrinin asli normal vektorii, sabit bir dogrultuyla sabit bir ag1 yapan egri olarak
tamimlanmustir. Ali ve Lépez (2009), 4-boyutlu Oklid uzayinda slant helisleri
tanitmislar ve egilikleri cinsinden bazi karakterizasyonlarini vermislerdir. Kula ve
Yayli (2005), slant helisin kiiresel goriintiilerini, teget gostergesini ve binormal
gostergesini arastirmiglar ve bu kiiresel goriintiilerinin kiiresel helisler oldugunu
bulmuslardir. Onder ve ark. (2008), 4—boyutlu Oklid uzayinda slant helisin yeni bir

cesidi olan B, —slant helisleri tanitmig ve bu yeni ¢esit slant helis i¢in bazi

karakterizasyonlar vermislerdir. Yoon (2012), 4-boyutlu Oklid uzayinda
kuaterniyonik  genel helislerin  tanmitmis  ve  egrilikleri cinsinden bazi
karakterizasyonlarmi  vermistir. 4—boyutlu Oklid uzayinda helislerin  bir
karakterizasyonu Magden (1993) ve 4-boyutlu Minkowski uzaym karsilik gelen
karakterizasyonu ise Kocayigit ve Onder (2007) tarafindan verilmistir. Gok ve ark.

(2011), 4-boyutlu Oklid uzayinda kuaterniyonik B, —slant helisi tamitmiglar ve

egrilikleri cinsinden bazi karakterizasyonlarin1 vermislerdir. Bunlarin disinda helisler

ile ilgili bir ¢ok ¢aligma yapilmstir (Ali, 2012; Bulut ve Bektas, 2020; Barros ve



Ferrandez, 2009; Chouaieb ve ark., 2006; Forterre ve Dumais, 2011; Kula ve ark.,
2010).

Bu ¢alismada daha énce dort boyutlu Oklid uzayinda calisilmis kuaterniyonik genel

helislerin ve B, —slant helislerin genellestirilmesi amaciyla dort boyutlu Oklid

uzayimda singiiler noktalara sahip olabilen ¢atilandirilmis egriler ¢alisilmis ve dort
boyutlu Oklid uzayinda uyarlanmis cat1 ile catilandirilmis genel helisler ve

catilandirilmis 77, —slant helisler tanimlanmistir. Ayrica bu egrilerin genellestirilmis

egrilik fonksiyonlari cinsinden bazi karakterizasyonlar1 verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde egriler teorisi ile ilgili temel tanim ve kavramlara yer verildi.

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Bu alt baghkta, Oklid uzayinda egriler teorisi ile ilgili bazi temel tamim ve

kavramlara yer verildi.

Tamm 2.1.1. R" vektor uzayinda p,qeR" olmak iizere
(,):R"xR" >R

(p, q)—><p.q>=§piqi

fonksiyonuna Oklid i¢ carpimi denir (Hacisalihoglu, 1993).

Tanim 2.1.2. pe R" olmak iizere

|.|[R" >R

p—[p[=y(p. P)

fonksiyonu R" uzayinda bir normdur (Hacisalihoglu, 1993).
Tanimm 2.1.3.

d:R"xR"—> R
(p,g) —d(p.g)=|p—qd|

fonksiyonu R" uzayinda bir metriktir. Bu metrik ile birlikte R" uzayma Oklid Uzay1

denir. Bu uzay E" ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1993).

Tammm 2.1.4. «:1 - R" bi¢iminde diizgiin (C” smifindan) bir & déniisiimiine R"
uzayinda bir egri denir. | c R acik araligina egrinin parametre araligi ve Sel

degiskenine ise egrinin parametresi denir (Gray, 1997).



Tanim 2.1.5. a:l >R" bir egri ve J bir agik aralik olsun. h:J— |
difeomorfizmine, « egrisinin bir parametre doniisiimii denir. aOh egrisi o

egrisinin h ile yeniden parametrelendirilmis halidir (Gray, 1997)

Tanmm 2.1.6. «: 1 — R" egrisi verilsin. O halde

a(5) =240 (8 5) B s),.. 2 )|

vektoriine o egrisinin a(s) noktasindaki hiz vektorii denir (Gray, 1997).

Tanim 2.1.7. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri

denir (Hacisalihoglu, 1993).

Tanim 2.1.8. Egrinin hiz vektoriiniin sifir oldugu noktaya egrinin singiiler noktast

denir (Hacisalihoglu, 1993).
Tamm 2.1.9. «: 1 — R" olarak tanimli regiiler bi egri olsun.

le|: 1 >R

S—>|a'

(s)=|

a'(s)”

seklinde tammli ||o'| fonksiyonuna, o egrisinin skalar hiz fonksiyonu, a'(S)H reel

sayisina da « egrisinin a(s) noktasindaki skalar hiz1 denir (Gray, 1997).

Tanmm 2.1.10. «:1 —> R" egrisinin her bir sel noktasi i¢in ‘a'(s)”=1 ise «
egrisine birim hizli egri ve s parametresine ise yay parametresi denir (Bar, 2010).

Tamm 2.1.11. «:1 - R" ve a,be | olsun.
b
t=[flor'(s)] s

reel sayisina egrinin a(a) ve a(b) noktalar1 arasindaki yay-uzunlugu denir (Gray,

1997).

Tanim 2.1.12. «:1 — R" olarak tanimli diferensiyellenebilir bir egri ve



E={a"\a",...,a"}

sistemi linner bagimsiz olsun. & lineer bagimsiz sisteminden elde edilen

{V,.V,,...,V.} ortonormal sistemine, « egrisinin Serret-Frenet r—ayakli alani,
{\/l(s),V2 (S),...,Vr (S)} sistemine s e | noktasindaki Serret-Frenet r —ayaklis1 denir

ve her bir V; (1<i<r) vektoriine de Serret-Frenet vektorii denir (Gluck, 1966).

Tamm 2.1.13. a:1 >R" ve o egrisinin yay parametresi s olmak iizere o(s)

noktasindaki Serret-Frenet r —ayaklist {V, (5),V,(S),...,V, ()} olmak iizere,

k:l >R (1<i<r)

sk (s)= <Vi' (s),Vi+l(s)>

seklinde tanimlanan k; fonksiyonuna o egrisinin i. egrilik fonksiyonu denir ve
Vsel igin k (s) sayisina da (s) noktasinda o egrisinin i. egriligi denir (Gluck,

1966).

Tanmm 2.1.14. o:1 > R" olarak tanimlansin ve s, « egrisinin yay parametresi

olmak {izere, egrinin a(s) noktasindaki 1. egriligi k;(s) ve Frenet r-ayaklisi

Vi (5).V,(5),-..V, ()} olmak iizere

ii. V() ==k (S)Viy (5)+k (S)Vis(S),

iii. V. (s) ==k, (s)V, 1 (s)

dir. Dért boyutlu Oklid uzaymda « egrisinin Serret-Frenet formiilii

Vi 0k 07V,
V, | |-k 0 , 01V,
v, 10 -k, 0 ky||V,
v 0 0 -k 0]V,



veya

!

T 0 k 0 OT
N"| |-k 0 , 0[N
B/ 10 -k, 0 kB
5 0 0 -k 0]B,

seklinde elde edilir (Gluck, 1966).

Tanim 2.1.15 Dért boyutlu Oklid Uzayinda vektdr carpimi asagidaki gibi verilir.

el e2 eS e4
X1 X2 XS X4
yl yZ y3 y4
, 7, 1, 1,

Burada e,e,,e,,e, vektdrleri R*’iin ortonormal baz vektdrleri ve x,y,z e R* tiir

(Magden, 1990).

Tanmm 2.1.16. «:1 - R" olarak tanimli diferensiyellenebilir bir egri olsun. tel,

a egrisinin herhangi bir parametresi olmak iizere « egrisinin (t) noktasindaki

{T (t), N (t), B, (t), B, (t)} Frenet vektorleri

o () " (t)~(a'(
o (1) @ (t)(a' (t).a" (D) (1)

~t
N—
]
3
—~
—
N—
~
Q‘
—~~
~—+
N—

"]

B, (t)=¢B, (t)xT (t)xN(t),

seklinde hesaplanir (Ozyilmaz ve Yilmaz, 2009).



Tamim 2.1.17. te |, « egrisinin herhangi bir parametresi olsun. « egrisinin a(t)

noktasindaki Frenet egrilikleri sirastyla k; (t), k, (t) ve k; (t) olmak iizere,

& (O @ (t)~(@ (t).a" (1)) ()]

)
(- i

(1) T ONOxe Ol ©]
Jlo" O (8) (e (1), " () ()

(o (1).B, (1)

a(t)= [T (t)x N (t)xa"(t)]

a'(t)]

seklinde hesaplanir (Ozyilmaz ve Yilmaz, 2009).

2.2. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilmis Egriler

A,, R* uzayinda
A, Z{ﬂz(M'ﬂ2'ﬂ3)€R4XR4XR4 :</ui'/uj>:5ij’i' | =11213}

seklinde tanimli bir kiime olsun. A;, 6—boyutlu diizgiin bir manifolddur. v birim
vektorii det (V, ,ul’,uzv,u3) =1 ve (4, 1y, 115) € A; olmak tizere v = g4 x g1, x g, sekilde
tanimlanir.

Tamm 2.2.1. Her tel ve i=1,2,3 igin (p'(t),z4(t)y=0ise (y,u): 1 >R xA,
doniistimiine ¢atilandirilmis egri denir. ( 7, ,u) catilandirilmis egri olacak sekilde bir
u:l—>A, varsa y:1—R* bir catilandirilmig temel egri olarak adlandirilir.
(}/,,u): | >R* xA, catilandirilmis egri olmak lizere }/'(S) = a(S).V(S) olacak

bigimde bir ;1 — R diizgiin fonksiyonu vardir (Honda ve Takahashi, 2016).



Bir gatilandirilmig egri i¢in regiiler egrinin Serret-Frenet formiillerine benzer Serret-

Frenet tipi formiilleri tanimlanabilir. {v (s), u(s )} ikilisi ( S) catilandirilmis temel

egri, boyunca hareketli bir ¢at1 olsun. O halde (7/, ,u): | >R’ x A, catilandirilmis

egrisi icin Serret-Frenet tipi formiil,

1 () 0 f(s) a(s) h(s)|[ma(s)
w (s)|_[=F(s) 0 j(s) K(s)| a(s)
1 (s) -g(s) —i(s) 0 I(s) || ms(s)
v(s) —h(s) —k(s) —I(s) 0 v(s)

seklinde verilir. Burada f(S),g(S),h(S), j(S),k(S) ve |(S) diizgiin  egrilik
fonksiyonlaridir. Bir a:1— R diizgiin doniisiimii vardir dyle ki 7/'(5) = a(s)v(s)
dir. (f,g,h, j,k,l,a): | > R*, diizgiin ~ bir  doniisim  olmak  lzere
(f (s).g(s).h(s), j(s),k(s),l(s),a(s)) ye 7/(3) noktasinda J ’nin ¢atilandirilmis
egrilikleri denir. Eger a(SO) =0 ise Sy, 7’nin singiiler noktasidir (Takahashi ve
Honda, 2016).

Teorem 22.2. (f,g,h jkla):l —R* diizgin bir doniisim olmak iizere,
catilandirilmig egriligi (f,g, h, J, k,|,a) olan bir (}/,,u): | > R* x A, catilandirilmis
egris vardir (Honda ve Takahashi, 2016).

Teorem 2.2.3. (}/, ,u) ve (77,77):| —>R4><A3, catilandirilmig egrilerin egrilikleri

sirastyla (f,g,h,j,k,l,a) ve (f,g, 1, ,|,07) olsun. Bu egrilikler gakisik ise

(7, 1t) ve (7,n) framed egrileri kongurenttirler (Honda ve Takahashi, 2016).

)1 > R*xA, doniisimi, egriligi (f,g,h, j,k,1,a) olan bir c¢atilandirilms
Vi H 3

egri olsun. Euler acilarimi kullanarak 7 = (771, 7, 773) €A,



n cos@cosy —cosesiny +singcosysing  singsiny +cosgcosy sing ||
n, |=| cos@siny  cosecosy +singsinysingd  —sinpcosy +cos@siny sing || u,
7, -siné singpcosé Cos ¢ Ccosd Ly

seklinde tanimlanir. Burada 8,¢ ve y diizgiin fonksiyonlardir. Basit hesaplamalar

ile
V=10 X1, X105 = fy X fly X fly =V

oldugu kolayca goriilebilir.
Bu yiizden ( 7/,77): | >R*xA, doniisimii de bir ¢atilandirilmis egridir. Kabul
edelim ki 8, ¢ ve y (Euler ag1) diizgiin fonksiyonlar1 i¢in

tany

=lsinp—kcose,
cosé

h=cotd(lcosp+ksing)

saglansm. O halde uyarlanmis ¢atisinin tiirev formiilleri

V'(s) 0 (s) O 0 | v(s)
)| _-ps) 0 as) 0 |n(s)
7(s) 0 —a(s) 0  r(s){m(s)
m(s)] | O 0 —r(s) 0 |[m(s)

olan ¥ egrisinin (p(s),q(s),r(s),a(s)) egrilikleri de
p=-—hsecHsecy,
q=—(j-¢)sind-y/,

cosé ,.
_cosw( ~#)

r

seklinde elde edilir. Burada



f =—sinp(0' -rsiny),

g=-cosg(8 —rsiny),

CoSy
cosé

j=r +6'

seklindedir.

Vv,1m,,1,,1, vektorlerini sirastyla c¢atilandirilmis egrinin  genellestirilmis teget,

genellestirilmis esas normal, genellestirilmis binormal ve genellestirilmis ikinci

binormal vektorii olarak adlandirilir (Akyigit ve Yildiz, 2021).

2.3. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Genel Helisler

Bu béliimde dért boyutlu Oklid uzaymnda genel helislerin tanim ve ilgili bazi

teoremler verildi.

a:l —>R* egrilikleri sifirdan farkli birim hizli bir egri ve Frenet elemanlari
{T,N,B,B,} olsun.

Tamm 2.3.1. Birim hizli bir & egrisinin «(s) noktasindaki birim teget vektorii
T(s), bir U birim vektorii ile sabit bir @ agisi yapiyorsa, o egrisine genel helis

denir ve Sp{U} ’vya ise helisin ekseni denir (Hacisalihoglu, 1993).

Teorem 2.3.2. a =a(s), R*'te sifirdan farkl egrilikleriyle birim hizl bir egri olsun.

5 ,
a bir genel helis olmasi igin gerek ve yeter sart [%j +H%j %J = sabit
2 2 3

ifadesinin var olmasidir (Yoon, 2012).

Ispat: Kabul edelim ki o« egrisi bir genel helis, U birim vektorii genel helisin
ekseni ve @ sabit olsun. O halde genel helis boyunca (T,U)=cos®& = sabittir. Bu

ifadenin tiirevi alinip ve Frenet formiilleri kullanilirsa

10



d
£(<T1U>)_01

k. (N,U)=0

bulunur. k; #0 oldugundan dolayr (N,U)=0 dir. O halde U birim vektorii

asagidaki gibi yazilabilir.

U =a,(s)T(s)+a,(s)B,(s)+2a(5)B,(s)

(2.1)

burada a, (s)=(T,U)=sabit, a,(s)=(B,U), a,(s)=(B,,U) ve U birim vektor

oldugundan a°+a,” +a,” =1 dir.

(2.1) ifadesinin tiirevinden

U’=(ak —ak, )N +(a, —a}k;)B +(ak;+a;)B, =0

elde edilir. (2.2) esitliginden

elde edilir.

a, = —?:— ifadesinin tiirevi (2.4) esitliginde yazilirsa
3

.k,
a, —k—3a3 +ka, =0

3

bulunur. t = Iksds ifadesi (2.5) denkleminde kullanilirsa
0

d*a,
dt?

+a,=0

11

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)



elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden

a, = Acost(s)+Bsint(s) 2.7)

bulunur. Burada A ve B sabit fonksiyonlardir. (2.7) ifadesi, (2.3) ve (2.4)

ifadelerinde kullanilirsa

a, =%a1 = Asint(s)—Bcost(s),

2

a, :(kﬁJ alki = Acost(s)+Bsint(s)

bulunur. Buradan

2 ’
) k k.| 1
sabit =| =+ e A
[kZ] . [kZJ k3 (2.8)

olur.

2 , 2
Tersine kabul edelim ki (%} +[(ﬁj i} ifadesi sabit olsun. O halde

2 k2 3

(T,U) =sabit olacak sekilde bir U birim vektorii herzaman vardir. U birim vektorii

U=T+ﬁBl+i L1 B,
k2 k3 k2

seklinde tanimlansin, (2.8) ifadesinin tiirevi kullanilarak U’ =0 bulunur. Buradan U

bir sabit vektordiir. Dolayisiyla « egrisinin bir genel helis oldugu goriiliir.

12



Teorem 2.3.3. « birim hizli egrisinin R*’te bir genel helis olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart
_ kl’ oy | K
k3f(s)_[k j ve f'(s)= k‘{kzj

olacak sekilde bir f fonksiyonu olmasidir (Yoon, 2012).

Ispat: Kabul edelim ki o bir genel helis olsun. O halde Teorem 2.3.2’den

2 , 2
(klj 7{(&) i] ifadesi sabittir. Bu ifadenin tiirevinden

GRRR e

k2 3
denklemi bulunur. Buradan

——2 2L (2.10)

—2 27 seklinde tanimlanirsa, (2.10)

)

olur.

Diger taraftan (2.9) denkleminden

13



1(k) K,
el [ [ U B %
kg[kj [k] 3 @11

dir. iiﬁj = £ (s) den (2.11) ifadesi,
k3 k2

olur.

| k
Tersine kabul edelim ki kJ(s):(%j ve f'(S)=—k3(k—1j ifadeleri icin bir f

2 2

fonksiyonu var olsun ve U birim vektorii U =T +% B, + f B, seklinde tanimlansin.
2

O halde (T,U) =1 dir. Dolayisiyla o egrisi bir genel helistir.

Teorem 2.3.4. « birim hizli egrisinin bir genel helis olabilmesi igin gerek ve yeter

sart

kl

k—:ClcosthC2 sint (2.12)
2

S
olmasidir. Burada C,, C, sabit ve t(s):jk3ds dir (Yoon, 2012).
0

Ispat: Kabul edelim ki «, bir genel helis olsun. Teorem 2.3.3 kullamilarak t(s), C?

-fonksiyonu ve m(s), n(s), C' — fonksiyonlari

t(s):jksds, (2.13)

m =%cost— f (s)sint,
k2 (2.14)
n :k—lsint+ f (s)cost

2

14



seklinde verilsin. Kk, f (s)= (ﬁ) , fr(s)=—k, (%

” j ve (2.13) ifadelerinden
2

2

m'=n"=0 bulunur. Buradan m=C, ve n=C, gibi sabit fonksiyonlardir. Béylece

(2.14) ifadesinden C, cost+C,sint =% elde edilir.

2

kl

Tersine  C,cost+C,sint = PN
2

ifadesi var olsun. O halde (2.14)’ten

C,cost—C,sint=f (s) bulunur. Teorem 2.3.3’den « egrisinin bir genel helis

oldugu gortiliir.

2.4. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda B, —Slant Helisler

Bu béliimde dért boyutlu Oklid uzayinda B, —slant helislerin tanimi ve ilgili bazi

teoremler verilmistir.

a:l > B, egrilikleri sifirdan farkli birim hizli bir egri ve Frenet elemanlari,

{T,N,B,,B,} olsun.

Tamm 24.1. «:1 —>E* egrisinin «(s) noktasindaki esas birim normal vektorii
N(s), bir U birim vektorii ile sabit bir 6 acis1 yapiyorsa, « egrisine slant helis

denir (Izumiya ve Takeuchi, 2004).

Tamm 2.4.2. «:|1 —E* egrisinin o(s) noktasinda ikinci birim binormal vektorii

B,(s), bir U birim vektdrii ile sabit bir 6 agisi yapiyorsa yani egri boyunca
(B,(s),U)=cosé,

ise « egrisi B, —slant helis olarak adlandirilir (Onder ve ark., 2008).

Teorem 2.4.3 Birim hizli bir « egrisi R* uzaymda bir B, —slant helis olabilmesi

icin gerek ve sart

9 N\ 2
ﬁ +i2 ﬁ =tan? O = sabit
k, KLk,

15



denkleminin var olmasidir. Burada @, ikinci birim binormal vektér B, ile bir U

birim sabit vektorii arasindaki sabit agidir (Onder ve ark., 2008).

Ispat: Kabul edelim ki o egrisi bir B,—slant helis olsun. O halde Frenet
formiillerini kullanarak <Bz,U > =c0s@ ifadesinin tirevinden
—k3<Bl,U>=O

bulunur.

k, #0
oldugundan <Bl,U > =0 dir. Yani U € Sp {T, N, Bz} dir. Buradan
U=aT+a,N+a,B, (2.15)

seklinde yazilabilir.
a,(s)=(U,T), a,(s)=(U,N), ay(s)=(U,B,)=cosd(s)=sabittir. U birim

oldugundan
a’+a’ +a;° =1 (2.16)

dir. (2.15) ifadesinin tiirevinden

du (d da
E:(d_?—azkle +(a1kl+d—ssz +(ak, —agk,)B, =0 (2.17)

denklemi elde edilir. (2.17) den

1da _ K
2k ds Ck,
da,
—Z=-ak
elde edilir. Buradan
_1lda
2k, ds

16



ifadesinin tiirevinden (2.18) ifadesi,

da, _Jqda 1da  1da Kk dy da

——1=
ds  k*ds k ds* ~k ds° Kk’ ds ds

2
4 kda e, g (2.19)

seklinde ikinci dereceden diferensiyel denklem olur. t = _[k ds ifadesinden (2.19)

denklemi

d’a,
dt?

+a,=0
olur. A ve B sabit fonksiyonlar olmak iizere bu denklemin ¢dziimiinden

a = Acosj ds+Bsm_[ (s)ds (2.20)
bulunur. (2.20)’den (2.18) ifadesi

a, = %as = —AsinJ.kl(s)ds+ Bcosjkl(s)ds,
2 0 0

aiz_kil(%j a, = Acosjk s)ds+ Bjk

olur. Buradan

2 1 2

' 1
A=-a, [k—smj'k ds+kl[::—] cos_[kl(s)ds}
0

17



2 1

B=a, [%cos_fkl(s)ds _ki[%} sinfk1 (s)dsJ
0 2 0

bulunur. Basit islemlerle

2 2
cor-s{ 4]
2 1 2

elde edilir. Boylece (2.16) ve (2.18) ifadelerinden

2 2
A? 4+ B? = ks +i2 L9 cos’ @ =sin*@
k2 kl k2

yani
2 2
K +i2 ks = tan® @ = sabit (2.22)
k2 kl k2
bulunur.
k. ) k. )
Tersine, (k_3j +%[_3J =tan? @ =sabit ifadesinin oldugunu kabul edelim. O
2 1 2

halde daima <Bz,U>:COSl9 olacak sekilde bir U birim vektorii vardir. U birim

vektora

U= _lik T+ﬁN+B2 cosd
kl I(2 kZ

seklinde tanimlansin. (2.22) esitliginin tiirevinden

dUu [k (k) 1(k) b
Wtk k) L) kg
ds | kZlk, ) kK K,



bulunur. Buradan U sabit bir vektordiir. Dolayisiyla o egrisi dort boyutlu Oklid

uzayinda B, —slant helis olarak bulunur.

Teorem 2.4.4. Birim hizli bir « egrisinin B, —slant helis olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart
d(k d k
f(s)k, =—| =] ve —f(s)=—-k —= 2.23
() ds(kj ds (s) 'k, (2.23)

olacak sekilde bir C? —fonksiyon f olmasidir (Onder ve ark., 2008).

Ispat: « egrisinin bir B, —slant helis oldugu kabul edilsin. O halde Teorem

2 2
k + iz K = sabit
k) Kk \k

ifadesi vardir. Bu ifadenin tiirevinden
kld(k |, 1d(kdf1d(k||_g (2.24)
k, Jds\ k, ) k, ds{k, Jds| k, ds| k,

denklemi bulunur. Buradan

2.4.3’den

(2.25)

SR A (2.26)

seklinde tanimlanirsa, (2.25) ifadesi %L%J = f (s) olur. Buradan
1 2

19



(';_] —kf (s) 227)

elde edilir.

Diger taraftan (2.24) denkleminden

1(k,) k
il JL T ) L 2.28
{kl(kzj] k5 029

elde edilir. 1(%} = £ (s) "den (2.28) ifadesi

—f(s)=—k = (2.29)

olur.

Tersine kabul edelim ki (2.27) ifadesi var olsun ve U birim vektori

U= cose(—f (s)T+ % N + BZ} seklinde tamimlansin. Buradan (B,,U)=c0sé

2

=sabittir. Dolayisiyla @ egrisi B, —slant helis olarak bulunur.
Teorem 2.4.5. Birim hizli bir « egrisinin B, —slant helis olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart % - AcosJ' k,ds + Bsin I k,ds olmasidir (Onder ve ark., 2008).
0 0

2

Ispat: Birim hizli & egrisi bir B, —slant helis olsun. O halde Teorem 2.4.4’den f(s), C?

fonksiyonu ve m(s), n(s), C* fonksiyonlari
ﬂ(s):_[kl(s)ds,
0

m(s):%cosﬂ— f sin 3,

2

n(s):%sinﬂ+ f cos S

2

20
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) o _d(k d k
eklinde  tanimlanabilir. f 3 — f = _k -8 ve 2.30
§ (S) ds [ j (S) 1 k ( )

ifadelerinden,

2cosp-f smﬁj

2 2

d

s cosﬂ——3ksm,8+—3ksmﬁ K cos 3
"k, k k Kk,

0,

dn d [k,
—=—| =sin B+ f cos
ds ds(k2 4 'HJ

(%)smﬁ+[ jk oS /3 — (—ﬂk cos 3 — (—ﬂsinﬁ
=0

olarak bulunur. Buradan m ve n fonksiyonlar1 A ve B gibi sabit fonksiyonlardir. O
halde (2.31)’den

=3 — Acos B +Bsin g (2.32)

bulunur.

k ‘ .
Tersine k—3 = AcosJ-klds = BS|nIklds ifadesi var olsun. O halde (2.31)’den
0 0

2
f =—Asin f+Bcos S

bulunur. Teorem 2.4.4’den « egrisi B, —slant helis olarak bulunur.
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3. 4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA CATILANDIRILMIS GENEL
HELIiSLER

Bu bélimde catilandirilmis genel helislerin tanimin1 ve bazi karekterizasyonlari

verildi.

Tamm 3.1. (}/,77), egrilikleri sifirdan farkli bir ¢atilandirilmis egri ve {v,7,,7,,7,},
y egrisinin uyarlanmis Frenet catist olsun. Egrinin genellestirilmis teget vektori v,
bir U birim vektorii ile sabit bir 6 acgis1 yapiyor ise (7/,77): | >R*xA, bir

catilandirilmis genel helistir.

Teorem 3.2. (7,77), R*'te bir catilandirilmis egrinin bir ¢atilandirilmis genel helis

N\ 2
2
olabilmesi i¢in gerek ve sart p_z + [l [BJ J = tan® @ = sabit olmasidir.
q req

Ispat: Kabul edelim ki (}/,77) framed egrisi bir genel helis ve bu helisin ekseni U

birim vektorii olsun. O halde egri boyunca (v,U) =sabittir. Frenet formiilleri

kullanilarak bu ifadenin tirevinden

(V,U)=0,
p(,,U) =0
denklemleri elde edilir. p #0 oldugundan U vektori,
U=aVv+a,n, +a,m, (3.1)

seklinde yazilir. Burada a =(v,U)=sabit, a, =(n,,U), a,=(n,,U), a;=(n,,U)

"dir. U birim vektor oldugundan a’ +a,* +a,” =1 dir. (3.1) ifadesinin tiirevinden

U’:(aip_azq)’h"'(az’_asr)772+(a2r+a3')773:0 (3.2)

bulunur. (3.2) esitliginden



p= ——,, (3.3)
a, =ar (3.4)
elde edilir. a, = —% ifadesinin tiirevi (3.4)’te yazilirsa

as”—r?’agﬁrrza3 =0 (3.5)
denklemi bulunur. t = _1' rds ifadesinden (3.5) denklemi

d’a,
dt?

+a,=0 (3.6)
olur. Bu denklemin ¢oziimiinden

a, = Acost(s)+Bsint(s) (3.7)
bulunur. Burada A ve B sabit fonksiyonlardir. (3.7)’den (3.3) ve (3.4) ifadeleri,

a, :aloa1 = Asint(s)—Bcost(s),

a, =(Epj a1%= Acost(s)+Bsint(s)

olur. Buradan

bulunur. Boylece

[E] +[(£j EJ _ sabit (3.8)
q q/r

elde edilir.
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2 , 2
Tersine (Ej +[(Ej EJ — sabit ifadesinin var oldugunu kabul edelim. O halde
q q)r

(v,U) =sabit olacak sekilde bir U birim vektorii her zaman vardir. U birim
. p 1( p | . e ,
vektori U :V+a772 +7£Ej n, seklinde tanimlansim. (3.8) esitliginden U"=0 dur.

Buradan U sabit bir vektordiir. Dolayisiyla (;/,77) catilandirilmis egrisi  bir

catilandirilmis genel helis olarak bulunur.

Teorem 3.3. (}/,17) catilandirilmis egrisinin bir genel helis olabilmesi igin gerek ve

yeter sart

(3] ()

olacak sekilde bir f , C? —fonksiyonunun var olmasidur.

Ispat: (y,n)’nln bir ¢atilandirilmis genel helis oldugu kabul edilsin. O halde Teorem

2 N\ 2
3.2.’den (BJ [E(B] J =sabit vardir. Bu ifadenin tirevinden
q

HHREG) E

bulunur. Buradan

| p(p]'
1[3] __ala) (3.10)
1

seklinde tanimlanilirsa (3.10) ifadesi



olur.

Diger taraftan (3.9) denkleminden
l[ﬁj =_(£]r (3.11)
rea q

elde edilir. %[gj = f(s) esitliginden (3.11) ifadesi

elde edilir.

Tersine rf(s)=| 2| ve f'(s)=-r P ifadeleri i¢in bir f fonksiyonunun
()= 5 q

oldugu kabul edilsin ve U birim vektorii U = v+£772 + fn, seklinde tanimlansin.
aq

O halde

<V,U > =1 dir. Dolayisiyla (}/,77) catilandirilmig egrisi bir ¢atilandirilmis genel helis

olarak bulunur.

Teorem 3.4. (;/,77) catilandirilmis egrinin ¢atilandirilmis bir genel helis olabilmesi

icin gerek ve yeter sart

E=Clcost+C2 sint (3.12)
q

olmasidir. Burada C,, C, sabit fonksiyonlar ve t(s):jrds dir.
0

Ispat: (7,77) catilandirilmis egrinin bir ¢atilandirilmis genel helis oldugunu kabul

edelim. Teorem 3.2 den t(s), C* —fonksiyon ve m(s), n(s), C*-fonksiyonlari
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t(s):irds, (3.13)

m :Bcost — f(s)sint,
q

(3.14)

n=£sint+ f(s)cost
q

seklinde verilsin. rf (s) :(EJ , £'(s) :—r(apj ve (3.13) ifadelerinden m'=n'=0

bulunur. Buradan m=C, ve n=C, gibi sabitlerdir. Boylece (3.14) ifadesinden

ClCOSt-i-CzSint:E bulunur.
q
Tersine C,cost+C,sint =" ifadesinin var oldugu kabul edilsin. O halde (3.14)
q

ifadesinden

C,cost—C,sint = f (s)
bulunur. O halde Teorem 3.3’den (}/,77) catilandirilmis egrisi bir ¢atilandirilmig genel

helis oldugu goriiliir.
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4. 4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA CATILANDIRILMIS 7,—SLANT
HELIiSLER

Bu béliimde catilandirilmis 77, —slant helislerin tanimini ve bazi karakterizasyonlari
verildi.
( ;/,77): | —>R*xA, genellestirilmis egrilikleri sifirdan fakli bir ¢atilandirilmis egri ve

Frenet elemanlari {V:U1:7721773} olsun.

Tanim 4.1. ( 12 77) 1> R*xA, catilandirilmis egrinin genellestirilmis ikinci binormal
vektoril 77, bir U birim vektori ile sabit bir @ agis1 yapiyorsa, ( ]/,77) catilandirilmis
egri bir ¢atilandirilmig 77, — slant helis olarak adlandirilir.

Teorem 4.2. (7,77):I—>R4><A3 catilandirilmis egrisinin, catilandirilmig 77, — slant

helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

2 2
(Lj +i2[£j = tan® ¢ = sabit
q SANG

ifadesinin var olmasidir. Burada &, genellestirilmis ikinci birim binormal vektorii 77,
ile sabit U birim vektorii arasindaki sabit agidir.
Ispat: ( 12 77) 1> R*xA, catilandirilmis egrisi bir catilandirilmis 77, — slant helis

olsun. O halde (7,,U)=cos@ ifadesi sabittir. Frenet formiilleri kullanilarak bu

ifadenin tirevinden

(=, U) =0

bulunur. r#0 oldugundan U , Sp{v,nl,m} alt uzaymdadir ve U asagidaki gibi

verilir.

U=av+an +an,, (4.1



burada a, =(U,v), a,=(U,n) ve a,=(U,n,)=cosd(s)=sabittir. U birim

vektor oldugundan
a’+a’+a’ =1 4.2)
dir. (4.1) ifadesinin tiirevinden

d_U—(dﬁ—azpjv+(a1p+%jnl+(a2q—a3r)772=0, (4.3)

ds \ ds

elde edilir. (4.3) denkleminden

1 da,
a, =———= —,
2 as 8 q
(4.4)
da o
ds %
1da . e . . :
bulunur. Buradan a, = EE ifadesinin tiirevi ve basit islemlerle (4.4) ifadesi,
d’a, p'da  _
ds* p ds il (45)

seklinde ikinci dereceden bir diferensiyel denklem olur. t:J‘ p(s)ds igin (4.5)

0

denklemi

d’a,
dt?

+a, =0
olur. A ve B sabit fonksiyonlar olmak iizere bu denklemin ¢6ziimiinden
a, = Acos [ p(s)ds+Bsin [ p(s)ds, (4.6)
0 0

elde edilir. (4.6) ifadesi (4.4)’de kullanildiginda
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=—a3 —Asmj' s)ds+ Bcosj

a=- ;1)( jas Acos_[ ds+BI

bulunur. Bu ifadeler diizenlenirse

s oo )

0

4.7
B=a, Lcosi p(s)ds—l(ij sini p(s)ds
q 0 PLd 0
elde edilir. Buradan

a,’ =cos’ @ (4.8)

oldugu gorilir. O halde (4.2) ve (4.4) esitlikleri yardimiyla (4.7) ifadesini

2 2
A2+BZ=K£] +i2(£] }coszéusinze
q (VN

diizenlenirse

elde edilir. Yani

2 2
(Lj + %[LJ = tan? 6 = sabit (4.9)
q p-\9

olur.

2 ‘2
Tersine, [Lj +i(£j = tan? @ = sabit ifadesinin var oldugunu kabul edelim. O
q

a) p°
halde daima (n,,U)=cos@=sabit olacak sekilde bir U birim vektérii vardir. U

birim vektori
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U= —E(LJ v+£771+773 cosé
PLd q

seklinde tanimlansin. (4.8)’in tlirevinden U vektoriiniin tiirevi

du p'{rj 1{rj" r
-V = _2 - = _p_ Va
ds | p°lag) plg q
du _0

ds

bulunur. Buradan U sabit bir vektordiir. O halde (y,7) catilandirilmis egrisi dort

boyutlu Oklid uzayinda bir ¢atilandirilmis 77, — slant helis olarak bulunur.

Teorem 4.3. (}/,77) catilandirilmis egrisinin bir ¢atilandirilmig  77; —slant  helis

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
f(s)p:i(ij ve if(s):—pL (4.10)

olacak sekilde bir C*-fonksiyon f olmasidir.

Ispat: ( 12 77) catilandirilmis egrisinin bir ¢atilandirilmis 7, — slant helis oldugu kabul

edilsin. O halde Teorem 4.2’den

2 2
[Lj + %(Lj = tan?® @ = sabittir.
q P-4

vardir. Bu ifadenin tiirevinden

(Lji(i}li(i)i(li(i)}o (4.11)
g,)ds\ q pdsiqg)ds| pds{q

denklemi elde edilir. Buradan

32



(4.12)

bulunur. f fonksiyonu

f(s)_m (4.13)

seklinde tanimlanirsa, (4.12) ifadesinden l[ij = f (s) bulunur. Buradan
p

(Ljr _ ot (s) (4.14)

elde edilir.

Diger taraftan (4.11) denkleminden

{E(LH _ ot (4.15)
pla q

elde edilir. (4.14) esitligini (4.15) de yerine yazildiginda
, r
f (s):—pa (4.16)

olur.

Tersine kabul edelim ki (4.14) ifadesi saglansin ve U  birim vektori

U =cos 9(— f(s)v+ %771 + 773j seklinde tamimlansin. Buradan (7,,U)=cosé

ifadesi sabittir. O halde (y,7) catilandirilmis egrisi bir ¢atilandirilmisg 7, —slant helis

olarak bulunur.
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Teorem 4.4. (y,n) catilandirilmis egrinin bir c¢atilandirilmis 7, —slant helis

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

% = Acos 3(s) + Bsin S(s) (4.17)

olmasidir.

Ispat: (}/,77) catilandirilmis egrisinin bir catilandirilmis 77; — slant helis oldugu

kabul edilsin. O halde Teorem (4.3)’den f(s), C*-fonksiyonu ve m(s), n(s), C*-

fonksiyonlari

ﬁ(s):j[ p(s)ds (4.18)

mzicos,b’— f sin g,
a (4.19)
n=£sinﬁ+ f cos g
q

vardir. (4.17) ve (4.18) esitliklerinden

dm d(r .
—=—| —cos - fsin
ds ds(q d ’8]

q
-0,

:(Lj cosﬂ—isinﬂp+£sinﬁp—(£j cos B
q q q

@:i Lsinﬂ+fcosﬂ
ds dsiq

:(Lj sinﬂ+(£]cosﬂp—(£]cosﬂp—(£] sin 8
q q q q
=0
bulunur. Buradan m(s)=A ve n(s)=B gibi sabit fonksiyonlardir. O halde (4.19)

ifadesi - icin coziildigiinde
q
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L Acos S+ Bsin g (4.20)
q

bulunur.

Tersine (4.17) ifadesi var olsun. O halde (4.19) ifadesinden

f =—Asin f+Bcos g

bulunur. Teorem 4.3’den ( ;/,77) catilandirilmis egrisi bir ¢atilandirilmis 7, -slant helis

olarak bulunur.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu calismanin iciincii boliimiinde 4 —boyutlu Oklid uzaymda catilandirilmis genel

helislerin tanim1 ve p,q,r genellestirilmis egrilikleri cinsinden, sabit degerli bir

denklemin saglanmasi halinde, bir ¢atilandirilmis genel helis olabilmesi igin gerek ve

yeter sart verilmistir. Daha sonra bu teoremden yararlanilarak rf (S):(B] ve
q

f’(s)=—r[£] ifadeleri icin ikinci dereceden diferensiyellenebilir bir f
q

fonksiyonunun bulunmasi halinde ¢atilandirilmig egrinin bir ¢atilandirilmis genel
helis olabilmesinin gerek ve yeter sart1 verilmistir. Son olarak ise birinci dereceden
m, n ve ikinci dereceden t fonksiyonlari yardimiyla elde edilen belli bir esitligin

saglanmas1 halinde ¢atilandirilmis egrinin bir ¢atilandirilmis genel helis olabilmesi

icin gerek ve yeter sart verilmistir.

Dérdiincii boliimde ise ilk olarak dort boyutlu Oklid uzayinda catilandirilmis 7, —
slant helislerin tanimi verilmistir. Ardindan, bir teorem ile catilandirilmis egrinin

p,q,r genellestirilmis egrilikleri cinsinden elde edilen sabit degerli bir

2 2
1
[Lj +—2(£J denklemin saglanmasi1 halinde c¢atilandirilmis  egrinin  bir
q q

catilandirilmis 77, —slant helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart verilmistir. Bu

T ds q ds

denklemler icin ikinci dereceden diferensiyellenebilir bir f fonksiyonunun

teoremden hareketle f(s)p d (Lj ve if(s):—p% seklinde elde edilen

bulunmasi halinde c¢atilandirilmis egrinin  bir ¢atilandirilmis 77, —slant  helis

olabilmesi icin gerek ve yeter sart verilmistir. Son olarak birinci ve ikinci dereceden

fonksiyonlar yardimiyla elde edilen esitligin saglanmasi halinde bu egrinin

catilandirilmis bir 77; — slant helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart verilmistir.



Bu tezde calismis oldugumuz 4—boyutlu Oklid uzayinda uyarlanmis cati ile
catilandirilmis genel helis ve catilandirilmig 77, —slant helisler konusu yine dort

boyutlu Oklid uzaymda darboux cat1 ve bishop cat1 ile calisilabilir.

38



KAYNAKLAR

Ali, A.T. (2012). Position vectors of slant helices in Euclidean 3—Space. J. Egyptian
Math. Soc., 20(1), 1-6. https://doi.org/10.1016/j.joems.2011.12.005

Ali, A. T., & Lopez, R. (2009). Slant helices in Euclidean 4-space E*. arXiv preprint
arXiv:0901.3324. https://doi.org/10.48550/arXiv.0901.3324

Akyigit, M., & Yildiz, O. G. (2021). On the Framed Normal Curves in Euclidean 4-
space. Fundamental Journal of Mathematics and Applications, 4(4), 258-263.
https://doi.org/10.33401/fujma.992917

Bir, C. (2010). Elementary differential geometry. Cambridge University Press.
https://doi.org/10.1017/CB09780511844843

Barros, M. (1997). General helices and a theorem of Lancret. Proceedings of the
American Mathematical Society, 125(5), 1503-1509. S 0002-9939(97)03692-
7

Barros, M., & Ferrandez, A. (2009). A conformal variational approach for helices in
nature.  Journal of Mathematical Physics, 50(10), 103529.
https://doi.org/10.1063/1.3236683

Bulut, F., & Bektas, M. (2020). Special helices on equiform differential geometry of
spacelike curves in Minkowski space-time. Communications Faculty of
Sciences University of Ankara Series A1 Mathematics and Statistics, 69(2),
1045-1056. https://doi.org/10.31801/cfsuasmas.686311

Chouaieb, N., Goriely, A., & Maddocks, J. H. (2006). Helices. Proceedings of the
National Academy of Sciences, 103(25), 9398-9403.
https://doi.org/10.1073/pnas.0508370103

Forterre, Y., & Dumais, J. (2011). Generating helices in nature. Science, 333(6050),
1715-1716. https://doi.org/10.1126/science.1210734

Gluck, H. (1966). Higher curvatures of curves in Euclidean space. The American
Mathematical Monthly, 73(7), 699-704.
https://doi.org/10.1080/00029890.1966.11970818

Gok, 1., Okuyucu, O. Z., Kahraman, F., & Hacisalihoglu, H. H. (2011). On the
quaternionic B, -slant helices in the Euclidean space E*. Advances in Applied
Clifford Algebras, 21(4), 707-719. http://dx.doi.org/10.1007/s00006-011-
0284-6

Gray, A. (1997). Modern differential geometry of curves and surfaces with
Mathematica (2nd ed.). CRC press.

Hacisalihoglu, H.H. (1993). Diferensiyel Geometri (1.Cilt, 2. Baski). Ankara
Universitesi Fen Fakiiltesi Yaynlari.



Honda, S. 1., & Takahashi, M. (2016). Framed curves in the Euclidean space. Advances in
geometry, 16(3), 265-276. https://doi.org/10.1515/advgeom-2015-0035

Izumiya, S., & Takeuchi, N. (2004). New special curves and developable surfaces. Turkish
Journal of Mathematics, 28(2), 153-164. https://journals.tubitak.gov.tr/math/
vol28/iss2/6

Kocayigit, H., & Onder, M. (2007). Timelike curves of constant slope in Minkowski space. J.
Science Techn. Beykent Uni, 1, 311-318.

Kula, L., Ekmekei, N., Yayl, Y., & Ilarslan, K. (2010). Characterizations of slant helices in
Euclidean  3-space. Turkish Journal of Mathematics, 34(2), 261-274.
https://doi.org/10.3906/mat-0809-17

Kula, L., & Yayli, Y. (2005). On slant helix and its spherical indicatrix. Applied Mathematics
and Computation, 169(1), 600-607. https://doi.org/10.1016/j.amc.2004.09.078

Lancret, M. A. (1806). Mémoire sur les courbesa double courbure. Memoires presentes
allnstitut, 1, 416-454.

Magden, A. (1990). Characterizations of some special curves in E* [Doktora Tezi]. Atatiirk
Universitesi.

Magden, A. (1993). On the curves of constant slope. YYU Fen Bilimleri Dergisi, 4, 103-109.
Onder, M., Kazaz, M., Kocayigit, H., & Kilig, O. (2008). B, —slant helix in Euclidean 4 -
space E’. Int. J. Cont. Math. Sci, 3(29), 1433-1440

Ozyilmaz, E., & Yilmaz, S. (2009). Involute-evolute curve couples in the Euclidean 4-Space.
Int. J. Open Problems Compt. Math, 2(2), 168-174.

Struik, D. J. (1961). Lectures on classical differential geometry (2nd ed.). Courier
Corporation.

Yoon, D. W. (2012). On the quaternionic general helices in Euclidean 4-space. Honam
Mathematical Journal, 34(3), 381-390. http://dx.doi.org/10.5831/HMJ.2012.34.3.381

40



OZGECMIS

Ad-Soyad :Mine Ates

OGRENIM DURUMU:

o Lisans : 2019, Bilecik Seyh Edebali Universitesi, Fen Edebiyat
Fakiiltesi, Matematik.

« Yiikseklisans  :2022, Sakarya Universitesi, Matematik, Geometri.



