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DÖRT BOYUTLU ÖKLĠD UZAYINDA ÇATILANDIRILMIġ GENEL VE 

ÇATILANDIRILMIġ 3  SLANT HELĠSLER 

ÖZET 

Bu tez 5 bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde helis eğrilerinin gerçek hayattaki 

kullanım alanlarından ve bir eğrinin helis olabilmesi için eğrilik ve burulma 

arasındaki iliĢkiden bahsedilmiĢtir. Ayrıca genel helis, slant helis ve 2B  slant helis 

kavramları ile ilgili kuramsal geliĢmeler hakkında literatür özeti yapılmıĢtır. 

Ġkinci bölüm dört alt bölümde ele alınmıĢtır. Ġlk alt bölümde Öklid uzayında temel 

tanımlar verilmiĢtir. Daha sonra bu uzayda bir eğrinin, bir t  anındaki Frenet çatısı ve 

eğrilikleri açıklanmıĢtır. Bu alt bölümde Öklid uzayı ile ilgili tanımlar n  doğal sayı 

olmak üzere n  boyutta verilmiĢtir. Fakat diğer alt bölümlerde ise tez çalıĢmasında 

kullanılacak olan kavramlar olması sebebiyle ilgili tanım ve teoremler özel olarak 

4 boyutlu uzayda verilmiĢtir. Ġkinci alt bölümde 4 boyutlu Öklid uzayında 

çatılandırılmıĢ eğri tanımlanmıĢ ve bu çatının her bir noktasındaki genelleĢtirilmiĢ 

teğet, genelleĢtirilmiĢ esas normal, genelleĢtirilmiĢ binormal ve genelleĢtirilmiĢ 

ikinci binormal vektörleri verilmiĢtir. Üçüncü alt bölümde 3 boyutlu uzayda 

oldukça fazla kullanım alanı olan genel helislerin 4 boyutlu uzayda tanımı verilmiĢ 

ve bir eğrinin genel helis olabilmesi için gerek ve yeter Ģartları incelenmiĢtir. Ġkinci 

bölümün son alt bölümünde ise eğrinin 2B  ikinci birim binormal vektörünün sabit 

bir vektörle sabit açı yapması sonucu oluĢan eğrinin 2B  slant helis olduğu 

açıklanmıĢ ve eğrinin 2B  slant helis olması durumunda eğrilikler arasındaki 

bağıntılar verilmiĢtir. 

Üçüncü bölümde 4 boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmıĢ genel helisler kavramı 

ele alınmıĢtır. Bu uzayda çatılandırılmıĢ genel helisin, genelleĢtirilmiĢ teğet vektörün 

sabit bir vektörle sabit açı yapması sonucu oluĢan eğri olduğu açıklanmıĢtır. Daha 

sonra çatılandırılmıĢ bir eğrinin eğriliklerinden oluĢan sabit değerli bir  
2

2

2

1p p

q r q

  
      

denklemin sağlanmasının bu eğrinin çatılandırılmıĢ bir genel helis 

olabilmesi için gerek ve yeter Ģart olduğu ifade edilmiĢtir. Bu teorem yardımıyla 

elde edilen denklemin türevinin alınması sonucu bulunan 

1 1
0

p p p p

q q r q r q


          

                   

 denklemin sağlanması halinde bu eğrinin 

çatılandırılmıĢ bir genel helis olabilmesi için gerek ve yeter Ģart verilmiĢtir. Son 

olarak    ,  p s q s  birinci dereceden ve  t s  ikinci dereceden  

diferensiyellenebilir fonksiyonlar yardımıyla elde edilen 1 2cos sin
p

C t C t
q
   

eĢitliğin  
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sağlanması halinde bu eğrinin çatılandırılmıĢ bir genel helis olabilmesi için gerek ve 

yeter Ģart verilmiĢtir. 

Dördüncü bölümde ise 4 boyutlu Öklid uzayında 2B  slant helisler konusunu 

genelleĢtirmek, kullanım alanlarını arttırmak ve yapılacak olan yeni çalıĢmalara 

zemin hazırlamak için bu uzayda singüler noktalara sahip olan çatılandırılmıĢ eğriler 

ile incelenmiĢtir. Ġlk olarak Önder ve ark. tarafından ele alınan 4 boyutlu Öklid 

uzayında 2B  slant helisler ve Akyiğit, Yıldız tarafından ele alınan 4 boyutlu 

Öklid uzayında çatılandırılmıĢ normal eğriler makalelerinden yola çıkarak 4

boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmıĢ 3  slant helislerin tanımı verilmiĢtir. Burada 

4 boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmıĢ 3  slant helis; genelleĢtirilmiĢ 3 

ikinci binormal vektörünün, sabit bir doğrultuyla sabit bir açı yapması sonucu oluĢan 

eğri olarak tanımlanmıĢtır. Daha sonra çatılandırılmıĢ eğrinin eğriliklerinden oluĢan 

sabit değerli bir 

2 2

2

1r r

q p q



   
   

   
 denklemin sağlanması halinde bu eğrinin 

çatılandırılmıĢ bir 3 -slant helis olabilmesi için gerek ve yeter Ģartı ifade eden 

teorem verilmiĢtir. Bu teorem yardımıyla elde edilen denklemden yola çıkarak ikinci 

dereceden diferensiyellenebilir bir f  fonksiyonu bulunmuĢ ve bu fonksiyonun 

 
d r

f s p
ds q

 
  

 
,  

d r
f s p

ds q
   denklemlerini sağlaması halinde çatılandırılmıĢ 

eğrinin bir çatılandırılmıĢ 3  slant helis olabilmesi için gerek ve yeter Ģartı 

verilmiĢtir. Son olarak    ,  q s r s  birinci dereceden ve  s  ikinci dereceden 

diferensiyellenebilir fonksiyonlar yardımıyla elde edilen cos ( ) sin ( )
r

A s B s
q

    

eĢitliğin sağlanması halinde bu eğrinin çatılandırılmıĢ bir 3  slant helis olabilmesi 

için gerek ve yeter Ģart verilmiĢtir. 

Sonuç bölümünde ise üçüncü bölümde, 4 boyutlu uzayda çatılandırılmıĢ genel 

helisler için genelleĢtirilmiĢ eğrilikleri , ,p q r  cinsinden bulunan bir karakterizasyon 

verilmiĢtir. Ardından, bu karakterizasyonun sağlanması halinde elde edilen farklı bir 

karakterizasyon daha verilmiĢtir. Son olarak ise uygun olarak seçilen birinci ve 

ikinci derecen diferensiyellenebilir fonksiyonlar yardımıyla 4  boyutlu uzayda 

çatılandırılmıĢ genel helisler için bulunan bir karakterizasyonu daha verilmiĢtir. 

Ayrıca bu bölümde, dördüncü bölümde 4 boyutlu uzayda çatıandırılmıĢ 3  slant 

helisler için genelleĢtirilmiĢ eğrilikleri cinsinden bulunmuĢ bir 

2 2

2

1r r

q p q



   
   

   
 

karakterizasyonu verilmiĢtir. Ardından, bu veriden hareketle çatılandırılmıĢ 3 

slant helisler için ikinci dereceden diferensiyellenebilir bir fonksiyon yardımıyla 

elde edilen farklı bir karakterizasyon verilmiĢtir. Son olarak ise uygun olarak seçilen 

birinci ve ikinci dereceden diferensiyellenebilir fonksiyonlar yardımıyla 

çatılandırılmıĢ 3  slant helis için elde edilmiĢ bir karakterizasyon daha verilmiĢtir. 

Bu bölümün sonunda ise gelecek çalıĢmalar için öneriler verilmiĢtir. 
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FRAMED GENERAL AND FRAMED    SLANT HELICES IN THE 

EUCLIDEAN  −SPACE 

SUMMARY  

This thesis consists of 5 sections. In the first section, real-life applications of helix 

curves in our daily life, the relationship between curvature and torsion for a curve to 

be a helix, and a literature review about the concepts of the general helix, slant helix, 

and 2B  slant helix are given. 

The second section is divided into four subsections. In the first subsection, basic 

definitions and notions are given in Euclidean space. After that, a curve in this space, 

the curvatures and the Frenet frame of a curve are mentioned. In this subsection, the 

definitions related to higher-dimensional Euclidean space are given. However, in the 

other subsections, the necessary definitions and theorems are given for 4

dimensional space since the concepts used in this thesis depend on 4 dimensional 

space. In the second subsection, a framed curve  ,   in 4 dimensional Euclidean 

space is defined, and the generalized tangent v , generalized principal normal 1 , 

generalized binormal 2  and generalized second binormal 3  vectors at each point 

of this generalized frame are introduced. In the third subsection, the definition of 

general helices, which are widely used in 3 dimensional space, in 4 dimensional 

space, and the necessary and sufficient conditions for a curve to be a general helix 

are examined. In the last subsection of the second part, 2B  slant helix is defined as a 

curve formed by the relation that the second unit binormal vector 2B  of this curve 

makes a constant angle with a constant vector. Moreover, the relations between the 

curvatures are presented while the curve is a 2B  slant helix. 

In the third section, the notion of framed general helices in 4 dimensional 

Euclidean space are discussed. It is defined that the framed general helix in this space 

is the framed curve formed as a result of the generalized tangent vector v  making a 

constant angle   with a constant vector U . Then, the theorem expressing the 

necessary and sufficient condition for a framed curve to be a framed general helix is 

given as a constant value 

2
2

2

1p p

q r q

  
      

 equation consisting of the generalized 

curvatures , ,p q r  of the framed curve is provided. The necessary and sufficient 

conditions are given for this framed curve to be a framed general helix as the 

equation 
1 1

0
p p p p

q q r q r q


          
                   

 which is found by taking the derivative 

of the equation with the help of this theorem, is satisfied. Finally, the necessary and 

sufficient conditions are given for this framed curve to be a framed general  
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helix,such as the equality 1 2cos sin
p

C t C t
q
   obtained with the help of first and 

second-order differentiable functions    ,  p s q s  and  t s  are provided. 

In the fourth section, 2B  slant helices in 4 dimensional Euclidean space are 

examined with framed curves that can have singular points in order to generalize the 

subject of 2B  slant helices, to increase their usage areas, and prepare the base for 

new studies. The definition of framed 3  slant helices in 4 dimensional 

Euclidean space is given considering a study on 2B  slant helices in 4 dimensional 

Euclidean space presented by Önder et al., and a study on the framed curves in 4

dimensional Euclidean curve discussed by Akyiğit and Yıldız. Here the framed 3 

slant helix in 4 dimensional Euclidean space is defined as the framed curve formed 

as a result of the generalized second binormal vector 3  making a constant angle   

with a fixed direction U . Then, if a constant value 

2 2

2

1r r

q p q



   
   

   
 equation 

consisting of the generalized curvatures , ,p q r  of the framed curve is provided, the 

theorem expressing the necessary and sufficient condition for this framed curve to be 

a framed 3  slant helix is given. Starting from the equation obtained with the help 

of this theorem, a quadratic differentiable function f  is found and if this function 

satisfies the  
d r

f s p
ds q

 
  

 
 and  

d r
f s p

ds q
   equations, the necessary and 

sufficient condition is given for the framed curve to be a framed 3  slant helix. 

Finally, necessary and sufficient conditions are given for this framed curve to be a 

framed 3  slant helix if the equality cos ( ) sin ( )
r

A s B s
q

    obtained with the 

help of first and second-order differentiable functions    ,  q s r s  and  s  are 

provided. 

In the conclusion section, in the third section, a characterization 

2
2

2

1p p

q r q

  
      

 is 

given for framed generalized helices in 4 dimensional space in terms of their 

generalized curvatures , ,p q r . Then, a different characterization obtained if this 

characterization is provided is given. Finally, a characterization 

1 2cos sin
p

C t C t
q
   is given for framed general helices in 4 dimensional space 

with the help of properly selected first and second-order differentiable functions. In 

the fourth section, a characterization 

2 2

2

1r r

q p q



   
   

   
 of framed 3  slant helices 

found in terms of generalized curvatures is given. Then, based on this data, a 

different characterization is given for the framed 3  slant helices, which is 

obtained with the help of a second-order differentiable function f . Finally, another 

characterization is given for the framed 3  slant helix with the help of properly  
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selected first and second-order differentiable functions. At the end of this section, 

suggestions for advanced research are given. 
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1. GĠRĠġ  

Helis eğrilerine matematikte, biyolojide, mühedislikte, mimarlıkta, teknolojide, 

doğada ve bir çok alanda rastlanılmaktadır. Vida, boynuz, minare merdivenleri, DNA 

molekülü, çoğu proteinin yapısı, bazı bakteri Ģekilleri, bazı teknolojik araçların 

çalıĢma mekanizması karĢımızı çıkan örneklerden sadece birkaçıdır. 

Diferensiyel geometride helis, sabit bir eğriliğe ve sıfırdan farklı sabit bir burulmaya 

sahip bir geometrik eğridir (Barros, 1997). Eğri teğetinin, eksen olarak isimlendirilen 

sabit bir doğrultuyla sabit bir açı yapması genel helis olarak bilinir. Lancret 1802’de 

bir eğrinin genel helis olması için gerek ve Ģartın eğrinin 



 oranının sabit olması 

gerektiğini iddia etmiĢtir. Burada   eğrinin eğriliği,   ise eğrinin burulmasıdır. 

Daha sonra 1845 yılında Venant tarafından bu idda ispatlanmıĢtır (Struik, 1961). 

Genel helislere benzer olan slant helisler, Izumiya ve Takeuchi (2004) tarafından 

eğrinin asli normal vektörü, sabit bir doğrultuyla sabit bir açı yapan eğri olarak 

tanımlanmıĢtır. Ali ve López (2009), 4 boyutlu Öklid uzayında slant helisleri 

tanıtmıĢlar ve eğilikleri cinsinden bazı karakterizasyonlarını vermiĢlerdir. Kula ve 

Yaylı (2005), slant helisin küresel görüntülerini, teğet göstergesini ve binormal 

göstergesini araĢtırmıĢlar ve bu küresel görüntülerinin küresel helisler olduğunu 

bulmuĢlardır. Önder ve ark. (2008), 4 boyutlu Öklid uzayında slant helisin yeni bir 

çeĢidi olan 2B  slant helisleri tanıtmıĢ ve bu yeni çeĢit slant helis için bazı 

karakterizasyonlar vermiĢlerdir. Yoon (2012), 4 boyutlu Öklid uzayında 

kuaterniyonik genel helislerin tanıtmıĢ ve eğrilikleri cinsinden bazı 

karakterizasyonlarını vermiĢtir. 4 boyutlu Öklid uzayında helislerin bir 

karakterizasyonu Mağden (1993) ve 4 boyutlu Minkowski uzayın karĢılık gelen 

karakterizasyonu ise Kocayiğit ve Önder (2007) tarafından verilmiĢtir. Gök ve ark. 

(2011), 4 boyutlu Öklid uzayında kuaterniyonik 
2B  slant helisi tanıtmıĢlar ve 

eğrilikleri cinsinden bazı karakterizasyonlarını vermiĢlerdir. Bunların dıĢında helisler 

ile ilgili bir çok çalıĢma yapılmıĢtır (Ali, 2012; Bulut ve BektaĢ, 2020; Barros ve  
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Ferrández, 2009; Chouaieb ve ark., 2006; Forterre ve Dumais, 2011; Kula ve ark., 

2010). 

Bu çalıĢmada daha önce dört boyutlu Öklid uzayında çalıĢılmıĢ kuaterniyonik genel 

helislerin ve 
2B  slant helislerin genelleĢtirilmesi amacıyla dört boyutlu Öklid 

uzayında singüler noktalara sahip olabilen çatılandırılmıĢ eğriler çalıĢılmıĢ ve dört 

boyutlu Öklid uzayında uyarlanmıĢ çatı ile çatılandırılmıĢ genel helisler ve 

çatılandırılmıĢ 
3  slant helisler tanımlanmıĢtır. Ayrıca bu eğrilerin genelleĢtirilmiĢ 

eğrilik fonksiyonları cinsinden bazı karakterizasyonları verilmiĢtir. 

 

 

 

 

 



 
 

2. TEMEL KAVRAMLAR  

Bu bölümde eğriler teorisi ile ilgili temel tanım ve kavramlara yer verildi.  

2.1. Öklid Uzayında Temel Kavramlar  

Bu alt baĢlıkta, Öklid uzayında eğriler teorisi ile ilgili bazı temel tanım ve 

kavramlara yer verildi.  

Tanım 2.1.1. 
n
 vektör uzayında , np q  olmak üzere  

 
1

, :

      ,  ,

n n

n

i i

i

p q p q p q


 

 
 

fonksiyonuna Öklid iç çarpımı denir (Hacısalihoğlu, 1993). 

Tanım 2.1.2. np  olmak üzere 

. :

  ,

n

p p p p



 
 

fonksiyonu 
n
 uzayında bir normdur (Hacısalihoğlu, 1993). 

Tanım 2.1.3. 

   

:

   , ,

n nd

p q d p q p q

 

  
 

fonksiyonu 
n
 uzayında bir metriktir. Bu metrik ile birlikte 

n
 uzayına Öklid Uzayı 

denir. Bu uzay 
n
 ile gösterilir (Hacısalihoğlu, 1993). 

Tanım 2.1.4. : nI   biçiminde düzgün (C  sınıfından) bir   dönüĢümüne 
n
 

uzayında bir eğri denir. I   açık aralığına eğrinin parametre aralığı ve s I  

değiĢkenine ise eğrinin parametresi denir (Gray, 1997). 
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Tanım 2.1.5. : nI   bir eğri ve J  bir açık aralık olsun. :h J I  

difeomorfizmine,   eğrisinin bir parametre dönüĢümü denir. oh  eğrisi   

eğrisinin h  ile yeniden parametrelendirilmiĢ halidir (Gray, 1997) 

Tanım 2.1.6. : nI   eğrisi verilsin. O halde  

 
 

     1 2, ,..., n
d s dd d

s s s s
ds ds ds ds

  


 
    

 
 

vektörüne   eğrisinin  s  noktasındaki hız vektörü denir (Gray, 1997). 

Tanım 2.1.7. Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri 

denir (Hacısalihoğlu, 1993).  

Tanım 2.1.8. Eğrinin hız vektörünün sıfır olduğu noktaya eğrinin singüler noktası 

denir (Hacısalihoğlu, 1993). 

Tanım 2.1.9. : nI   olarak tanımlı regüler bi eğri olsun. 

   

:

        

I

s s s



 

 

  
 

Ģeklinde tanımlı   fonksiyonuna ,   eğrisinin skalar hız fonksiyonu,  s  reel 

sayısına da   eğrisinin  s  noktasındaki skalar hızı denir (Gray, 1997).  

Tanım 2.1.10. : nI   eğrisinin her bir s I  noktası için   1s   ise   

eğrisine birim hızlı eğri ve s  parametresine ise yay parametresi denir (Bär, 2010).  

Tanım 2.1.11. : nI   ve ,a b I  olsun. 

 '

b

a

t s ds   

reel sayısına eğrinin  a  ve  b  noktaları arasındaki yay-uzunluğu denir (Gray, 

1997). 

Tanım 2.1.12. : nI   olarak tanımlı diferensiyellenebilir bir eğri ve 
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( ){ , ,..., }r      

sistemi linner bağımsız olsun.   lineer bağımsız sisteminden elde edilen 

1 2{ , ,..., }rV V V  ortonormal sistemine,   eğrisinin Serret-Frenet r  ayaklı alanı, 

     1 2{ , ,..., }rV s V s V s  sistemine s I  noktasındaki Serret-Frenet r  ayaklısı denir 

ve her bir   1iV i r   vektörüne de Serret-Frenet vektörü denir (Gluck, 1966). 

Tanım 2.1.13. : nI   ve   eğrisinin yay parametresi s  olmak üzere  s  

noktasındaki Serret-Frenet r  ayaklısı      1 2{ , ,..., }rV s V s V s  olmak üzere, 

 

     1

: 1

     ,

i

i i i

k I i r

s k s V s V s



  

 
 

Ģeklinde tanımlanan 
ik  fonksiyonuna   eğrisinin .i  eğrilik fonksiyonu denir ve 

s I   için  ik s  sayısına da  s  noktasında   eğrisinin .i  eğriliği denir (Gluck, 

1966).  

Tanım 2.1.14. : nI   olarak tanımlansın ve s ,   eğrisinin yay parametresi 

olmak üzere, eğrinin  s  noktasındaki .i  eğriliği ( )ik s  ve Frenet r -ayaklısı 

     1 2{ , ,..., }rV s V s V s  olmak üzere 

     1 1 2 ,  . si V k s V s   

        
         1 1 1 , . i i i i iii V s Vs k s s sV k  
     

                            
     1 1. r r r siii V s k Vs 
    

dir. Dört boyutlu Öklid uzayında   eğrisinin Serret-Frenet formülü  

1
1 1

2 1 2 2

2 3 3
3

3 4

4

 0    0 0

 0    0

 0  0

 0  0 0

V k V

V k k V

k k VV

k V
V
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veya  

1

1 2

2 3 1
1

3 2

2

 0    0 0

 0    0

 0  0

 0  0 0

T k T

N k k N

k k BB

k B
B

 
    
     
     
    
          

 

Ģeklinde elde edilir (Gluck, 1966).  

Tanım 2.1.15  Dört boyutlu Öklid Uzayında vektör çarpımı aĢağıdaki gibi verilir. 

1 2

31 2 4

31 2 4

31 2 4

3 4e e

xx x x
x

y

e e

y z
y y y

zz z z

    

Burada 
1 2 3 4, , ,e e e e  vektörleri 

4
’ün ortonormal baz vektörleri ve 4, ,x y z ’tür 

(Mağden, 1990). 

Tanım 2.1.16. : nI   olarak tanımlı diferensiyellenebilir bir eğri olsun. t I , 

  eğrisinin herhangi bir parametresi olmak üzere   eğrisinin  t  noktasındaki 

       1 2{ , , , }T t N t B t B t  Frenet vektörleri  

 

 
 

 

 
         

         

       

 
     

     
 

2

2

1 2

2

1
  

,
  ,

,

  

 ,  1

,

,

t t
t

t t t t t
t

t t t t t

t t t t

t t t

T

N

B B T N

T
t

t t t

N
B

T N




    

    




 






    


    

  

 
  

 

 

Ģeklinde hesaplanır (Özyılmaz ve Yılmaz, 2009). 
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Tanım 2.1.17. t I ,   eğrisinin herhangi bir parametresi olsun.   eğrisinin  t  

noktasındaki Frenet eğrilikleri sırasıyla      1 2 3,   ve k t k t k t  olmak üzere, 

 
         

 

 
       

         

 
     

       

2

1 4

2 2

4

2

3

,
,

,
,

,

t t t t t
t

t

t t t t
t

t t t t t

t t
t

t t t t

k

T N
k

B
k

T N

    



 

    



 

    




  


    


  

 

Ģeklinde hesaplanır (Özyılmaz ve Yılmaz, 2009). 

2.2. 4-Boyutlu Öklid Uzayında ÇatılandırılmıĢ Eğriler 

4

3,    uzayında 

             
  4 4 4

3 1 2 3, , : , , , 1,2,3i j ij i j                 

Ģeklinde tanımlı bir küme olsun. 3 , 6boyutlu düzgün bir manifolddur. v  birim 

vektörü  1, 2, 3det , 1v      ve  1 2 3 3, ,     olmak üzere 
1 2 3v       Ģekilde 

tanımlanır. 

Tanım 2.2.1. Her t I  ve 1,2,3i   için    , 0it t     ise   4

3, : I     

dönüĢümüne çatılandırılmıĢ eğri denir.  ,   çatılandırılmıĢ eğri olacak Ģekilde bir 

3: I    varsa 4: I   bir çatılandırılmıĢ temel eğri olarak adlandırılır. 

  4

3, : I     çatılandırılmıĢ eğri olmak üzere      .s s v s    olacak 

biçimde bir : I   düzgün fonksiyonu vardır (Honda ve Takahashi, 2016). 
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Bir çatılandırılmıĢ eğri için regüler eğrinin Serret-Frenet formüllerine benzer Serret-

Frenet tipi formülleri tanımlanabilir.     ,v s s  ikilisi  s  çatılandırılmıĢ temel 

 eğri, boyunca hareketli bir çatı olsun. O halde   4

3, : I     çatılandırılmıĢ 

eğrisi için Serret-Frenet tipi formül, 

 

 

 

 

     

     

     

     

 

 

 

 

1 1

22

3
3

0

0

0

0

s f s g s h s s

f s j s k s ss

g s j s l s s
s

h s k s l s v s
v s

 






     
 

   
      

     
   

            

 

Ģeklinde verilir. Burada          , , , ,f s g s h s j s k s  ve  l s  düzgün eğrilik 

fonksiyonlarıdır. Bir :   düzgün dönüĢümü vardır öyle ki      s s v s    

dır.   4, , , , , , :f g h j k l I  , düzgün bir dönüĢüm olmak üzere 

              , , , , , ,f s g s h s j s k s l s s
 
ye  s  noktasında  ’nın çatılandırılmıĢ 

eğrilikleri denir. Eğer  0 0s   ise 0s ,  ’nın singüler noktasıdır (Takahashi ve 

Honda, 2016). 

Teorem 2.2.2.   4, , , , , , :f g h j k l I   düzgün bir dönüĢüm olmak üzere, 

çatılandırılmıĢ eğriliği  , , , , , ,f g h j k l   olan bir   4

3, : I     çatılandırılmıĢ 

eğris vardır (Honda ve Takahashi, 2016). 

Teorem 2.2.3.  ,   ve   4

3, : I    , çatılandırılmıĢ eğrilerin eğrilikleri 

sırasıyla  , , , , , ,f g h j k l   ve  , , , , , ,f g h j k l   olsun. Bu eğrilikler çakıĢık ise 

 ,   ve  ,   framed eğrileri kongurenttirler (Honda ve Takahashi, 2016). 

 

  4

3, : I     dönüĢümü, eğriliği  , , , , , ,f g h j k l   olan bir çatılandırılmıĢ 

eğri olsun. Euler açılarını kullanarak  1 2 3 3, ,     , 
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1 1

2 2

3 3

cos cos cos sin sin cos sin   sin sin cos cos sin

cos sin   cos cos sin sin sin sin cos cos sin sin

sin sin cos cos cos

             

             

      

       
     

   
     
          

 

Ģeklinde tanımlanır. Burada ,   ve   düzgün fonksiyonlardır. Basit hesaplamalar 

ile  

 
1 2 3 1 2 3v v             

olduğu kolayca görülebilir. 

Bu yüzden   4

3, : I     dönüĢümü de bir çatılandırılmıĢ eğridir. Kabul 

edelim ki ,   ve  (Euler açı) düzgün fonksiyonları için 

 

tan
sin cos ,

cos

cot cos sin

l k

h l k


 



  

 

 

 

sağlansın. O halde uyarlanmıĢ çatısının türev formülleri 

 

 

 

 

 

   

   

 

 

 

 

 

1 1

2 2

3 3

0    0 0

0   0

0 0  

0 0 0

v s p s v s

s p s q s s

s q s r s s

s r s s

 

 

 

     
     
      

      
     
           

 

olan   eğrisinin         , , ,p s q s r s s  eğrilikleri de 

sec sec ,p h     

 sin ,q j         

 
cos

cos
r j





   

Ģeklinde elde edilir. Burada 
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  sin sin ,f r      

  cos sin ,g r      

cos
 

cos
j r





   

Ģeklindedir. 

1 2 3, , ,v     vektörlerini sırasıyla çatılandırılmıĢ eğrinin genelleĢtirilmiĢ teğet, 

genelleĢtirilmiĢ esas normal, genelleĢtirilmiĢ binormal ve genelleĢtirilmiĢ ikinci 

binormal vektörü olarak adlandırılır (Akyiğit ve Yıldız, 2021). 

2.3. 4-Boyutlu Öklid Uzayında Genel Helisler  

Bu bölümde dört boyutlu Öklid uzayında genel helislerin tanımı ve ilgili bazı 

teoremler verildi. 

4: I   eğrilikleri sıfırdan farklı birim hızlı bir eğri ve Frenet elemanları 

1 2{ , , , }T N B B  olsun.  

Tanım 2.3.1. Birim hızlı bir   eğrisinin  s  noktasındaki birim teğet vektörü 

 T s , bir U  birim vektörü ile sabit bir   açısı yapıyorsa,   eğrisine genel helis 

denir ve { }Sp U ’ya ise helisin ekseni denir (Hacısalihoğlu, 1993). 

Teorem 2.3.2.  s  , 
4
'te sıfırdan farklı eğrilikleriyle birim hızlı bir eğri olsun.

 bir genel helis olması için gerek ve yeter Ģart 

2
2

1 1

2 2 3

t
1

sabi
k k

k k k

    
    
    



 

 

ifadesinin var olmasıdır (Yoon, 2012). 

Ġspat: Kabul edelim ki   eğrisi bir genel helis, U  birim vektörü genel helisin 

ekseni ve   sabit olsun. O halde genel helis boyunca , cos  sabittir.T U      Bu 

ifadenin türevi alınıp ve Frenet formülleri kullanılırsa  
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1

, 0,

   , 0

d
T U

ds

k N U

  

  

 

bulunur. 1 0k   olduğundan dolayı , 0N U    dir. O halde U  birim vektörü 

aĢağıdaki gibi yazılabilir.  

           1 2 1 3 2U a s T s a s B s a s B s                     (2.1) 

burada  1 , sabita s T U    ,  2 1,a s B U ,  3 2 ,a s B U  ve U  birim vektör 

olduğundan 
2 2 2

1 2 3 1a a a    dir. 

(2.1) ifadesinin türevinden  

     1 1 2 2 2 3 3 1 2 3 3 2 0U a k a k N a a k B a k a B                   (2.2) 

elde edilir. (2.2) eĢitliğinden  

31
2 1

32

,
aa

a k
kk



                                             (2.3) 

2 3 3a a k                                                         (2.4) 

elde edilir. 

3
2

3

a
a

k



   ifadesinin türevi (2.4) eĢitliğinde yazılırsa  

3

'
' 2

3 3
3

3 3 0a a k a
k

k                                             (2.5) 

bulunur. 
3

0

s

t k ds   ifadesi (2.5) denkleminde kullanılırsa 

2

3
32

0
d a

a
dt

                                                 (2.6) 
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elde edilir. Bu denklemin çözümünden  

   3 cos sina A t s B t s                                        (2.7) 

bulunur. Burada A  ve B  sabit fonksiyonlardır. (2.7) ifadesi, (2.3) ve (2.4) 

ifadelerinde kullanılırsa  

   1
2 1

2

sin cos ,
k

a a A t s B t s
k

    

   1
3 1

2 3

1
cos sin

k
a a A t s B t s

k k



 
   
 

 

bulunur. Buradan  

2
2

2 2 2 1 1
1

2 2 3

1k k
A B a

k k k

                    

 

elde edilir. ,A B  ve 1a  sabit olduğundan  

2
2

1 1

2 2 3

1
sabit 

k k

k k k

    
     
     

                             (2.8) 

olur. 

Tersine kabul edelim ki 

2
2

1 1

2 2 3

1k k

k k k

    
    
     

 ifadesi sabit olsun. O halde 

, sabitT U    olacak Ģekilde bir U  birim vektörü herzaman vardır. U  birim vektörü  

1 1
1 2

2 3 2

1k k
U T B B

k k k



 
    

 
 

Ģeklinde tanımlansın, (2.8) ifadesinin türevi kullanılarak 0U    bulunur. Buradan U  

bir sabit vektördür. Dolayısıyla   eğrisinin bir genel helis olduğu görülür. 
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Teorem 2.3.3.   birim hızlı eğrisinin 
4
’te bir genel helis olabilmesi için gerek ve 

yeter Ģart  

   1 1
3 3

2 2

 ve  
k k

k f s f s k
k k



   
     

   
 

olacak Ģekilde bir f  fonksiyonu olmasıdır (Yoon, 2012). 

Ġspat: Kabul edelim ki   bir genel helis olsun. O halde Teorem 2.3.2’den 

2
2

1 1

2 2 3

1k k

k k k

    
    
       

ifadesi sabittir. Bu ifadenin türevinden  

1 1 1 1

2 2 3 2 3 2

1 1
0

k k k k

k k k k k k


          

         
          

                                  (2.9) 

denklemi bulunur. Buradan  

1 1

2 21

3 2
1

3 2

1

1

k k

k kk

k k
k

k k








 
 

     
    
     

                                               (2.10) 

elde edilir. Eğer f  fonksiyonu  

1 1

2 2

1

3 2

1

k k

k k
f s

k

k k






 
 
  

  
     

 Ģeklinde tanımlanırsa, (2.10)  

             1

3 2

1 k
f s

k k



 
 

 
 

olur. 

Diğer taraftan (2.9) denkleminden  
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1 1
3

3 2 2

1 k k
k

k k k


    

      
     

                                       (2.11) 

dir.  1

3 2

1 k
f s

k k



 
 

 
’den (2.11) ifadesi, 

  1
3

2

k
f s k

k

 
   

 
 

olur. 

Tersine kabul edelim ki   1
3

2

k
k f s

k



 
  
 

 ve   1
3

2

k
f s k

k

 
    

 
 ifadeleri için bir f  

fonksiyonu var olsun ve U  birim vektörü 1
1 2

2

k
U T B f B

k
    Ģeklinde tanımlansın. 

O halde , 1T U   dır. Dolayısıyla   eğrisi bir genel helistir.  

Teorem 2.3.4.   birim hızlı eğrisinin bir genel helis olabilmesi için gerek ve yeter 

Ģart  

           1
1 2

2

cos sin
k

C t C t
k

                                           (2.12) 

olmasıdır. Burada 
1C , 

2C  sabit ve   3

0

s

t s k ds   dir (Yoon, 2012). 

Ġspat: Kabul edelim ki  , bir genel helis olsun. Teorem 2.3.3 kullanılarak  t s , 2C

-fonksiyonu ve    ,  m s n s , 1C  fonksiyonları  

  3

0

,

s

t s k ds                                                       (2.13) 

 

 

1

2

1

2

cos sin ,

sin cos

k
m t f s t

k

k
n t f s t

k

 

 

                                    (2.14) 
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Ģeklinde verilsin.   1
3

2

k
k f s

k



 
  
 

,   1
3

2

k
f s k

k

 
    

 

 ve (2.13) ifadelerinden 

0m n     bulunur. Buradan 
1m C  ve 

2n C  gibi sabit fonksiyonlardır. Böylece 

(2.14) ifadesinden 1
1 2

2

cos sin
k

C t C t
k

   elde edilir. 

Tersine 1
1 2

2

cos sin
k

C t C t
k

   ifadesi var olsun. O halde (2.14)’ten 

 2 1cos sinC t C t f s   bulunur. Teorem 2.3.3’den   eğrisinin bir genel helis 

olduğu görülür. 

2.4. 4-Boyutlu Öklid Uzayında   −Slant Helisler 

Bu bölümde dört boyutlu Öklid uzayında 
2B  slant helislerin tanımı ve ilgili bazı 

teoremler verilmiĢtir. 

4: I  , eğrilikleri sıfırdan farklı birim hızlı bir eğri ve Frenet elemanları, 

1 2{ , , , }T N B B  olsun. 

Tanım 2.4.1. 4: I   eğrisinin  s  noktasındaki esas birim normal vektörü 

 N s , bir U  birim vektörü ile sabit bir   açısı yapıyorsa,   eğrisine slant helis 

denir (Izumiya ve Takeuchi, 2004). 

Tanım 2.4.2. 4: I   eğrisinin  s  noktasında ikinci birim binormal vektörü 

 2B s , bir U  birim vektörü ile sabit bir   açısı yapıyorsa yani eğri boyunca  

 2 , cosB s U    , 

ise   eğrisi 
2B  slant helis olarak adlandırılır (Önder ve ark., 2008). 

Teorem 2.4.3 Birim hızlı bir   eğrisi 
4

 uzayında bir 
2B  slant helis olabilmesi 

için gerek ve Ģart  

   

2
2

23 3

2

2 1 2

1
tan sabit

k k

k k k


    
      
     

 



16 
 

denkleminin var olmasıdır. Burada  , ikinci birim binormal vektör 2B  ile bir U  

birim sabit vektörü arasındaki sabit açıdır (Önder ve ark., 2008). 

Ġspat: Kabul edelim ki   eğrisi bir 2B  slant helis olsun. O halde Frenet 

formüllerini kullanarak 2 , cosB U   ifadesinin türevinden 

3 1, 0k B U   

bulunur.  

3 0k   

olduğundan 1, 0B U   dır. Yani  2, ,U Sp T N B  dır. Buradan 

1 2 3 2U a T a N a B                                              (2.15) 

Ģeklinde yazılabilir. 

 1 , ,a s U T   2 , ,a s U N     3 2, cos sabittir.a s U B s    U  birim 

olduğundan  

2 2 2

1 2 3 1a a a                                                    (2.16) 

dir. (2.15) ifadesinin türevinden 

 1 2
2 1 1 1 2 2 3 3 1 0

da dadU
a k T a k N a k a k B

ds ds ds

   
         
   

             (2.17) 

denklemi elde edilir. (2.17) den  

31
2 3

1 2

1
     ,

kda
a a

k ds k
   

 

(2.18) 

 2
1 1 

da
a k

ds
   

elde edilir. Buradan 

 1
2

1

1 da
a

k ds
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ifadesinin türevinden (2.18) ifadesi, 

2 2

2 1 1 1 1 1 1 2

2 2 2 2

1 1 1 1

2

1 1 1 2
12

1

2
21 1 1

1 12

1

1 1
0,

                                        0,

                                        0

da k da d a d a k da da

ds k ds k ds k ds k ds ds

d a k da da
k

ds k ds ds

d a k da
k a

ds k ds

 





      

   

   

 

 

 

 

(2.19) 

Ģeklinde ikinci dereceden diferensiyel denklem olur.  1

0

s

t k s ds   ifadesinden (2.19) 

denklemi 

2

1
12

0
d a

a
dt

   

olur. A  ve B  sabit fonksiyonlar olmak üzere bu denklemin çözümünden  

   1

0 0

cos sin

s s

a A p s ds B p s ds                                  (2.20) 

bulunur. (2.20)’den (2.18) ifadesi  

   3
2 3 1 1

2 0 0

sin cos ,

s s
k

a a A k s ds B k s ds
k

      

   3
1 3 1 1

1 2 0 0

1
cos

s s
k

a a A k s ds B k s ds
k k



 
    

 
   

olur. Buradan  

 

   
1

3 3
3 1 1

2 1 20 0

1
sin cos ,

s
k k

A a k s ds k s ds
k k k
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   3 3
3 1 1

2 1 20 0

1
cos sin

s s
k k

B a k s ds k s ds
k k k

  
    
   

   

bulunur. Basit iĢlemlerle 

2 2

2 2 2 3 3
3 2

2 1 2

1k k
A B a

k k k

    
      
     

 

elde edilir. Böylece (2.16) ve (2.18) ifadelerinden  

2 2

2 2 2 23 3

2

2 1 2

1
cos sin

k k
A B

k k k
 

    
       
     

 

yani  

2 2

23 3

2

2 1 2

1
tan sabit

k k

k k k




   
     

   
                           (2.22) 

bulunur. 

Tersine, 

2 2

23 3

2

2 1 2

1
tan sabit

k k

k k k




   
     

   

 ifadesinin olduğunu kabul edelim. O 

halde daima 2 , cosB U   olacak Ģekilde bir U  birim vektörü vardır. U  birim 

vektörü  

3 3
2

1 2 2

1
cos

k k
U T N B

k k k


  
     
   

 

Ģeklinde tanımlansın. (2.22) eĢitliğinin türevinden  

3 3 31
12

1 2 1 2 2

1
,

k k kkdU
k T

ds k k k k k

 
    

      
     

 

0
dU

ds
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bulunur. Buradan U  sabit bir vektördür. Dolayısıyla   eğrisi dört boyutlu Öklid 

uzayında 2B  slant helis olarak bulunur. 

Teorem 2.4.4. Birim hızlı bir   eğrisinin 2B  slant helis olabilmesi için gerek ve 

yeter Ģart  

   3 3
1 1

2 2

  ve  
k kd d

f s k f s k
ds k ds k

 
   

 
                         (2.23) 

olacak Ģekilde bir 2C  fonksiyon f  olmasıdır (Önder ve ark., 2008). 

Ġspat:   eğrisinin bir 2B  slant helis olduğu kabul edilsin. O halde Teorem 

2.4.3’den 

2 2

3 3

2

2 1 2

1
sabit

k k

k k k



   
    

   
 

ifadesi vardır. Bu ifadenin türevinden 

3 3 3 3

2 2 1 2 1 2

1 1
0

k k k kd d d d

k ds k k ds k ds k ds k

        
          

        

,                   (2.24) 

denklemi bulunur. Buradan  

3 3

2 23

1 2 3

1 2

1

1

k kd

k ds kkd

k ds k kd d

ds k ds k

   
   

       
   
   

  

                                    (2.25) 

elde edilir. f  fonksiyonu,  

 

3 3

2 2

3

1 2

1

k k

k k
f s

k

k k






  
  
   
  
     

                                              (2.26) 

Ģeklinde tanımlanırsa, (2.25) ifadesi  3

1 2

1 k
f s

k k



 
 

 

 olur. Buradan  
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 3
1

2

k
k f s

k



 
 

 

                                              (2.27) 

elde edilir. 

Diğer taraftan (2.24) denkleminden  

3 3
1

1 2 2

1 k k
k

k k k


  

    
   

                                            (2.28) 

elde edilir.  3

1 2

1 k
f s

k k



 
 

 
’den (2.28) ifadesi  

    3
1

2

kd
f s k

ds k
                                               (2.29) 

olur. 

Tersine kabul edelim ki (2.27) ifadesi var olsun ve U  birim vektörü 

  3
2

2

cos
k

U f s T N B
k


 

    
 

 Ģeklinde tanımlansın. Buradan 2 , cosB U     

sabittir.  Dolayısıyla   eğrisi 2B  slant helis olarak bulunur. 

Teorem 2.4.5. Birim hızlı bir   eğrisinin 2B  slant helis olabilmesi için gerek ve 

yeter Ģart 3
1 1

2 0 0

cos sin

s s
k

A k ds B k ds
k

    olmasıdır (Önder ve ark., 2008). 

Ġspat: Birim hızlı   eğrisi bir 2B  slant helis olsun. O halde Teorem 2.4.4’den  s , 2C  

fonksiyonu ve    ,  m s n s , 1C  fonksiyonları  

   1

0

s

s k s ds   ,                                                   (2.30) 

 

 

3

2

3

2

cos sin ,

sin cos

k
m s f

k

k
n s f

k

 

 

 

 

                                            (2.31) 
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Ģeklinde tanımlanabilir.    3 3
1 1

2 2

 ,  
k kd d

f s k f s k
ds k ds k

 
   

 

 ve (2.30) 

ifadelerinden,  

3

2

3 3 3 3
1 1

2 2 2 2

cos sin

     cos sin sin cos

      = 0,

kdm d
f

ds ds k

k k k k
k k

k k k k

 

   

 

 
  

 

   
      
   

 

3

2

3 3 3 3
1 1

2 2 2 2

sin cos

    sin cos cos sin

     = 0

kdn d
f

ds ds k

k k k k
k k

k k k k

 

   

 

 
  

 

       
          
       

 

olarak bulunur. Buradan m  ve n  fonksiyonları A  ve B  gibi sabit fonksiyonlardır. O 

halde (2.31)’den  

3

2

cos sin
k

A B
k

                                            (2.32) 

bulunur. 

Tersine 
3

1 1

2 0 0

cos sin

s s
k

A k ds B k ds
k

    ifadesi var olsun. O halde (2.31)’den  

sin cosf A B     

bulunur. Teorem 2.4.4’den   eğrisi 2B  slant helis olarak bulunur. 
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3. 4-BOYUTLU ÖKLĠD UZAYINDA ÇATILANDIRILMIġ GENEL 

HELĠSLER 

Bu bölümde çatılandırılmıĢ genel helislerin tanımını ve bazı karekterizasyonları 

verildi.  

Tanım 3.1.  ,  , eğrilikleri sıfırdan farklı bir çatılandırılmıĢ eğri ve 1 2 3{ , , , }v    , 

 eğrisinin uyarlanmıĢ Frenet çatısı olsun. Eğrinin genelleĢtirilmiĢ teğet vektörü v , 

bir U  birim vektörü ile sabit bir   açısı yapıyor ise   4

3, : I     bir 

çatılandırılmıĢ genel helistir. 

Teorem 3.2.  ,  , 
4
'te bir çatılandırılmıĢ eğrinin bir çatılandırılmıĢ genel helis 

olabilmesi için gerek ve Ģart 

2
2

2

2

1
tan sabit

p p

q r q


  
       

olmasıdır. 

Ġspat: Kabul edelim ki  ,   framed eğrisi bir genel helis ve bu helisin ekseni U  

birim vektörü olsun. O halde eğri boyunca , sabittir.v U    Frenet formülleri 

kullanılarak bu ifadenin türevinden 

 , 0,v U    

1, 0p U    

denklemleri elde edilir. 0p   olduğundan U  vektörü, 

1 2 2 3 3U a v a a                                                (3.1) 

Ģeklinde yazılır. Burada 1 , sabita v U    , 2 2 , ,a U    2 2 3 3, ,  ,a U a U      

’dır. U  birim vektör olduğundan 2 2 2

1 2 3 1a a a    dir. (3.1) ifadesinin türevinden 

     1 2 1 2 3 2 2 3 3 0U a p a q a a r a r a                                 (3.2) 

bulunur. (3.2) eĢitliğinden 
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31
2

aa
a p

q r



   ,                                                  (3.3) 

2 3a a r                                                          (3.4) 

elde edilir. 3
2

a
a

r



   ifadesinin türevi (3.4)’te yazılırsa 

2

3 3 3 0
r

a a r a
r

 
                                                       (3.5)                                    

denklemi bulunur. 
0

s

t rds   ifadesinden (3.5) denklemi  

2

3
32

0
d a

a
dt

                                                      (3.6) 

olur. Bu denklemin çözümünden  

   3 cos sina A t s B t s                                            (3.7) 

bulunur. Burada A  ve B  sabit fonksiyonlardır. (3.7)’den (3.3) ve (3.4) ifadeleri, 

   2 1 sin cos ,
p

a a A t s B t s
q

    

   3 1

1
cos sin

p
a a A t s B t s

q r



 
   
 

 

olur. Buradan  

bulunur. Böylece  

2
2

1
sabit

p p

q q r

    
          

                                     (3.8) 

elde edilir. 
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Tersine 

2
2

sabi
1

t
p p

q q r

    
        



 

 ifadesinin var olduğunu kabul edelim. O halde 

, sabitv U    olacak Ģekilde bir U  birim vektörü her zaman vardır. U  birim 

vektörü 2 3

1p p
U v

q r q
 



 
    

 
 Ģeklinde tanımlansın. (3.8) eĢitliğinden 0U    dır. 

Buradan U  sabit bir vektördür. Dolayısıyla  ,   çatılandırılmıĢ eğrisi bir 

çatılandırılmıĢ genel helis olarak bulunur.  

Teorem 3.3.  ,   çatılandırılmıĢ eğrisinin bir genel helis olabilmesi için gerek ve 

yeter Ģart  

    ve 
p p

rf s f s r
q q



   
     

   

 

olacak Ģekilde bir f , 2C  fonksiyonunun var olmasıdır. 

Ġspat:  ,  ’nın bir çatılandırılmıĢ genel helis olduğu kabul edilsin. O halde Teorem 

3.2.’den 

2
2

sabit
1p p

q r q

    
        



 

 vardır. Bu ifadenin türevinden 

1 1
0

p p p p

q q r q r q


          

                   

                                (3.9) 

bulunur. Buradan 

 
1

1

p p

q qp

r q
p

r q








 
 

     
    
     

                                             (3.10)  

elde edilir. f  fonksiyonu  
1

p p

q q
f s

p

r q






 
 
  

  
     

 Ģeklinde tanımlanılırsa (3.10) ifadesi 
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1 p

f s
r q



 
 

 
 

olur. 

Diğer taraftan (3.9) denkleminden  

1 p p
r

r q q


    

           

                                          (3.11) 

elde edilir.  
1 p

f s
r q



 
 

 
 eĢitliğinden (3.11) ifadesi 

 
p

f s r
q

 
   

 
 

elde edilir.  

Tersine  
p

rf s
q



 
  
 

 ve  
p

f s r
q

 
    

 
 ifadeleri için bir f  fonksiyonunun 

olduğu kabul edilsin ve U  birim vektörü 
2 3

p
U v f

q
     Ģeklinde tanımlansın. 

O halde  

, 1v U   dır. Dolayısıyla  ,   çatılandırılmıĢ eğrisi bir çatılandırılmıĢ genel helis 

olarak bulunur. 

Teorem 3.4.  ,   çatılandırılmıĢ eğrinin çatılandırılmıĢ bir genel helis olabilmesi 

için gerek ve yeter Ģart  

1 2cos sin
p

C t C t
q
                                            (3.12) 

olmasıdır. Burada 1 2,  C C  sabit fonksiyonlar ve  
0

s

t s rds   dir. 

Ġspat:  ,   çatılandırılmıĢ eğrinin bir çatılandırılmıĢ genel helis olduğunu kabul 

edelim. Teorem 3.2 den  t s , 2C  fonksiyon ve    ,  m s n s , 1C -fonksiyonları  
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0

s

t s rds  ,                                                      (3.13) 

cos ( )sin ,
p

m t f s t
q

   
 

(3.14) 

                                                    sin ( )cos
p

n t f s t
q

   

Ģeklinde verilsin.   ,
p

rf s
q



 
  
 

  
p

f s r
q

 
    

 
 ve (3.13) ifadelerinden 0m n    

bulunur. Buradan 1m C  ve 2n C  gibi sabitlerdir. Böylece (3.14) ifadesinden 

1 2cos sin
p

C t C t
q

   bulunur. 

Tersine 
1 2cos sin

p
C t C t

q
   ifadesinin var olduğu kabul edilsin. O halde (3.14) 

ifadesinden  

 2 1cos sinC t C t f s   

bulunur. O halde Teorem 3.3’den  ,   çatılandırılmıĢ eğrisi bir çatılandırılmıĢ genel 

helis olduğu görülür. 
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4. 4-BOYUTLU ÖKLĠD UZAYINDA ÇATILANDIRILMIġ 3  SLANT 

HELĠSLER  

Bu bölümde çatılandırılmıĢ 3  slant helislerin tanımını ve bazı karakterizasyonları 

verildi.  

  4

3, : I     genelleĢtirilmiĢ eğrilikleri sıfırdan faklı bir çatılandırılmıĢ eğri ve 

Frenet elemanları  1 2 3, , ,v     olsun. 

Tanım 4.1.   4

3, :      çatılandırılmıĢ eğrinin genelleĢtirilmiĢ ikinci binormal 

vektörü 3 , bir U  birim vektörü ile sabit bir   açısı yapıyorsa,  ,   çatılandırılmıĢ 

eğri bir çatılandırılmıĢ 3  slant helis olarak adlandırılır. 

Teorem 4.2.   4

3, :      çatılandırılmıĢ eğrisinin, çatılandırılmıĢ 3  slant 

helis olabilmesi için gerek ve yeter Ģart 

2 2

2

2

1
tan sabit

r r

q p q




   
     

   
 

ifadesinin var olmasıdır. Burada  , genelleĢtirilmiĢ ikinci birim binormal vektörü 3  

ile sabit U  birim vektörü arasındaki sabit açıdır.  

Ġspat:   4

3, :      çatılandırılmıĢ eğrisi bir çatılandırılmıĢ 3  slant helis 

olsun. O halde 3 , cosU     ifadesi sabittir. Frenet formülleri kullanılarak bu 

ifadenin türevinden 

2 , 0r U    

bulunur. 0r   olduğundan U ,  1 3, ,Sp v    alt uzayındadır ve U  aĢağıdaki gibi 

verilir.  

1 2 1 3 3 ,U a v a a                                                   (4.1) 
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burada 1 ,a U v , 2 1,a U   ve  3 3, cos sabittir.a U s       U  birim 

vektör olduğundan 

2 2 2

1 2 3 1a a a                                                    (4.2) 

dir. (4.1) ifadesinin türevinden 

 1 2
2 1 1 2 3 2 0,

da dadU
a p v a p a q a r

ds ds ds
 

   
         
   

         (4.3) 

elde edilir. (4.3) denkleminden 

1
2 3

1
  , 

da r
a a

p ds q
   

 

(4.4) 

 
                                                                2

1

da
a p

ds
   

bulunur. Buradan 1
2

1
  

da
a

p ds
  ifadesinin türevi ve basit iĢlemlerle (4.4) ifadesi, 

2
21 1

12
0

d a dap
a p

ds p ds


                                            (4.5) 

Ģeklinde ikinci dereceden bir diferensiyel denklem olur.  
0

s

t p s ds   için (4.5) 

denklemi 

2

1
12

0
d a

a
dt

   

olur. A  ve B  sabit fonksiyonlar olmak üzere bu denklemin çözümünden 

   1

0 0

cos sin ,

s s

a A p s ds B p s ds                                       (4.6) 

elde edilir. (4.6) ifadesi (4.4)’de kullanıldığında 
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   2 3

0 0

sin cos ,

s s
r

a a A p s ds B p s ds
q

      

   1 3

0 0

1
cos

s s
r

a a A p s ds B p s ds
p q



 
    

 
   

bulunur. Bu ifadeler düzenlenirse 

   
1

3

0 0

1
sin cos ,

s
r r

A a p s ds p s ds
q p q

  
        

   

 

 

(4.7) 

   3

0 0

1
cos sin

s s
r r

B a p s ds p s ds
q p q

  
       

   

elde edilir. Buradan 

2 2

3 cosa                                                   (4.8) 

olduğu görülür. O halde (4.2) ve (4.4) eĢitlikleri yardımıyla (4.7) ifadesini 

düzenlenirse 

2 2

2 2 2 2

2

1
cos sin

r r
A B

q p q
 

    
       

     

 

elde edilir. Yani  

2 2

2

2

1
tan sabit

r r

q p q




   
     

   
                              (4.9)  

olur. 

Tersine, 
2 2

2

2

1
tan sabit

r r

q p q




   
     

   
 ifadesinin var olduğunu kabul edelim. O 

halde daima 3, cos =sabitU   olacak Ģekilde bir U  birim vektörü vardır. U  

birim vektörü  
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1 3

1
cos

r r
U v

p q q
  

  
     
   

 

Ģeklinde tanımlansın. (4.8)’in türevinden U  vektörünün türevi 

2

1
,

dU p r r r
p v

ds p q p q q

      
           

 

                                         0
dU

ds
   

bulunur. Buradan U  sabit bir vektördür. O halde ( , )   çatılandırılmıĢ eğrisi dört 

boyutlu Öklid uzayında bir çatılandırılmıĢ 3  slant helis olarak bulunur.  

Teorem 4.3.  ,   çatılandırılmıĢ eğrisinin bir çatılandırılmıĢ 3  slant helis 

olabilmesi için gerek ve yeter Ģart  

    ve 
d r d r

f s p f s p
ds q ds q

 
   

 
                               (4.10) 

olacak Ģekilde bir 2C -fonksiyon f  olmasıdır. 

Ġspat:  ,   çatılandırılmıĢ eğrisinin bir çatılandırılmıĢ 3  slant helis olduğu kabul 

edilsin. O halde Teorem 4.2’den 

2 2

2

2

1
tan sabittir.

r r

q p q




   
     

   
 

vardır. Bu ifadenin türevinden 

1 1
0

r d r d r d d r

q ds q p ds q ds p ds q

        
         

        

                      (4.11) 

denklemi elde edilir. Buradan 
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1

1

r d r

q ds qd r

p ds q d d r

ds p ds q

   
   

       
   
  

  

                                 (4.12) 

bulunur. f  fonksiyonu  

 
1

r r

q q
f s

r

p q






  
  
   
  
     

                                          (4.13) 

Ģeklinde tanımlanırsa, (4.12) ifadesinden  
1 r

f s
p q



 
 

 

 bulunur. Buradan 

 
r

pf s
q



 
 

 
                                                (4.14) 

elde edilir. 

Diğer taraftan (4.11) denkleminden 

1 r r
p

p q q


  

       

                                           (4.15) 

elde edilir. (4.14) eĢitliğini (4.15) de yerine yazıldığında 

olur. 

Tersine kabul edelim ki (4.14) ifadesi sağlansın ve U  birim vektörü 

  1 3cos
r

U f s v
q

  
 

    
 

 Ģeklinde tanımlansın. Buradan 3 , cosU     

ifadesi sabittir. O halde ( , )   çatılandırılmıĢ eğrisi bir çatılandırılmıĢ 3  slant helis 

olarak bulunur.  

   
r

f s p
q

                                                      (4.16) 
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Teorem 4.4. ( , )   çatılandırılmıĢ eğrinin bir çatılandırılmıĢ 3  slant helis 

olabilmesi için gerek ve yeter Ģart 

cos ( ) sin ( )
r

A s B s
q

                          (4.17) 

olmasıdır. 

Ġspat:  ,   çatılandırılmıĢ eğrisinin bir çatılandırılmıĢ 3  slant helis olduğu 

kabul edilsin. O halde Teorem (4.3)’den  s , 2C -fonksiyonu ve    ,  m s n s , 1C -

fonksiyonları  

   
0

s

s p s ds            (4.18) 

cos sin ,

sin cos

r
m f

q

r
n f

q

 

 

 

 

    (4.19) 

vardır. (4.17) ve (4.18) eĢitliklerinden 

cos sin

     cos sin sin cos

     0,

dm d r
f

ds ds q

r r r r
p p

q q q q

 

   

 

 
  

 

   
      
   



 

sin cos

    sin cos cos sin

    0

dn d r
f

ds ds q

r r r r
p p

q q q q

 

   

 

 
  

 

       
          
       



 

bulunur. Buradan  m s A  ve  n s B  gibi sabit fonksiyonlardır. O halde (4.19) 

ifadesi 
r

q
 için çözüldüğünde 
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cos sin
r

A B
q

                                            (4.20) 

bulunur. 

Tersine (4.17) ifadesi var olsun. O halde (4.19) ifadesinden  

sin cosf A B     

bulunur. Teorem 4.3’den  ,   çatılandırılmıĢ eğrisi bir çatılandırılmıĢ 3 -slant helis 

olarak bulunur. 
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5. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

Bu çalıĢmanın üçüncü bölümünde 4 boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmıĢ genel 

helislerin tanımı ve , ,p q r  genelleĢtirilmiĢ eğrilikleri cinsinden, sabit değerli bir 

denklemin sağlanması halinde, bir çatılandırılmıĢ genel helis olabilmesi için gerek ve 

yeter Ģart verilmiĢtir. Daha sonra bu teoremden yararlanılarak  
p

rf s
q



 
  
 

 ve 

 
p

f s r
q

 
    

 
 ifadeleri için ikinci dereceden diferensiyellenebilir bir f  

fonksiyonunun bulunması halinde çatılandırılmıĢ eğrinin bir çatılandırılmıĢ genel 

helis olabilmesinin gerek ve yeter Ģartı verilmiĢtir. Son olarak ise birinci dereceden 

m , n  ve ikinci dereceden t  fonksiyonları yardımıyla elde edilen belli bir eĢitliğin 

sağlanması halinde çatılandırılmıĢ eğrinin bir çatılandırılmıĢ genel helis olabilmesi 

için gerek ve yeter Ģart verilmiĢtir. 

Dördüncü bölümde ise ilk olarak dört boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmıĢ 3 

slant helislerin tanımı verilmiĢtir. Ardından, bir teorem ile çatılandırılmıĢ eğrinin 

, ,p q r  genelleĢtirilmiĢ eğrilikleri cinsinden elde edilen sabit değerli bir 

2 2

2

1r r

q p q



   
   

   
denklemin sağlanması halinde çatılandırılmıĢ eğrinin bir 

çatılandırılmıĢ 3  slant helis olabilmesi için gerek ve yeter Ģart verilmiĢtir. Bu 

teoremden hareketle  
d r

f s p
ds q

 
  

 
 ve  

d r
f s p

ds q
   Ģeklinde elde edilen 

denklemler için ikinci dereceden diferensiyellenebilir bir f  fonksiyonunun 

bulunması halinde çatılandırılmıĢ eğrinin bir çatılandırılmıĢ 3  slant helis 

olabilmesi için gerek ve yeter Ģart verilmiĢtir. Son olarak birinci ve ikinci dereceden 

fonksiyonlar yardımıyla elde edilen eĢitliğin sağlanması halinde bu eğrinin 

çatılandırılmıĢ bir 3  slant helis olabilmesi için gerek ve yeter Ģart verilmiĢtir. 
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Bu tezde çalıĢmıĢ olduğumuz 4 boyutlu Öklid uzayında uyarlanmıĢ çatı ile 

çatılandırılmıĢ genel helis ve çatılandırılmıĢ 3  slant helisler konusu yine dört 

boyutlu Öklid uzayında darboux çatı ve bishop çatı ile çalıĢılabilir. 
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