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OZET

Anahtar kelimeler: Koordinat, Egri, Yiizey, Hareketli grafik

Maple programinin, geometrik yapilar iizerindeki uygulamalarin sunuldugu bu
calismanm birinci boliimiinde,  calismanin amaglarindan bahsedilmis. Ikinci
boliimiinde, programlama dilinin temel mantigin1 olusturan, koordinat sistemleri,
hakkinda bilgiler verilmistir. Verilen bu bilgilerin amaci, ekler kisminda yazilan
kodlar desteklemektir.

Ugiincii boliimde, tasarim uygulamalarina ¢ok elverisli olan Bezier, Spline...gibi egri
tirleri anlatilmig. Egriler {izerinde gergeklestirilen doniisiim islemlerinden
bahsedilmis ve son olarak verilen orneklerle doniisiim islemleri ile geometrik
yapilarin hareketliligi arasinda baglanti kurulmustur.

Dérdiincii boliimde de {igiincii boliime paralel olarak egriler konusunda anlatilanlar,
ylzeylere aktarilmistir ve en son boliimiinde de c¢alismanin amaci olan hareketli
grafiklerle anlatilanlar desteklenmistir.



SOME GEOMETRIC STRUCTURE’S MOVEMENT TO
FOLLOW WITH COMPUTER PROGRAMING

SUMMARY

Keywords: Coordinate, Curve, Surface, Animation

In this thesis’s first chapter, explained geometrical structure application with maple
programming language. Second chapter, gived information about coordinate systems,
wich is the basic logical structure of maple programming language.

In third chapter, explained Bezier and Spline curves, and then explained translation
process. Lastly, gived geomerical structure animation with translation process.

And finaly explained Bezier, Spline, Rotational surrrfaces, and also explained ttthis
surfaces’ animation with animation graphics.

Xi



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Amaclar

Bilgisayarin her alandaki gelismesinin bir sonucu olarak Bilgisayar destekli ¢izim ve
Tasarim uygulamalarinin, kullanimi da yayginlasmistir. Ciinkii bu tarz programlama
dilleri, tasarimi daha kisa stlirede hazirlayabilme imkani sunar. Bunun yaninda
gorsellikle teorik bilgiyi birlestirdigimizde anlatmak istediklerimizin verimliligi

artar.

Bu anlatilanlara paralel olarak Matematigin dallarindan biri olan geometri ve
geometrinin alt dallar olan diferansiyel geometri ve hareket geometrisinin guinliik
hayata ve uygulamaya ¢ok kolay aktarilabilecegi bilinmektedir. Bu teorik bilgileri,
aktarma islemi de yukarida da anlatildigl gibi en ideal bilgisayar teknolojisi ve bu
teknolojinin, getirdigi kolayliklarla gerceklestirilebilir. Dolayisiyla; kullanilan teorik
bilgilerin klasik yaklasimlari ile bu yaklasimlarin bilgisayar uygulamalari, bir araya

getirilmis ve hedeflenen davranislara ulasilmis olur.

Yeni tretilecek olan ya da dnceden tretilmis olan teorik yaklasimlarin, bilgisayar
teknolojisine uygun hale getirilmesinin 6nemi giderek artmaktadir. Bu sebeple,
yapilan bu calismada da geometrik bilgilerle, tasarim uygulamalarinin birlikte
kullannmi1 maple programlama dili araciligiyla gerceklestirilmistir. Bu kullanim
sirasinda da ilk olarak koordinat bilgilendirmesi yapilmistir. Cilinkii Maple
programlama dili komutlari, koordinat kullamimini1 dikkate alir. Dolayisiyla ilk
boliim, Kutupsal, Silindirik ve Kiiresel koordinat tanimlamalarindan

olusturulmustur.



Ikinci boliimde de Parametrik Egri Tasarimindan bahsedilmis. Parametrik kullanim,
bu kullanimin geometriye kattig1 avantajlar ve egri ¢izim hizin1 arttiracak
yaklasimlar anlatilmistir. Ardindan da anlatilan bu teorik bilgiler, geometrik
tasarimda ¢ok kullanilan egri tiplerinden olan Bezier, Spline ve Rasyonel egrilere
uygulanmistir. Ikinci béliimiin son béliimiinde de diizlemde hareketliligi saglayan
Doéniisiim iglemleri, anlatilarak bu islemlerin, egriler lizerinde ne gibi hareketlikler,

Urettigi sergilenmistir.

Ugiincii boliimde, Parametrik Yiizey Tasarimu seklinde yapilandirlmistir. Yapilan
teorik ylizey tanimlamalarindan sonra ikinci boliimde oldugu gibi bu tanimlamalar,
geometrik tasarim uygulamalarinda ¢ok kullanilan Bezier, Spline, Rasyonel ve Donel
ylzeyler ile bilinen bazi geometrik yiizeyler (Kiire, Silindir, Koni) iizerine
uygulanmistir. Bu bolimiin son alt boliimiinde de Uzayda hareketliligi saglayan
donlistim islemleri, anlatilarak bu islemlerin, yiizeyler lizerinde ne gibi hareketler

Urettigi sergilenmistir.

Bolim dortte ise anlatilanlart  desteklemek igin verilen sekillerin, Maple

programlama dilindeki kodlarina, yer verilmistir.



BOLUM 2. KOORDINATLAR

2.1. Giris

Bu boéliimde koordinat bilgilerine yer verilmesinin nedeni, kitapta anlatilanlar
gorsellikle destekleyebilmek icin kullanilan maple programlama dili kodlarinin
Kutupsal, Silindirik ve Kiiresel koordinatlar1 baz alarak yapilandirilmasidir. Diger
boliimlerde bu bolim bilgilerinden pek yararlanilmamis sadece son boliimde yer

verilen kodlar, bu bdliimde anlatilan koordinat bilgileriyle desteklenmistir.
2.2. Kutupsal Koordinatlar

Diizlemde bir AOP agisi ve OP uzunlugu alindiginda, OP uzunlugu r(P) ile
gosterilsin ve | 0] | = 1(P) olsun. AOP agisinin [0,21] Araligindaki 6l¢iisii de O(P)
ile gosterilsin. Bu durumda, P noktasi koordinat olarak (r(P), ©(P)) ikilisi seklinde
yazilir ve (r(P), ©(P)) ikilisine P noktasinin, kutupsal koordinatlar1 (bilesenleri)
denir. (r(P), ©(P)) ikilisi seklinde alinan P noktasi, ayn1 noktaya karsilik gelecek

sekilde; ((r(P), ©(P))+2kn),(-(r(P), ©(P))+m) ve (-(r(P), O(P))+n+2kn) bigimlerinde
de yazabilir. Bu ikililerde yine P noktasinin, kutupsal koordinatlar1 olarak

adlandirilir.

Buradan anlasilacagi lizere diizlemde alinan bir P noktasinin, kutupsal koordinatlari

tek degildir. Fakat kutupsal koordinatlari verilen bir nokta tek olarak belirlenir. (r, ©)

fonksiyonlarina, kutupsal koordinat fonksiyonlar1 adi verilir ve (r,©) ikilisine de

kutupsal koordinat sistemi denir.



P noktasiin, dik koordinat sistemindeki bilesenleri, ( p,, p, ) ve kutupsal koordinat

sistemindeki bilesenleri, (r(P),©(P)) olmak {izere; bir noktanin, dik koordinat

sistemindeki bilesenleri, kutupsal koordinat sistemindeki bilesenleri tiirlinden

asagidaki gibi yazilabilir.

p, = 1(P).Cos(8(P))

p,=r(P). Sin((B(P))

p,=X,(P)

p,=X, (P) oldugundan

X,(P)=1(P).(CosO)(P)
X, (P)= r(P).(Sin®)(P) esitlikleri yazilabilir. Dolayisiyla diizlemde alinan her P

noktasi igin:

x,=1.CosO

X, = 1.Sin© esitlikleri elde edilir. Bu esitliklere de dik koordinat fonksiyonlarini,

kutupsal koordinat fonksiyonlarina bagl olarak veren, fonksiyonlar denir.

2.3. Silindirik Koordinatlar

Silindirik koordinat sistemini de yine dik koordinat sisteminden yararlanarak

aciklayacagiz. Dik koordinat sisteminde herhangi bir noktanin koordinatlarini,

(x,, X, , X;) seklinde gosterelim ve Uzayda herhangi bir P noktas: verildiginde P
noktasmin, x,0 x, diizlemindeki dik izdiistimiine, T diyelim. x,0 x, diizleminde,
[O x, 1s1n1, kutup ekseni alinarak elde edilen kutupsal koordinat sistemine gore, T

noktasinin kutupsal koordinatlari, (u,,u, ,u,) olsun.



Dik koordinat sisteminde, P noktasina karsilik gelen ti¢lii ( p,, p, p;) olmak lizere,
u,= p, olarak alinsin. Béylece P noktasina karsilik (u,,u, ,u;) tgcliisii elde edilir ve
bu ti¢lilyli olusturan (u,,u, ,u;) sayilarma, P noktasinin, silindirik koordinatlar ad:

verilir ve (u,,u, ,u, ) sayilart da asagidaki fonksiyonlar sekilde yazilir.

r=R** R, 6=R* R, z=R™> R olmak iizere;

r(P)=u,, O(P)=u,, z(P)=u,

ve bu fonksiyonlar1 olusturan (r, ©, z) tgliisiine de silindirik koordinat sistemi, adi
verilir. P noktasinin, p,, p, , p; koordinatlar1 ile u,u, ,u; silindirik koordinatlar

arasinda asagidaki esitlikler bulunur.

p,=u,Cos (u,)
p,=u,Sin(u,)

ps=Uu;

u,=r(P)
u, =06(P)

u,= z(P)

oldugundan bu esitliklerden yararlanarak (r, ©, z) koordinat sistemi ile (x,, x, , X;)

koordinat sistemi arasinda;:

x,=1 .Cos(0), x,=r.Sin(0), x,= z esitlikleri elde edilir. Ayn1 agiya ait kosiiniis

degerinin karesi ile siniis degerinin karesinin toplami bir oldugundan, x,ve x,
esitliklerinde her iki tarafin karesini alinarak esitliklerin karsilikli terimleri toplanirsa

X;+ x; =1’ esitligi elde edilir. Yapilan islemler sonucunda r ve © koordinat

bilgileri, asagidaki gibi elde edilir.



r= /X +X
X5
— = tan(O)

Xy

X
arctan —= 0 esitlikleri elde edilir.
Xy

Sonugta silindirik koordinatlar, asagidaki gibi yazilabilir.

r=4/X} +X;

X5
© =arctan —
X

Z=X,

2.4. Kiiresel Koordinatlar

Uzayda bir P noktas1 aldigimizda, bu noktanin orijine olan uzaklig1 | oP | olsun

ve | oP | =h, diye gosterilsin. P noktasinin, x,0x, diizlemindeki dik izdiisimii, Q
ve A=(1,0,0) olmak tizere AOQ yonlii agisinin dlgiisii, h, olsun. B=(0,0,1) olmak
tizere BOP yonlii agisinin dlgiisti de h, olsun. h,, h, , h; sayilarinin verilmesiyle P

noktasi, tek olarak verilmis olur ve bu ii¢ sayiya, P noktasinin, kiiresel koordinatlar

adr verilir. Asagidaki sekilde goriildiigii gibi O noktasida h, sayist 0°dir. h, ve h;

sayilar1 istenildigi gibi secilebilir.
a:R’ —» R, ©:R*—> R, @: R’—> R olmak iizere;

h,, h,, h, sayilar,, «(P) =h,, ©(P)=h,, @(P) = h, seklinde gosterilir ve bu

fonksiyonlara, uzayda kiiresel koordinat fonksiyonlar1 denir. (o,0, @) tgliisiine de

uzayda kiiresel koordinat sistemi adi verilir. Uzayda dik koordinat sistemi,



(x,, X, , X,) olmak tiizere, kiiresel kooordinat sistemi, o, © ve @ tiirlinden asagidaki

gibi yazilabilir.

x,= a.Cos (©).Sin (Q)
X, = a..Sin (0).Sin (Q)

x,;= a.Cos (9)

Bu esitliklerde x|, x , ve x;’te her iki tarafin karesini alirsak;
X, X, 2y x37= a’.Cos’ (6).Sin’ (@) +a’.Sin’ (6).Sin” (@) + a’.Cos’
X2 1 X, 2 .x;7=a’ [Cos’ (B).Sin’ (Q) +Sin’ (6).Sin’ () + Cos* (9]

x, 2 X, 2 %2 = a’ [Sin® (@) (Cos> (©)+ Sin? (8) + Cos’ ()]

X, 41X, 2. x;7=a’ [Sin® (@) +Cos? (@) ]=0a’

Dolayisiyla a koordinati, o = 4/x} +X; +X; olur. Yapilan islemler sonucunda:

X5
— = tan(O)
Xy
X5
arctan—=20
X4
X

arccos == @ denklemleri elde edilir.
a



Sonuc olarak kiiresel koordinatlar, asagidaki gibi yazilir.

2
© = arctan —
Xy

X3

[,2 2 2
X; + X5 + X5

) = arccos



BOLUM 3.
BILGIiSAYAR DESTEKLI PARAMETRIK EGRI TASARIMI

3.1. Temel Kavramlar

Bu béliimde, egrinin parametrik tanimi ve egri liretme yontemlerinden bahsedilmis

R’’'te egri, R'nin bir I acik aralifindan R’ uzayma giden siirekli olan bir o,

fonksiyonun I, araligindaki gériintiisii olarak tanimlanir.

o : [—> R’, fonksiyonu verildiginde o (I) kiimesi de verilmis olacagindan ve «

)
nin 6zellikleri, a fonksiyonu yardimiyla incelendiginden, o fonksiyonu bir egri

olarak nitelendirilir. t € Ii¢cin a (t) € R* oldugundan;

a(®)=(a (1), a, (t),a ;(t)) biciminde li¢ elemanli olmak zorundadir. Burada

a, () ER, a, (t) ER, a ;(t) € R oldugundan, her bir a egrisi,

a R a,:l — R, a;:1 —R’

Seklinde yazilabilir ve bu fonksiyonlara a egrisinin bilesenleri adi verilir. «
egrisinin siirekli olmasi, a'nin her bir bileseninin, ayr1 ayri stirekli olmasi

anlamina gelir. Yani «a , a,, a ; fonksiyonlari da siirekli olmalidir.

Bu sdylenenler bir baska deyisle, su sekilde de ifade edebilir. U¢ boyutlu uzayda
bir « egrisi, I bir aralik, R’de reel eken olmak ilizere o: 1 — R’ seklinde
tanimlanir. t alinan I, acik araliginin bir elemani olmak iizere (t € R) a egrisinin,

asagidaki gibi ii¢ koordinati vardir.
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a®=(a,(®), a, (), a;())

Burada a;: 1 — 3R’ seklinde tanmimlanir. t degiskeni, zamani temsil etmek tizere
a(t) aldig1 farkli degerlere gore ti¢ boyutlu uzayda bir egri ¢izdirir. a egrisi,

tiirevlenebilen bir fonksiyon oldugundan koordinatlari olan o, ’ler de tiirevlenebilir.

R * uzayinda ise bir o egrisinin, iki tane bileseni vardir. Yani diizlemde bir o egrisi,
«l—»R*, 0] —»R?, a,:1 —>R?

Stuirekli fonksiyonlar olmak tzere, a=( «,, o, ) seklindedir. Uzayda bir dogruda

aslinda 6zel bir egridir. P ve R iki farkli nokta olmak tlizere, a egrisi; a(t)=P+t. PR
seklinde yazilabilir. Bu sekilde yazilan a egrisi, aslinda P ve R noktalarindan gecen
bir dogrudur. Uzayda egri olusturmanin bir diger yolu da iki yiizeyin arakesitini
almaktir. Herhangi iki ylizeyin, kesistikleri bolgede, her zaman icin bir egri
olusur. Bu anlatilanlar1 6rnekleyen maple uygulamasi, iki ylizeyin kesisimi

seklinde gosterilmistir.

Sekil 3.1. ki yiizeyin arakesitinin egri oldugunu gosteren drnek
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3.2. Bilgisayar Destekli Tasarimda Parametrik Gosterim

Bu boliimde, bilgisayarda bir egrini ¢izdirilmesinde hassasligi ve hiz1 arttiracak bazi
yaklagimlar ve bunlarin gelistirilmesinde dikkat edilmesi gereken bazi geometrik
ozellikler anlatilarak Parametrik gosterimin avantajlar1 ve bilgisayar destekli tasarimda

parametre doniisiimiin uygulanmasi igslemlerinden bahsedilmistir.

Egri iizerindeki koordinat tanimlamalarinda t’yi dordiincii parametre olarak se¢gmek
istedigimizde diger li¢ koordinati, parametrik formda yazariz ve bu yazilimda egri

iizerindeki herhangi bir noktay1,

P®)= ((x(), y(1), z(t) )

Seklinde vektorel fonksiyon olarak ifade ederiz. Parametrik denklemler, genellikle O
ile 1 arasinda degisen degerler alabilecek sekilde tammlanirlar. Ornegin merkez
koordinatlari, orijin olan ve Xy diizleminde bulunan bir ¢ember, parametrik olarak

asagidaki gibi gosterilir.

X(t)=r.cos(0) y(t)=r.sin(B) z(t)=0;

2

1

0

13

2_|||||||||1—|—r|||||||||
2 -1 0 1 2

Sekil 3.2. Iki boyutlu uzayda gemberin parametrik gosterimi
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3.2.1.Parametrik gosterimin avantajlari

Egrilerin ya da yiizeylerin, grafik uygulamalarinda kullanabilecegimiz, en uygun
yontem, parametrik denklem uygulamalaridir. Ciinkii bu yontemin getirdigi bir takim
avantajlar vardir. Bir egrinin, parametrik ifadesinin, parametrik olmayan ifadesine
gore avantajlari, Yamaguchi, tarafindan 1989°da belirtilmistir. Bu avantajlar, daha iyi

anlasilmasi icin verilecek tanimin ardindan asagidaki gibi siralanabilir.

Tanmm 2.1: a<t<b olmak iizere verilen bir P(t) egrisini, 0< t <1 olacak bi¢cimde
t cinsinden yeniden parametrelendirme islemine, egriyi normalize etme islemi denir.
[Yamaguchi(1989), Mortensan(1989), Caliskan(2000) Diferensiyel geometri ders

notlari].

gerekirse %, y, Z v.b nin t'ye gore grafikleri cizilip, karakterleri belirlenebilir.
Boylece teget ve egrilik siireklilikleri daha kolay belirlenebilir. Ayrica, bunlara
uygun parametre araliklar1 tespit edilebilecegi gibi, bunlarin nerelerde
extremum degerler aldigi, hangi t parametre degerleri i¢cin hangi koordinat
fonksiyonunun egrinin sekli iizerinde daha fazla etkisi oldugu belirlenebilir.
Yani parametre araliklarinda bilesenlerin artis veya azalis miktarlar1 ve
bunlarin her bir veriyle kiyaslanmalar1 kolaylasir. Bir sonraki sayfada bu
sOylenenler, degisen t, parametresi i¢in gergeklestirilmis birinci 6rnekte, 0 ile 12Pi
aralif1 icin ¢izilen bir helis egrisi, ikinci 6rnekte ise 0 ile SPi aralig1 i¢in ¢izilen baska

bir helis egrisi gosterilmistir.

Baska bir ornekte de egri ¢izim hizina etki edebilecek farkliliklara bakalim ve
P(t)=(1-t* +t)P,+(t* -t)P, Egrisini ele alalim. P(0)= P, ve P(1)= P, dur.
Burada P ,in se¢imi egriyi degistirebilir. Ornegin P ;=0 alirsak , P(t)= (t*-t)P,

sekline doner. Bu ifade de P, = (P P, ) dersek

1 x
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P)=( (t*-)P,,, (t>-)P, ,) olur ve koordinatlar,

x()= (t*-t) P, , ve y(t)= (t*-t)P, dir. Ornegin x(t) nin T tepe noktasinin
. 1 - PlX .. .

koordinatlar, T=(5, T) ve y eksenini kesim noktalarina karsilik gelen t

parametre degerleri, x(t)= (t*-t) P, , =0 igin, t={0,1} olarak bulunur. Bu veriler

yardimiyla egrinin grafigini cizersek 0<t<1 arasinda, O<t<% icin ulasilan x(t)
degerlerinin %< t<l icin tekrarlandig1 goriiliir. Oyleyse egriye yaklasim icin

O<t<% ya da % < t<l sec¢mek yeterlidir. Aksi takdirde egri ayni noktalardan

ikiser defa gececek ve bu da egri ¢iziminde yavasliga neden olacaktir.

/

70

0.0 0 0 0 A\

Sekil 3.3. Degisen parametrelere gore egrilerin alabilecegi farkli sekillerin Helis {izerinde gdsterimi
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3.2.2. Bilgisayar destekli tasarimda parametre doniisiimiiniin uygulanmasi

Tek bir parametrik denklem kiimesiyle tanimlanmasi giic olan egrilerde islem
yapilirken, lizerinde islem yapilan egrinin tiimiiniin degil de belli bir kisminin
kullanilmasiyla istenilen sonuca daha net ulasilabilir. Bu isleme, parametre doniigiimii
ad1 verilir ve bu durumda egrinin, t parametresinin tanim aralig1 [0,1] kapali aralig
olmak iizere egri yeniden parametrelendirilebilir. Bu parametrelendirme islemi,
parametrik gosterilimin sagladigi bir avantajdir. Bu anlatilanlarin  daha iyi
anlagilabilmesi i¢in Oncelikle parametre doniisgiim tanimi verilecek ve ardindan

parametre doniisiim uygulamasi gosterilecektir.

Tanmm 2.2: P: I — 3 E " bir egri olsun J, bir agik aralik olmak tizere h: J —p 1
fonksiyonu ile, h’nin tersi, C : (k =1) smifindan ise h, fonksiyonuna, P egrisinin,

parametre doniisiimii, = P o h olmak tlizere, f:J E" fonksiyonuna da, P
egrisinin, h ile yeniden parametrelendirilisi denir. [Hacisalihoglu (1982), Spivak

(1970), Akbulut(1970)].

Ornek 3.1: Bir egri, ug noktalarinda t=0 ve t=1 parametre degerlerini alacak sekilde,
t=(1-t ), +t7t, =t, +(t,-t,)t (1)
Seklinde parametre doniisiimii ile derecesi degismeyecek bicimde yeniden

parametrelendirilebilir.

t=0

Sekil 3.4. Parametre doniisiimiinii gosteren 6rnek
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Bu da egrinin tamaminin yerine, sadece belli bir kismi {izerinde islem yapmamizin
yeterli oldugunu gosterir. Bolim 3.2.1° de de anlatildigi gibi gergeklestirilen bu
islemler sonrasinda egri ¢iziminde hiz kazanilmis olur. (1) bagintis1 egri denkleminde,
yerine konulursa, (0< t <I) igin t~ cinsinden normalize egrinin, yeni
parametrelendirilmis denkleminin elde edilecegi ¢ok kolay goziikiir. Boliim 3.3’de
bahsedilecegi gibi parametrizasyonu en iyi kiibik fonksiyonlar saglamaktadir. Bu

sebeple ornek olarak kiibiik egrileri alirsak; t,< t <t, aralifinda normalize egrinin

denklemi

P(t)=[t’.t>,][ABCD]"

A
L * 3 * 2 * B
P(t)_[{to+(t1'to)t} {to+(t1'to)t} {t0+(t1't0)t}1] C
D
:[ (‘[1"[0)3 t*3 + 3(t1_t0)2 t0 t* 2 +3(t1'to)t02 t*+t03

A
2 %2 * 2 * B
(t-t)> t7 2 + 2(t,-t,)t +t, (t,-t)t'+t, 1] ;
D

t, — t)’ 0 0 0]
2 2 A
et ] 3(t, — t,) (t, — t,) 0 0lfz
3 (tl - to) ty ? Z(tl - to)to (tl - to) 0 g

t03 to2 t, 1_

(tl_ to)sA

3(tl - to) A+ (t,—t,) B
3 (t1 - to)to2 A+ z(t1 — to)tOB+(t1 - t,)C
t,’A+t,” B+ t,C+D
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Sonucunun, seklinde oldugu goziikiir ki bu da bize yapilan islemler sonrasinda

egrinin degigsmeden kalabildigini gostermektedir.

3.3. Egri Tasariminda Kullanilan Yontemler

Bu boliimde, egri uyarlama yontemlerinin gelisimi ve egri uyarlamada kullanilan
farkli yontemlerin tanitimi yapilarak bu yontemlerin, geometrik tasarimda ¢ok

kullanilan Bezier, Spline ve Rasyonel egriler iizerine olan uygulamalar1 anlatilmigtir.

Egri tasariminda kullanilan yontemlerden biri, interpolasyon teknigidir.
Interpolasyon, kelime anlami olarak bir fonksiyonun, tablo halinde verilmis
degerlerinden hareketle, fonksiyonun tanimli oldugu aralikta bilinmeyen
degerlerinin, hesaplanmasi islemidir. Bir baska deyisle ele alinan fonksiyonun, daha

basit bir P(x) polinomu ile gosterilmesi veya onun yerine kullanilmasi islemidir.

Polinomlarla islem yapmak kolay oldugundan ve polinomlarin bir ¢ok o6zelligi
bilindiginden fonksiyonlarin yerine, onlar1 temsil edebilecek polinomlarin arastirilip
kullanilmast her zaman ig¢in biiylik kolayliklar saglamaktadir. Ciinkii bazi
durumlarda, tegetlerin, normallerin ya da egriliklerin belirlenmesi i¢in tiirev alma ya
da parametrelendirme islemleri gerekir. Bu islemlerin kullanimi sirasinda da en
uygun sec¢im, polinom fonksiyonlaridir. Polinom fonksiyonlar1 igerisinde de
parametrizasyonu en iyi, kiibik olan fonksiyonlarin sagladigi goriilmiistiir. Bunun

ornegine de boliim 3.2.2° de yer verilmistir.



17

3.3.1. Serbest bicimdeki egri ve yiizeylerin matematiksel modellerinin gelisimi

1960’larin basinda Boeing ugak sirketinden, J.C. Ferguson, egri pargalarin1 vektorel
olarak tanimlayan bir metot gelistirmistir. Ferguson egri parcalarinin baslangi¢ ve
bitis noktalarini, belirleyerek her parcayr [0,1] Araliginda tanimlayarak egri
pargalarini, kiibik vektor fonksiyonlar1 sekilde ifade etmistir. Yapilan calismalarda,
gercek egri, bu egri parcalarinin diizgiince birlestirilmesiyle elde edilir. Buna ek
olarak Ferguson, bu egri parcalarin1 kullanarak egrinin dort kosesine dahil edilen
konum ve teget vektor sartlarini saglayan bir ylizey parcgast (yamasi) olusturmustur.
Fergusonun bu c¢alismasindan once egri tanimlamalar, y=f(x) ve {f(x,y)=0
bicimindeydi. Yapilan bu c¢alismayla, y=f(x) ve f(x,y)=0 bi¢cimindeki egrilerin,
dezavantajlar1 da ortadan kaldirilmistir.

Fergusan egrileri, asagidaki tstilinliiklere sahiptir.

1) Sadece diizlemdeki degil uzaydaki egriler de basit fonksiyonlarla ifade

edilebilirler.

2) Egrinin istenen kismi, parametre araligiyla kolayca belirlenebilir, yani egri

parametrelendirilebilir.

3) Egrinin, 6teleme ve dondiirme islemleri, doniisiim matrisleri ile carpilarak elde

edilebilir.

Daha sonra 1964 yilinda, MIT( Massachuset Institute of Technology) den S.A.
Conns, ylizey yamasinin, dort kose noktalarindaki konum vektorleri ve simir
egrilerinin goz Oniine alindig1 ve sinir sartlarini saglayan matematiksel tanimi veren
bir ylizey tanimlama metodunu gelistirmistir. 1967 yilinda ise bu kavramin (yiizey
yamalarinin) gelistirilen versiyonlar1 ortaya c¢ikarilmistir. Bu versiyonlara gore
Pratikte, ylizey yamasinin dort kosesindeki konum vektorleri, iki yondeki teget
vektorler, karsilikli kismi tiirev biikiim vektorleri, dort sinir egrisinin konumlar1 ve

egriler boyunca teget vektor fonksiyonlarini vermek yeterlidir. Daha sonra yapilan
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caligmalarda da stirekli bir yiizey olusturmak ve yiizey yamalarinin birlestirilmesi
icin gerekli olan sartlar da ortaya koyulup yamalar birlestirmede, simir egrileri
boyunca n. Dereceden tiirevin siirekli olacag: fikri gelistirilmistir. (B.A. Vera,1992)
Genel olarak Coons ylizey yamast modeli, Ferguson yiizey yamasi modeliyle ortiisiir.
Bir baska degisle Ferguson egrileri, Coons egrilerinin, 6zel bir halidir denilebilir.
Yalniz bu tekniklerde, yiizeylerin seklini kontrol etme zorlugu ortaya ¢ikar. Bu

kontrol etme zorlugu ise sdyle tanimlanir.

Egri parcalar1 veya ylizey yamalar birlestirildiginde, birlesme noktalarindaki
matematiksel  siireklilik  yetmemektedir.  Dolayisiyla  yeni  matematiksel
diizenlemelere ihtiya¢ duyulur. Bu zorlugu ortadan kaldirmak ve problemi ¢6zmek

icin Spline egrileri gelistirilmistir.

Spline; celik, plastik veya odundan yapilmis esnek bir banttir. Spline’lar, gemi, ucak,
otomobil gibi serbest sekilli yiizey 6rneklerinde siklikla kullanilirlar. Ozellikle de
spline sekilleri, bilgisayar destekli ¢izim ortamlarinda ¢ok kullanilir. Spline egriler,
birlesim noktalarinda matematik olarak siirekli olan sonsuz sayidaki egrilerdir. Teget

vektoriiniin, degistirilmesiyle elde edilirler.

Daha sonra Renault sirketinden, P. Bezier, bir ¢okgen yardimiyla egriyi
tanimlamistir. Bezier egrisi adi verilen bu egri, verilen cokgenin koselerini
diizelterek elde edilen bir egri olarak goriilebilir. Bezier egrileri, Renault otomobil
govdesi tasariminda pratige uygulanmistir. Bezier egri parcalar1 ve ylizey yamalari,
sadece cokgen koselerindeki konum vektorleriyle tanimlanmistir. Dolayisiyla,bu
metodla, Ferguson ve Coons metodlarinin aksine, teget ve biikiim vektorleri gibi
kavranmasinda zorluk ¢ekilen analitik verilere ihtiya¢ duyulmamistir. Bezier egri
parcalari, egriyi tanimlayan kdse konum vektorlerinin, bir konveks birlesimi olarak
ifade edilebilirler. Sonu¢ olarak egrinin seklinin, yaklasik olarak ¢okgenin sekline
benzemesi umulur. Ayrica yapilan bu ¢alismayla, polinom egrisinin derecesini
yukseltmek de miimkiindiir; egri parcgasi, seklini degistirmeden iki pargaya
boliinebilir veya egrinin derecesi, sekil degistirmeden yiikseltilebilir, [H.M. Osinga,

R. Rokni, 2003].
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Sonug olarak bezier egri ve yiizeyleri, kontrol acisindan Bilgisayar destekli tasarim
ortaminda  kolayliklar  saglamaktadir.  Sagladigi  kolayliklar ise, Bezier
tasarimcilarmin  daha c¢ok esneklik verebilmek icin daha c¢ok matematik

kullanmalarindan kaynaklanir. Tasarimcilar, egrileri egriye yaklasim saglayan siral

noktalar kiimesi olan (v,,v,........ ,V, ) kontrol noktalarini, kullanarak tanimlamstir.

Bu noktalar grafik ekranda temsil edilebilirler ve kullaniciya egrinin seklini kontrol

etme imkan verirler.

Daha sonra Spline egrilerinden esinlenen, Gordon ve Riesenfield ise baz spline
karma fonksiyonlar olarak kullanilan egri ve ylizeyleri tanitmistir. Beta Spline egri
ve ylizeyleri denilen bu 6zel egri ve yiizeyler, problemleri ¢ézmede daha da
kolayliklar saglamistir. Beta Spline egrileri de Bezier egrileri gibi ¢okgen koseleri
tarafindan tanimlanir. Yani Beta Spline egrileri de ¢okgen kdse konum vektorlerinin,
konveks kombinasyonu olarak ifade edilirler. Egri sekilleri, cokgen sekillerinin
diizeltilmis bir versiyonudur. Egri yaklasik olarak c¢okgenin seklinden tahmin
edilebilir. Bezier egrileri ile Beta Spline egrileri arasindaki tek fark ise Bezier
egrileri, tiim kose noktalarinin konum vektorlerinin birlesimi olmasina karsilik Beta
Spline egrileri, sadece ¢ok yakinlardaki kose konum vektorlerinin, konveks
kombinasyonudurlar. Bundan dolayidir ki ¢okgenin sekil degistirme 6zellikleri, Beta
Spline egrilerinde daha agik goriiliir. Verilen ¢okgen sayist n ve spline mertebesi m
olmak {izere, Beta Spline egrisi (n-m+2)(m-1) dereceden egri parcalarinin,
diizglince birlesmesinden olusur. Beta Spline, diiglim vektorii ve m mertebesi ile
tanimlanir. Beta Spline egrisini olusturan egri pargalari, her birinin yapimindaki m
cokgen koseleri ile tanimlanir. Sonug¢ olarak bir c¢okgen kosesinin konumu
degistirildiginde egrinin tiimii degil sadece belli bir kismi1 (local kontrol) degisir.
Yani yerel degisim gergeklesir. Siralanan bu 6zellikler egri ve yiizey tasariminda ¢ok
onemlidirler. Ciinkii egri ve yiizeyler, parametreye bagli polinomlarla ¢ok kolay
ifade edilebilirler. Ancak endiistride ¢ok kullanilan yaylar ve ¢emberler, bu siradan
polinomlarla ifade edilemezler. Bu sebeple de Yamaguchi, 1998 de egri ve

ylizeylerin rasyonel tanimlamalarini yapmustir.
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3.3.2. Bezier egriler

Giinliik hayatta kullandigimiz ¢ogu cismin, basit bir sekli olmadig1 i¢in bu sekilleri,
basit bir analitik fonksiyon olarak ifade edemeyiz. Bu yiizden egrileri, egri parcalari
(yaylar) seklinde tanimlariz. Bu tanimlamaya uyan serbest sekilli egri érneklerinden
olan Bezier egrileri, daha oncede belirtildigi gibi Renault otomobil govdelerinde
kullanilmak iizere Pierre Bezier tarafindan gelistirilmistir. Forrest, Gorden ve
Riesenfield da elde edilen bu sonuglari, Bernstein kurallar1 seklinde ifade etmislerdir.
Bezier egrileri, girdi olarak kullanilan kontrol noktalar1 ve bir dizi polinom
fonksiyonlartyla tanimlanirlar. N. Dereceden, n+1 kontrol noktasina sahip Bezier

egrisinin parametrik denklemi,

P(t) = Xk=0 P B (0) 2)

Seklinde yazilir. Denklemdeki B i , (t) katsayilari, Bernstein polinomlar1 ve P’ ler

kontrol noktalaridir. Bernstern polinomlari,
n
Ba@®=c(,)t" a-0"

n!

Cnk) = C() = oo

Olarak tanimlanir. (2) denklemi olarak verilen egri iizerindeki bir noktanin

koordinatlar1 da asagidaki sekilde formiiliize edilir.
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n

x(t) = Zxk Bn P(0)

k=0

y(®) = Y ¥, Bia PO
k=0

n

2(t) = sz Bin P(t)

k=0

Kontrol noktalari, karma fonksiyon seklinde yazildigi i¢in By, (t) polinomu,

karma fonksiyon olarak adlandirilir. Bu karma fonksiyonun polinom derecesi,
kullanilan kontrol noktalar1 sayisindan bir eksiktir. Ornegin paraboller ii¢, kiip dort
kontrol noktasi kullanilarak ¢izilir dolayisiyla bu cokyiizliilerin dereceleri, sirastyla
iki ve Ui¢ olur. Yukarida anlatilanlar 1s1¢inda Bezier uygulamalarina ve bu

uygulamalardan elde edilebilecek sonuglara bakalim;

Bezier egri uygulamalar1 sirasinda, kapali bir egri ¢izmek istersek egrimizin
baslangi¢ ve bitim noktalarin1 ayn1 konumda almamiz gerekir. Bunun yaninda egri
iizerindeki iki kontrol noktasina ayni degeri vererek yani kontrol noktalarimizi, ayni
konumdan secerek farkli bir Bezier egrisi daha elde edebiliriz. Karmagik yapida bir
Bezier egrisi ¢izmek istedigimizde de yiiksek mertebeden bir polinom fonksiyonu
tanimlamamiz gerekir. Bu sekilde islem yapmak gii¢c oldugu icin Bezier egrimizi
daha kiiclik mertebeden egri kisimlarina ayiririz ve daha sonra diisiik mertebeden
fonksiyona sahip olan bu egri pargalarini bir araya getirerek istedigimiz gibi
karmagik yapida olan Bezier egrisini elde edebiliriz. Yukarida anlatilanlar sekil 3.5,

3.6 ve 3.7’de 6rneklendirilmistir.
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Sekil 3.6. Farkil1 iki bezier egrisinin birlesimini gosteren bezier egrisi

Sekil 3.7. Fiyonk bicimli bezier egrisi
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Sekil 3.5. ve 3.7°de goziktigi gibi P, P,, P,P,, P, P, dogrulari, egrinin
karakteristik ¢okgeni denilen sekli olustururlar. Bu sekil genellikle kapal1 bir sekil
degildir. Sekillerden de anlasilacagi gibi bir egri tasarimi i¢in egrinin ge¢mesini
istedigimiz P, ve P; noktalarini secer ve P, ve P,’yi P, ve P, de ki istenen egriler
tizerine yerlestiririz. O halde Bezier egrileri, tamamen P ,P,P, P, cokgeninin iginde

uzanacaktir. Egrinin karakteristik cokgeni ile olan iligkisine, digbiikey tekne 6zelligi
denir ve bu bir ¢okgen cinsinden tanimlanan herhangi bir egri i¢in ¢ok kullanigh bir
ozelliktir, [Faux and Pratt(1979), Farin(1990), Tantay(1992)].

Sonug olarak Bezier egrilerinin, 6zellikleri sdyle siralanabilir:

1) Bir baz fonksiyonu vardir.

2) Egri pargalarin1 tanimlayan polinomun derecesi, tanimlanan kontrol nokta

sayisindan bir eksiktir.
3) Egri tanimlanan, karakteristik cokgenin seklini izler.
4) Egri lizerindeki ilk ve son noktalar, tanimlanan karakteristik ¢okgenin ilk ve son

noktalartyla ayni konumdadir. Egri bu noktalar arasinda diizenli salinim

hareketleriyle gidip gelir. [Mastin, C.,1992)].

3.8. Ugiincii dereceden Bezier egri rnegi
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3.3. 3. Spline egriler

Cok sayidaki veri noktalarina, bir tek egri ile yaklasmak biiyiik kolayliklar saglasa da
baz1 hallerde bu durum bazi hatalara neden olabilir ve ayrica bu amagla kullanilan
mterpolasyon polinomlartyla yapilan islemler zorlasir. Bu durumu ortadan kaldirmak
icin de pes pese iki veri arasinda birinci (Lineer), ikinci (Kuadratik) ya da {i¢iincii
(Kiibik) dereceden fonksiyonlarla yaklasimin yapildigi Spline Interpolasyon yontemi
kullanilir. Bu yontem, veri noktalarini gesitli araliklara bolerek her bir aralikta daha
kiigiik dereceden polinomlarla yaklasim yapma esasina dayanir ve bu yontemde egri,

tanimlanan poligon koseleri yani karakteristik ¢okgen tarafindan tiretilir.

Spline egrileri, matematik dilinde, diizgilin bir egri elde etmek i¢in kontrol noktalar
kullanilarak ¢izilen esnek ve kolay biikiilebilen, seritler olarak tanimlandiklarindan
bircok kolayliklar getirir. Spline egrileri ve Spline fonksiyonlari, 6zel kontrol
noktalar1 verilerek goriintiillenmek istenen egri teknikleri kullanilarak c¢izilen son
egriler olarak bilinirler ve bu egriler, uygulamada yukarida da bahsedildigi gibi
birinci, ikinci ve tiglincli mertebeden kiibik polinomlara, parca parca yaklasim olarak
tanimlanirlar. Geri kalan bircok fonksiyona yaklasimda yine Spline egrileri
kullanilarak gergeklestirilir. B-Spline egrileri ise Ozellikle grafik uygulamalarinda
kullanilan Spline egrilerinin bir sinifidir. B-Spline egrilerinde degisiklikler, yerel
(lokal) bolgelerde gerceklestirilir ve B-Spline egrileri, farkli sayidaki kontrol
noktalar1 i¢in egrinin derecesini arttirmadan ¢izilebilir. k sifirdan n’ye kadar degisen
degerler olmak tiizere (n+1) tane kontrol noktasi kullanilarak ¢izilen bir B-Spline
Egrisi, P(t)-t parametresine bagli bir fonksiyon olmak iizere asagidaki gibi

tanimlanir.

n+1

P(t)zzBiNi,k(t) ) X min Stsxmax
i=1
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Burada B;, (n+1) karakteristik poligonun, kdselerinin konum vektorii ve N jx (t)
de normalize edilmis baz (temel) fonksiyonlardir. k. Mertebeden (k-1) dereceden 1.
Normalize edilmis B-Spline egrisi i¢in Nk (t) baz fonksiyonu, Coox-de-Boor

tarafindan asagidaki gibi tanimlanmustur.

L, X S tsx,
Nik ()= ,
0, diger durumlarda
t=x; )N, ,® (X —ON
Nik (t) = ( ) +

Xik—1 =X

i Xkt =X

x; degeri, x; < Xx;,, bagntisindan elde edilen diigiim vektoriiniin bir elemanidir.
t parametresinin degeri, X pniile X pnax arasinda degisirken bir B-Spline egrisi, k.

mertebeden (k-1 dereceden) polinom fonksiyonlari olarak tanimlanir.
Sonug olarak Bezier egrilerinin, dzellikleri soyle siralanabilir:
1) [x;, x,,,]aralifinda polinomun derecesi, (k-1) 1 gegmez.

2) 1°den (k-2)’ye kadar olan biitiin tiirevler siireklidir.

3) Kiibik bir B-Spline egrisi i¢in k=4 ve derece (k-1)=3"e esittir.
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Sekil 3.9. Spline egri 6rnegi

3.3.4. Rasyonel egriler

Yukaridaki egri tanimlamalarinda serbest sekilli egrilerin modellemesi anlatildu.
Bununla birlikte, miihendislik tasarimlar1 ¢ogu kez dogrular, ¢emberler, konikler gibi
standart analitik sekillerin kullanimin1 da gerektirir. Egrilerin her iki ¢esidinin yani
hem serbest bicimli hem de konik bicimli olarak modellemesinin, birlesimini

saglayan egri tasarim yontemi, rasyonel polinom fonksiyonlarinin kullanimidir.

Bu polinomlar i¢in Rasyonel teriminin kullanilmasinin sebebi, elde edilen
fonksiyonun iki polinomunun birbirine oranlanmasindan kaynaklanmaktadir.
Rasyonel fonksiyonlar, izdiisiim doniisiimler altinda invaryanttir. Ornegin, bir

rasyonel egrinin, perspektif izdiisiimii de yine bir rasyonel egridir.

Rasyonel egrilerin, Bilgisayar Destekli Tasarim uygulamalarinda, homojen
koordinatlar kullanilir. Yani, (n-1) boyutlu uzaydaki noktalar, n-boyutlu uzaydaki

noktalarin izdiisiimii olarak diisiiniiliir.
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P(x,y,z) gibi ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda tanimlanan bir noktanmn, dért boyutlu
homojen uzayda  Q=( wx,wy,wz,w ) seklinde gosterimi vardir. Buradaki w,
koordinatlari, bire esitse ifade rasyonel olmayan forma indirgenir. Rasyonel olmayan
ifadelere ait olan donme gibi bazi doniisiimler, rasyonel egriler i¢in de gegerlidir.

Bezier ve B-Spline egrilerinin, her ikisi de rasyonel forma sahiptir. Bu ifadeler

asagidaki tabloda oldugu gibi aciklanabilir.

Tablo 3.1. Rasyonel olan ve Rasyonel olmayan Bezier ve B-Spline egrilerinin denklemleri

Bezier B-Spline
Rasyonel P(t) = ?=O B, Jni () P(t) Z?:ll B, Nik ()
olmayan ’
Z?:OBiWi]n,i(t) P() ?=+1lBiWiNi,k(t)
Rasyonel | P(t)= t)=
w1 W ©
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Sekil 3.10. Rasyonel egri 6rnegi

3.4. Egrilerde Doniisiim Islemleri

Nesnelerin dis goriiniiglerini ve niteliklerini gostermek icin onlarin gesitli grafik
bicimlerini olustururuz. Bazi uygulamalarda ise, nesneleri siralamaya islenmis
goriintlilerine, bazen de nesnenin biiyiikliiglini kiiciiltmeye veya nesneyi daha biiyiik
Olgiilerde goriintiilemeye veya modelin goriiniimiinii, pargalarmin biiyiikliglini

yeniden sekillendirmeye ihtiyag¢ duyariz.

Hareketli uygulamalar i¢in ise hareketin devamin, siirekliligini saglamali ve nesneyi
ekranda o sekilde goriintiilemeliyiz. Nesne iizerinde yapilacak biitiin bu degisiklikler,
belirli noktalar kullanilarak uygun geometrik dontistimlerle goriintiilenir. Kullanilan
bu basit doniisiimler, oteleme, Olcekleme, donme ve yansimadir. Bu boliimde de
yukarida siralanan doniisiimlerin, nasil yapildigina ve doniisiim fonksiyonlarimin

grafik uygulamalariyla nasil birlestirilecegine bakilacaktir.
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3.4.1. Oteleme

Oteleme, bir nesneyi bir dogru etrafinda bir yerden baska bir yere hareket ettirmedir.

Oteleme islemi sirasinda T,,T, olan ilk nokta ciftine, Oteleyecegiz uzakliklari

ekleyerek yeni nokta cifti olan (x’, y’) yii elde ederiz ve yeni koordinatlarimiz

asagidaki gibi yazilir.
x=xtT, y=y+T,

Cokgenlerin doniisiimiinde ise, nesne iizerindeki her dogrunun bitim noktasina
uygulanacak 6teleme uzakliklari eklenerek yeni koordinatlar bulunur. Oteleme
uzakliklar, pozitif, negatif veya sifir gibi reel sayilar olabilir. Oteleme islemi
sirasinda, limitin tlizerinde bir sayr ile islem yapilirsa bilgisayar limitin {izerini

asmayin veya grafiginizin sekli bozuk gibi hata mesajlar1 verir.
3.4.2. Olcekleme

Nesnenin biiyiikliigiinde degisiklik yapmaya Olgekleme denir. Bu islemde (x,y)

koordinat degerleri, dlgeklendirmeyi saglayacak olan S, , S~ degerleri ile ¢arpilarak

elde edilmek istenen sonug degerlerine ulasilir.

X'=X.S, y'=y.S, olur

Olgeklendirmeyi saglayacak olan S degeri, nesnenin x ekseni dogrultusundaki S y

degeri ise nesnenin y ekseni dogrultusundaki o6l¢eklendirilmesini saglar.

Olgeklendirmeyi saglayan S, ve S, degerleri, birden kii¢iik segilirse nesnenin

biiytikliigiinde azalma, birden biiyiik segcilirse de nesnenin biiyiikliigiinde artma olur.

Ozel olarak S, ve S, degerleri, bir olarak alinirsa nesnenin biiytkligiinde bir

degisiklik olmaz.
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S, ve S, ol¢eklendirme degerleri, aym alinirsa da tek cins bir dlgekleme yapilmig

olur. Yani nesnenin Slgeklendirme oraninda hi¢ bir degisiklik olmaz. Kiigiiltiilen
nesneler, orijine yaklasirken biiyiitiilen nesneler orijinden uzaklasir. Olgeklendirme
islemi sirasinda Olgeklendirilecek nesne i¢in 6nce bir konum segilir. Bu konuma sabit

nokta denir. Bu nokta, yapilan biitiin doniisiim islemlerinden sonra degismeyen
noktadir. (X¢,Y () sabit noktasi, dlgeklendirilmek istenen nesnenin, bir kdse

noktasi, merkezi ya da herhangi bir noktasi olabilir.

(X¢,Y () sabit nokta, (x’, y’) doniistiiriilmiis koordinatlar olmak iizere nesnenin

Olceklendirildikten sonraki koordinatlari, asagidaki gibi elde edilir.

x=x.8 +X.(I-S,) y'=y.S,+Y.(-8,)

Asagidaki ornekte elips ve dairenin 6nce Olgekleme sonra yansima islemlerinden

sonraki durumlar1 gdsterilmek istenmistir.

A= 50000

5.D—_
2.5

T T e

214 1 2
1 2 i
y-ﬁ.E—_
5.0 i

Sekil 3.11.Elips ve Cemberin x ekseni etrafindaki doniisiimiiniin izlenmesi
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3.4.3. Dondiirme

Doéniistimii  yapilacak olan nesnenin noktalarinin, bir yol boyunca dairesel
hareketlerle ¢evrilmesine dondiirme denir. Bu tiir 6zel dontisiimlerde bir dondiirme
acist segilir ve segilen bu ac1 ¢okgenin kose noktalarina, dondiirme degeri olarak
eklenerek dondiirme islemi gerceklestirilir. (x,y) noktasinin x ekseni ile yaptig1 aci,

¢ olmak iizere, bu noktaya 0 acis1 altinda orijin koordinatlar1 temel alinarak

dondiirme islemi yapilirsa x°, y’noktasina doniistiiriiliir. Kullanilan trigonometrik

ifadeler sonucunda doniisiim denklemleri agsagidaki gibi yazilir.

x’=1.Cos( @+0) =1.Cos@.Cosb-rSinepSind
y’=r1.Cos( @+0) = r.Cosp.CosO-rSingpSinO

Burada 0 acisini, pozitif bir deger olarak alirsak saatin ters yoniinde, negatif bir deger
olarak alirsak saat yoniinde dondiirme islemi yapmus oluruz. Sectigimiz donme
noktasi, nesnenin i¢inde veya sinirlart digsinda olabilir. Dénme noktast disarida
oldugunda diger biitiin noktalar bu nokta boyunca dairesel yollar ¢izerek yer

degistirir.
3.4.4. Yansima

Yansima nesnenin goriintiisiiniin, aynaya izdiisiirilmiis halidir. Nesnenin x ekseni
iizerine yansitilmasi isleminde, x ekseni koordinatlar1 sabit kalip y ekseni
koordinatlar1 yansitilir. y ekseni iizerine yapilan yansima isleminde ise, y koordinati
sabit kalip x koordinat1 yansitilir. Bu her iki yansimanin matris sekli asagida ki gibi

yazilabilir.

1 0 O
(0 -1 O)
0 0 1
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Diger bir tip yansima ise hem x hem de y ekseni koordinatlarinin orjin baz alinarak
yansitilmast ve y=x ekseni kullanilarak yapilan yansimadir. Bu yansima

durumlarinin matris gosterilisleri ise asagida gosterildigi gibidir.

-1 0 O
( 0 -1 O)
0 0 1

3.4.5. Egrilerde doniisiim islemleriyle ilgili uygulamalar

Asagidaki orneklerin birincisinde egrinin otelenmesi, ikincisinde hem o6telenmesi
hem de oOl¢eklenmesi, iigiinciisiinde sadece dondiiriilmesi ve sonuncusunda hem

dondiiriilmesi hem de 6telenmesi gdsterilmistir.

1.0
F 075 r\ [\

0.5

25
LM L. 0 B
3 iy, -1 0 1 2 3

Sekil 3.12. Egrinin Gtelenerek ilerlemesine 6rnek
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Sekil 3.13. Egrinin hem Gtelenmesi hem de 6lgeklendirilmesine drnek

y = 1.5703
1.0+
0.5
D.D:|||||||||||||||||||||||
o 2 5.0 7.5 18,0 12.5
0.5 ¥
-1.0-

Sekil 3.14. Egrinin dondiiriilmesini gosteren 6rnek

TT [ T 7T T T [ T T T T[T T T T [T T T T [T T T T[T T T
-5 ] 5 10 15 20

Sekil 3.15. Egrinin dtelenmesi ve dondiiriilmesini gosteren 6rnek
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BOLUM 4. PARAMETRIK YUZEY TASARIMI

4.1.Temel Kavramlar

Giinliik hayatta, yiizey ornekleri pek ¢ok yerde goriilebilir. Balon, konserve kutusu,
sabun koptigli gibi... Bircok alanda goriilen bu nesnelerle, geometri alaninda da

calisilabilir.

Bunun i¢in belirli koordinat hesaplamalarina ihtiyag¢ vardir. Bu yiizeyler, ii¢c boyutlu
uzaydadir, fakat her zaman i¢in ii¢c boyutlu uzayda g¢alisma zorunlulugu yoktur.
Ornegin, ii¢ boyutlu uzayda ele alinan silindir yiizeyi, uzunlamasma ya da
enlemesine kesilip diiz bir zemin {izerine serildiginde, aslinda iki boyutlu uzayda yer
almis olur. Bu sayede geometrik yiizeylere yaklasim mantiginda ipuglar1 elde edilmis
olur. Ciinkii yiizeyin seklini a¢ip diizlem iizerine sermek koordinat hesaplamalarini,

kolaylastirir.

Bu sekilde tanimlanan yiizeylere, regle yiizeyler denir. Regle yiizey, bir parametreye
bagli olan bir dogru ailesinin, geometrik yeridir. Yani regle ylizey, dogrunun
olusturdugu yiizeydir. Zaten dogru, bir parametreye bagli olarak hareket
ettirildiginde, diizlem olusur. Diizlem de en basit yiizeydir. Yiizeyler, miithendislik
tasarimi problemlerinde ve lretimde Onemli yere sahiptir. EZri tasarimlari igin
kullanilan parametrik gosterimler, yiizey tasarimlar1 iginde gegerlidir. Parametrik

bicimde bir egri,

P(O) = [ x(1), y(1), z(V) ]
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Biciminde tanimlaniyor idi. Tanimlanan bu gosterim yardimiyla yiizey tanimlamalari

da kolaylasir ve ylizeyin parametrik gosterimi de

P(s,t) = [ x(s,t), y(s,t), z(s,t) ]

Biciminde yazilir. Parametrelerin biri sabit tutulup digeri degistirilerek yiizeyin
parametre egrileri elde edilir. s ve t parametrelerini 0 ile 1 arasinda alirsak t
dogrultusundaki  egriler, P(0,t), P(0.1,t),.....ccen.... P(0.9,t),P(1,t) ve s
dogrultusundaki diger egriler, P(s,0), P(s,0.1),................. P(s,0.9), P(s,1) seklinde
olur. Yiizeyin iiretilmesi o yiizeyi iiretecek egrilerin bulunmasi demektir. [Adams,

D.F. and Mastin C.W. 1990]

Diger bir ifadeyle de yiizey tammini su sekilde verebiliriz. D, R* ‘de acik aralik

olmak tizere;

P:D —, R*

(Sat) —> (Xl(sat)a XZ(Sat)J XS(Sat))

Burada x,(s,t), x(s,t), y(s,t), z(s,t)’ler x fonksiyonunun bilesenleri olmak iizere; t=t,,
gibi sabit bir deger ve s, degisen degerler alirken x, bir parametreye baglh bir egri
belirtir ve s, parametreli egri, diye adlandirilir. Ayni sekilde s=s, gibi sabit bir deger,
t degisen degerler alirken de t, parametreli egri olusur. Her iki egride (s,,t,)
noktasindan ge¢mektedir. s= s( s,,t) ve t= t(s, t,) seklinde tanimlanan, parametreli

egriler, olmak iizere bir ylizeyin her noktasindan en az iki egri gecer. Dolayisiyla,
kesisen bu egrilerin, kesisim yerlerinde olusan noktalar, yiizey {izerindeki noktalari,
yiizey lizerinde olusan bu noktalar da yiizeyi belirler. Asagidaki drneklerde, yiizeyi
olusturan noktalar ve bu noktalarin lizerinde bulundugu egriler, ayr1 ayri sekiller

iizerinde gosterilmistir.
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Sekil 4.1. Yiizeyi olusturan noktalar1 ve egrileri gdsteren drnek

4.2. Yiizeylerin Uygulamada Kullanim

Yiizeyleri, grafik olarak goriintilemenin bir ka¢ yolu vardir. Elimizde
goriintiilenmesini istedigimiz nesneyle, ilgili ne kadar iyi bilgi varsa nesneyi

goriintiilememizde o kadar iyi olur.

Ornegin kiip, alt1 tane diiz yiizeyden, silindir bir egri yiizey, iki diiz yiizeyden kiire
ise sadece bir egri ylizeyden olugmaktadir. Daha karmasik nesneleri tanimlarken de
yine bu sekilde bir anlatma metodunu kullaniriz ve nesneyi tam olarak
tanimlayamadigimizda da tanimlayabildigimiz yiizey Orneklerinden hareketle

nesnemizi, tanimlamaya calisiriz.

Dolayisiyla yiizeyleri, grafik olarak goriintiillemenin yollarindan biri, nesneyi diiz ve
cokgen yiizey kiimelerine ayirmaktir. Bunun disinda ylizeyler, parametrik egri
denklemleri ve kesirli (fractal) yaklasimlarla da temsil edilebilirler. Bazi
uygulamalarda da nesne, basit sekillere bdliinerek nesnenin, bu basit sekiller
iizerinden goriintiilenmesi yoluna gidilir. yiizeyleri, olusturmanin bir diger yolu da
egrileri kullanarak yeni nesne yi1ginlar1 elde etmektir. Diger bir yapilandirma da blok
teknigi denilen piramit, silindir gibi basit ii¢ boyutlu yiizey 6rneklerini kullanarak y

daha karmasik ii¢ boyutlu yiizey 6rnekleri, olugturmaktir.
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4.2.1. Bezier yiizeyler

Conns yiizeylerinin, tasarim ortaminda gii¢lii bir yiizey araci oldugu goriilmiis fakat
bu ylizey ilizerinde kullanilan egrilerin kullanimi sirasinda, konum, teget ve burulma
vektorleri gibi matematik bilgilere ihtiya¢ duyuldugundan uygulamada giicliiklerle
karsilagilmistir. Bu zorluklar da Bezier egrilerinin, yiizeye genisletilmesiyle ortadan

kaldirilmis ve elde edilen yiizey 6rneklerine Bezier ylizey ad1 verilmistir.
Q(u,v) = ?:0 Z;nzo Bi,j ]n,i (u)Km,j (W)

Bu denklemde, J ;(u) ve K, ,(w) fonksiyonlari, u ve w parametrelerine bagl

Bernstain baz fonksiyonlaridir. Bu baz fonksiyonlari,

Jo@) = (Tll) u'(1—u)"™ (") __ "

Juo = (F)wa-w (M) = s

Olarak tanimlanir, buradaki n ve m indis degerleri, u ve w yonlerindeki poligon
koselerinden, yani karakteristik ¢okgen sayilarindan bir eksiktir. Kuadratik yiizey
yamalar1 i¢in tanimlanan poligon aglari, topolojik yapr olarak dikdortgendir. Aglar

her bir siitunda ayni sayiya sahip olmalidir.
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Sekil 4.2. 4x4 Bezier yiizeyi i¢in tanimlanan poligon aginin semast

Bir Bezier yiizeyinin, sinir egrilerinin her biri Bezier egrisidir. Sekil 4.2 de goriilen
Bezier yilizeyi i¢in tanimlanan bir poligon agini icerir. Bu aga gére A noktasi

lizerinde bulunan u, w yoniindeki teget vektorleri, koseleri, B, ve B, olan poligon
aglan tarafindan kontrol edilir. Ayni gekilde B noktasi, B,, ve B,, Koseleri, C
noktasi, B,, ve B,; koseleri ve D noktasi da koseleri, B ;ve B, olan aglar

tarafindan kontrol edilir. B, |, B,,, B,,, B, poligon ag koseleri de A, B, C, D

1,12
koselerindeki biikiim vektorlerinin, biiytlikliiklerini ve yoniinii etkiler. Bu nedenle

kullanict yiizey yamasinin sekli kontrol edebilir.

Bezier ylizeyler uygulamada da Bezier egrilerinde oldugu gibi iizerlerinde bulunan
kontrol noktalar1 tarafindan temsil edilirler. Sekil 4.3 de ki yiizey 6rneginde, kesikli
cizgilerle, ylizey iizerindeki kontrol noktalari, kesin cizgilerle de u ve v sabit

parametreleri kullanilarak ¢izilen egri ylizeyleri gosterilmektedir.
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Egri iizerinden secilen her u sabit parametre degerlerine, 0 ile 1 arasinda degisen v
parametre degerleri karsilik gelir. Egri lizerinden alinan her v sabit parametre degeri
icn de yine ayni sekilde O ile 1 arasinda deger alabilen u parametreleri vardir. Bezier
yiizeyler, Bezier egrilerine gore tasarim uygulamalarinda daha etkili olmalarinin

disinda birbirinin aynisidir.

Sekil 4.3. Bezier egrileri kullanilarak ¢izilen bezier ylizey 6rnegi
4.2.2. Spline yiizeyler

Bezier Yiizeylerin genisletilmisi olan B-Spline yiizeyleri,
— 1 1
Q(u,v) - :l=+1 271:1 Bi,j Ni,k (u)M il (W)

olarak tamimlanir. Bu formiilde, N, () ,M (W) baz fonksiyonlardir.
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1, X S usx i+1
Nik (t)=
0, diger durumlarda
u—x; )N, W (X —WN o, W)
Nl,k (u)= ( ) k-1 + k-1 k-1 ve
Xirk1 —Xj Xisk-1 —Xj
1, y i S w S Yi+1
M;,(t)=
0, diger durumlarda
(W - yi ) Mi,|—1 (W) (yi+| - W)M j+LI-1 (W)
Mix () = +

Viek-1 — Vi YVia = Via

Olarak tammlanir. Denklemdeki x;, y; ler, dugim vektorleridir. B ler de

tanimlanan poligon aginin koseleridir. Alt indis olan n ve m degerleri, tanimlanan

poligon kdselerinin sayisindan en az bir eksik olmalidir.

B-Spline yiizeylerinin, karakteri ve sekli B-Spline egrilerinde oldugu gibi digiim
vektorler tarafindan belirlenir. Dolayisiyla B-Spline yiizeyleri, bilesenleri olan B-
Spline egrileri ile ayn1 6zelliklere sahiptir. Diiglim vektorler, genelde iki parametrik
yonde ve ayni tip secilirler. Fakat bu sart degildir. Bir parametrik yonde ag¢ik diigiim
vektorler kullanilirken, diger parametrik yonde periyodik digim vektorler

kullanilabilir. [Rogers, D.F. and Adams, J.A., 1990)].
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4.2.3. Rasyonel yiizeyler
Rasyonel ylizeyleri meydana getirmek i¢in uygulanan yontem, rasyonel egriler i¢in
kullanilan yontemin bir genisletilmisidir. Homojen koordinat kavrami burada da

uygulanmaktadir.

Tablo 4.1. Rasyonel olan ve rasyonel olmayan Bezier ve B-Spline yiizeylerin denklemleri

n m n m
Qs =) YN, ON OV, | PGO= ) > N N, OVi]
i=0 j=0 i=0 j=0
=0 X j=0 wi Ny, (s)N im ) Vii =0 im0 Wy Ny (s)N it ) Vii
Q(s,t) = P(s,t) =
Z?:O Z;'rL:OWi,j Nt,n ()N j,m ® E?:o Z}n:thNt’k (s)N it ®

Bu tabloda birinci satir, birinci siitunda rasyonel olmayan Bezier ylizeyin, ikinci
siitunda rasyonel olmayan B-Spline yiizeyin denklemleri verilmis olup ikinci satirda
da yine ayni1 sekilde bu yiizeylerin, rasyonel olanlarinin denklemleri verilmistir.

Burada N, (s) ve N, (t) baz fonksiyonlar, V,, kontrol ¢okyiizliisii ve w her bir

noktadaki agirliktir. Rasyonel B-Spline yiizeyler, analitik ve geometrik 6zellikleri,
rasyonel olmayan B-Spline yiizeylerininkine benzerdir. Benzeyen bu 6zellikler,
asagidaki gibi siralanabilir. Ylizeyin karma fonksiyonu ya pozitiftir veya
sifirdir. Yiizeyin en biiyiikk mertebe degeri, her bir parametrik yoniinde tanimlanan

poligon koselerinin sayisina esittir.
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4.2.4. Donel yiizeyler

Ug boyutlu yiizey iiretme ydntemlerinden biri, bir dogru veya diizlem egrisinin, bir
eksen etrafinda dondiiriilmesidir. Bu bi¢imde elde edilen yiizeye, donel yiizey denir.
Donel yiizey tlizerindeki herhangi bir nokta, t ve 6 parametrelerinin, bir
fonksiyonudur. t, parametresi, dondiirtilecek degiskeni ve 6 parametresi de
dondirme acgisinin gostermek tiizere dogru parcasi Uzerinde bir noktanin
koordinati, [x(t), 0, z(t)] olur ve nokta 6 agis1 kadar dondurildiigiinde de

[ x(t)Cos(8), x(t)Sin(h), z(t) ] bigcimini alir. Genelde donel yiizey lizerinde
bulunan ve z ekseni etrafinda dondiiriilerek elde edilen bir nokta,

[x(t)Cos(0), x(t)Sin(8), z(t) ] bigiminde yazilir ve asagidaki matrisle gosterilir.

Cosf Sin6 0 0
0 0 0 0
Pit,0)=[x() 0 z() 1] 0 0 1 0
0 0 0 1

u(t)

Sekil 4.4. Egrinin L dogrultusunda dondiiriilmesiyle olusturulan dénel yiizey
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Yukaridaki sekle gore, pu(t) egrisinin L dogrusu ¢cevresinde dondiiriilmesiyle elde
edilen sekle, donel yiizey denir. Egri lizerindeki bir noktanin, L dogrusu
cevresinde dondiiriilmesiyle elde edilen ¢embere, donel ylizeyin o noktadan
gecen paraleli, L dogrusuna, donel ylizeyin, donme ekseni, ddonme ekseninden
gecen bir diizlemle, donel yiizeyin arakesiti olan egriye de, donel yilizeyin bir

meridyeni denir.

w@

N "i".":"
\W'@:&&W
e
I‘I‘I"I“IW‘ “""‘“{{xﬁ'ﬁ\\%\m \%ﬁ" ﬁ\\ ﬁ':ﬁwl 'l""|| i
||I| Il

)

Sekil 4.5. Donel ylizey 6rnegi

4.2.5. Baz1 0zel yiizeyler

4.2.5.1. Kiire yiizeyi

Kiire ylizeyi {iizerinde bulunan bir P noktasinin koordinatlari, P(P,, P,,P;) ve 6

ile @, P noktasinin eksenlerle yapmis oldugu acgilar olmak iizere; P noktasinin,

parametrik denklemi:

P, =r1. CosB Cos®
P, =r.Sin6 Cos®
P,=r. Sin®

Seklinde olur. Boylece, kiire tizerindeki her bir P noktas i¢in, koordinatlar,
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P= (r. CosB Cos®, r. SinO Cos®, r. Sin®) seklinde yazilabilir. Bu yazilanlari,
dizleme tasimak istersek diizlemde, dik koordinat fonksiyonlar1 x, ve x, i¢in

asagidaki gibi yazilabilir ve olusan esitliklere de kiirenin, parametrik

denklemleri denir.

y, =r Cosx,.Cosx,

y,=r Sinx,.Cosx,

y;=rSinx,

Sekil 4.6. Kiire ylizeyi drnegi

4.2.5.2 Silindir yiizeyi

I, R’nin bir alt aralig1 olmak iizere, uzayda o :1 —» R’ seklinde tanimlanan bir a,
egrisi ile u vektorii verilsin. Egrinin her bir a(t) noktasinda, u vektoriine paralel olan
bir ve yalniz bir L(t) dogrusu vardir. Bu L(t) dogrularinin birlesimi olan yiizeye,
silindir yiizeyi adi verilir. a egrisine, silindir yiizeyinin dayanak egrisi, u vektoriine
de silindir yiizeyin dogrultman vektorii denir. L(t) dogrusu ise silindir yiizeyinin, a(t)
noktasindaki ana dogrusudur. Silinidir yiizeyi lizerinde bir P noktasi verildiginde

P= a(t) + pu olacak bi¢imde I x R kiimesinin, bir (t,p) elemani vardir.
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a(t)

Sekil 4.7. Silindir yilizeyini olusturan egri ve ana dogrular

A=(a,, a;, ;) u=(u,,u,,u;) veP=(p,, p,,p;) olmak iizere, P= a(t) + pu,

esitliginden, silindirin parametrik denklemi denilen asagidaki esitlikler elde edilir.

p,=o,(t)+ pu,
p,=a,(t)+ pu,

p; =a () + pu;,

Bu ¢ esitlik arasinda, t ve p yok edilirse, p,, p,, p; arasinda, F(p,, p,, p;)=0
biciminde bir iliski elde edilir. Bu 6nermeden de uzaydaki dik koordinat
fonksiyonlarina bagh olarak, F=(y, ,y,, y;)=0 biciminde, silindir yilizeyinin

denklemi elde edilir.
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Sekil 4.8. Silindir ylizey 6rnegi

4.2.5.3. Koni yiizeyi

I, R’nin bir alt aralig1 olmak iizere, uzayda o : I— R’ seklinde tanimlanan bir a,
egrisi ile bu egri iizerinde bulunmayan bir H noktasi verilsin. Egrinin her bir a(t)
noktasi i¢in o(t) ve H noktasi, bir L(t) dogrusu belirler. Bu L(t) dogrularinin
birlesimi olan yiizeye, koni yiizeyi adi verilir. a egrisine, koni ylizeyinin dayanak
egrisi, H noktasina, yiizeyinin tepe noktasi denir. L(t) dogrusu ise koni yiizeyinin,
a(t) noktasindaki ana dogrusudur. Silinidir yiizeyi {lzerinde bir P noktasi
verildiginde, bu nokta bir L(t) dogrusu lizerindedir. A(t)=H - a(t) olmak iizere, P=
a(t)+p A(t) olacak bigimde, I x R kiimesinin, bir (t,u) eleman1 vardir. Burada A(t)
yerine esitini yazarsak;
P=(1—-p)a(t) + pH

H
~

a(t)

Sekil 4.9. Koninin dayanak egrisi ve ana dogrusu
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a=(a,,a,a,;), H=(h,,h,,h;) veP=(p,,p,, p;) olmak lizere,

P= «a(t) + pA(t) esitliginden, koninin parametrik denklemi elde edilir.

p,=(1-woa )+ ph,
p,=1-wWa,®+ ph,

p; = (1-wa ;(t) + phy

bu tg¢ esitlik arasinda, t ve p yok edilirse, p,, p,, p; arasinda, F(p,, p,, p;)=0
biciminde bir iliski elde edilir. Bu onermeden de uzaydaki dik koordinat
fonksiyonlarina bagh olarak, F=( y, , y,, y;)=0 biciminde, koni yiizeyin

denklemi elde edilir.

Sekil 4.10.Koni yiizey 6rnegi



4.3. Yiizeylerde Déniisiim Islemleri

4.3.1. Oteleme islemi

Ug boyutlu uzayda aldigimiz (x,y,z) noktasin1 homojen koordinatlar kullanarak

(x',y',z") noktasina getirebilmek icin asagidaki déniisiim matrisini kullaniriz.

1 0O 0 O
0 1 0 0
[x’ y oz 1]=[x y z 1] ¢ 0 1 0
r. T, T, 1
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Buradaki x-, 1y, 2z uzaklik koordinatlari, herhangi bir reel say1 olabilirler ve

otelenmis uzakliklar, yukaridaki matris kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir.

X', y’, z° uzaklik koordinatlari, herhangi bir reel say1 olabilirler ve Gtelenmis

uzakliklar yukaridaki matris kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir ve {i¢ boyutlu

uzayda nesne ilizerinde oteleme islemi uygulanirken nesne iizerinde tanimlanan her

noktai¢in ayr1 ayr1 Oteleme islemi uygulanir. Boylece nesnenin konumu da

degistirilmis olur.

x=x+T, y=y+T z =z+ T

4.3.2. Olgekleme islemi

Ug boyutlu geometrik uzayda 6lgekleme islemi, S, S y» S, Olgekleme parametreleri,

olmak iizere asagidaki matrisle temsil edilir ve (X, y, z) koordinat degerlerinin

Olcekleme isleminden sonraki degerleri, (x°,y’, z’)’de asagidaki gibi yazilir.
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[SX 0 0 0]
0 S 0 0
x y z 1ls=kx vy z 1]| Y |
0 0 s, oJ
0 0 0 1
X'=X.S, y'=y. S, z=12.S,

nesne lizerine yukaridaki 6lgekleme matrisi uygulandiginda nesnenin biiyiikliigiinde
degisme oldugu gibi orjine gore Gteleme islemi de olur. Bu olgekleme islemi,
Olcekleme parametreleri birbirine esit olmadiginda gerceklesir eger olgekleme

parametreleri, birbirine esit ise yani ( S,= S = S,) ise nesnenin biytikligiinde

hicbir degisiklik olmaz.

4.3.3. Dondiirme islemi

Uc boyutlu yapilarda déndiirme islemi yapmadan once hangi eksen iizerine
dondiirme islemini uygulayacagimizi belirlemeli ve dondiirme agimizi segmeliyiz.
Dondiirme iglemi uygulamalarinda, en ideal yontem, koordinat eksenlerine paralel
dondiirme islemi yapmaktir. Bunun disinda kendimiz tanimladigimiz herhangi bir
eksene gore de dondiirme yapabiliriz. ki boyutlu yapilarda kullanilan doéndiirme
denklemleri baz alinarak 6, dondiirme parametresi olmak iizere, sirasiyla X, y ve z

eksenleri lizerine uygulanan dondiirme denklemleri asagida oldugu gibidir.

X' =X x’ =xCos 0-zSinB x’ =xCos0 - ySinB
y’>=yCos0-zSin0 y =y y’> = xSin6+ yCos0O

z> =y Sin 0+z Cos0 z> =z Cos 0-x Sinf z =z



4.4. Doniisiim Islemlerinin Yiizeylere Uygulanmasi

Sekil 4.11.Silindirik koordinatlarda dondiiriilerek ve 6lgeklendirilerek ¢izilmis hareketli

Sekil 4.12. Kiiresel koordinatlarda 6lgeklendirilerek ¢izilmis hareketli yiizey

Sekil 4.13. Kiiresel koordinatlarda dtelenerek ¢izilmis hareketli yiizey

50
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Sekil 4.14. Enneper ylizey 6rnegi

Sekil 4.15 Catalan ylizey 6rnegi
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Sekil 4.16. Catenoid yiizey 6rnegi

Sekil 4.17.Helisoid yiizey ornegi



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bilgisayarin her alandaki gelismesinin bir sonucu olarak Bilgisayar destekli ¢izim ve
Tasarim uygulamalarinin, kullanim1 da yayginlagmistir. Ciinkii programlama dilleri,
tasarimi, daha kisa siirede hazirlayabilme imkani sunar. Ayrica gorsellikle klasik

yaklagimlar birlestirdigimizde anlatmak istediklerimizin verimliligi artar.

Bu caligmada da hedeflenenler; geometrideki teorik ve klasik yaklasimlarin,
programlama diliyle uygulamaya dokiilmesidir. Uygulama araci olarak egriler ve
yiizeyler iizerinde durularak teorik bilgilerle, gorsel yaklagimlar arasinda gecisler

yapilmis ve bu sayede anlatimi desteklemek amaglanmistir.

Yapilmak istenen bu c¢alismalar, c¢ok farkli programlama dilleri, {izerine
gelistirilebilir. Burada Maple programlama dilinin secilmesinin, amaci gorsellige
hitap etmesinin yaninda hareketli uygulamalara da imkan vermesidir. Sonugcta
anlatilmak istenenleri ifade etme derecesi bakimindan bagarili olmus, bir dildir.
Bundan sonra ayni1 dogrultuda ¢alismak isteyenler i¢in farkli teorik bilgiler lizerine

de tavsiye edilebilir.
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EKLER

Bu calismada kullanilan sekiller, maple programlama dili araciligi ile ¢izdirilmistir.

Bu boliimde de ¢izdirilen sekillerin kodlarina yer verilmistir.

with (plots):
plot3d([arctan(x*y), x + 2*y], x=-Pi..P1, y=-Pi..Pi, color=[gray,black]); (Sekil 3.1)

animatecurve([2*cos(t),2*sin(t),t=0..2*P1i],frames=80,thickness=3,color=black,

axes = framed );  (Sekil 3.2)

spacecurve([4*cos(t),4*sin(t),2*t],t=0..12*P1i,scaling=constrained,thickness=3,
color =black,axes=boxed); (Sekil 3.3)

spacecurve([cos(t),sin(t),t],t=0..5*Pi,axes=normal,color=black,thickness=2);

(Sekil 3.3)

plot(-x"2-3*x+4,x=-3..-0.4,thickness=2,color=black,axes=none); (sekil 3.5)

plot(-12*x"6+4*x"4-24*x"5+36*x"3-4*x,x=-1..1, color=black, axes=framed,

thickness=2,axes=none); (sekil3.6)

plot(-2*x"5+3*x"4-4*x"3+6*x"2- 4*x, x=0..1, thickness=2, color=black,
axes=framed); (sekil3.8)

with(CurveFitting):
points3:=[[0,0],[0.5,1],[1.3,5],[3,61,[7.4,4],[8,2]]:
plot({bsplcurve,points3},color=[gray,red],thickness=[2,3]) (Sekil 3.9)
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u:=plot([[0,0],[ 1,4],[2,0]],thickness=2,color=gray)
v:=plot(-x"2+2*x,x=0..2,thickness=2,color=black) display({u,v}); (Sekil 3.10)

animate(implicitplot,[x"2+A*y+y”2, x=-3..3,y=-8..8, thickness=2,color=black],
A=- 5.5) (Sekil 3.11)

animate(implicitplot,[x"2+A*y+y”2,x=-3..3,y=-8..8, scaling=constrained,
thickness=2,color=gray], A=-5..5); (Sekil 3.11)

animatecurve(sin(5*x),x=-3..3,view=0..1,color=black,thickness=2); (sekil 3.12)

animate( plot, [sin(x)*exp(-x/5), x=0..t], t=0..20, frames=50,thickness=2,
color=black ) (Sekil 3.13)

animate(plot,[cos(x/2)*sin(3*y),x=0..4*Pi,color=black,thickness=2],y=0..P1)
( Sekil 3.14)

animatecurve({[4*t*(1-t) 3+8*t" 2% (1-t)\2+6*t 3% (1-t)+6*t14,6%t*(1- t) 3+

65t/ 2%(1-4) 24205t 3%(1-t),t=0.. 1], 12*(1-t)"3-36*(1-t"2)*t+16%(1-t) "2+

24*%t°3,14*t*(1-t)"2,t=0..1]}, thickness=2,axes=framed,color=black); (Sekil 3.15)

with(plots):
plot3d([x"2-2*x*y-4*x+y"2+4*y-100],x=-5..5,y=-5..5)

plot3d([x"2-2*x*y-4*x+y"2+4*y-100],x=-5..5,y=-5..5) (Sekil 4.1)

plot3d(5,x=0..Pi, y=0..Pi, coords=spherical,scaling=constrained); (Sekil 4.3)

plot3d(height,angle=0..2*Pi,height=-5..5, coords=cylindrical); (Sekil 4.6)
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plot3d(5,r=0..10,t=0..2*Pi, coords=cylindrical,axes=frame,style=patch,
thickness=2); (Sekil 4.8)

plot3d(sin(x)+sin(y),x=0..2*Pi, y=0..2*P1i, axes=boxed); (Sekil 4.10)
animate3d([x*u,u*v,u*sin(v*u)],x=1..5,v=1..4,u=3..4,coords=cylindrical);

(Sekil 4.11)

animate3d(r*t*cos(u),r=0..10,t=0..2*Pi,u=2..4,coords=spherical); (Sekil 4.12)
animate3d(cos(u*v)*sin(u*t),v=-Pi..Pi,t=-Pi..Pi,u=1..2,coords=cylindrical);

(Sekil 4.13)

with(plots):
plot3d([u-u”3/3+u*v"2,v-v*3/3+v*u"2,u"2-v*2],u=-3..3,v=- 3..3); (Sekil 4.14)

with(plots):
plot3d([u-sin(u)*cosh(v), 1-cos(u)*cosh(v),4*sin(u/2)*sinh(v/2)] ,u=-2.1*Pi..2.1*Pi,

v=-2.4..2.4); (Sekil 4.15)

plot3d([u*cos(v),u*sin(v),v],u=0..15,v=0..6*P1); (Sekil 4.17)
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